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CAPITOLO 1

NUMERI COMPLESSI E SERIE DI POTENZE IN C

1. RICHIAMI SUI NUMERI COMPLESSI

Ricordiamo che l'insieme C dei numeri complessi ¢ l'insieme delle coppie
ordinate (a,b) di numeri reali munito delle operazioni di somma e prodotto
definite nel seguente modo

(a,b) + (¢,d) :=(a+b,c+d) e (a,b)-(c,d):= (ac— bd,ad+ bc)

Si puo provare che tali operazioni soddisfano le proprieta caratteristiche
di un campo algebrico (proprietd associativa, commutativa, distributiva,
esistenza elemento neutro, di opposto e reciproco). In particolare, risul-
ta elemento neutro della somma l’elemento (0,0) mentre elemento neutro
del prodotto risulta essere (1,0). L’elemento opposto di (a,b) & I’elemento
—(a,b) := (—a, —b) mentre il reciproco di (a, b) # (0,0) & invece
I a b
(a,b) = (a2 +02 a?+ bQ)'

Osserviamo che l'insieme dei numeri reali R puo essere identificato come
sottoinsieme di C identificando ogni a € R con il numero complesso (a,0) €
C, scriveremo quindi a in luogo di (a,0) e penseremo R C C. I numeri
complessi della forma (0, b) vengono invece detti immaginari puri.
Usualmente un numero complesso (a,b) € C viene rappresentato nella forma
a + ib (forma algebrica) dove si conviene che 1 := (1,0) mentre i := (0,1)
viene detta unita immaginaria:

(a,b) = a(1,0) +b(0,1) = a +ib

Usuale ¢ inoltre la notazione

a:=a+i0 e b:=0+1b
Con tale notazione le operazioni di somma e prodotto risultano definite da
(a+ib)+(c+id) = (a+c)+i(b+d) e (a+ib)-(c+id) = (ac—bd)+i(ad+bc)

Tali operazioni risultano formalmente immediate osservato che I'unita im-
maginaria ¢ soddisfa la proprieta

i2:=i-i=(0,1)-(0,1) = —1,
da cui, utilizzando le usuali regole algebriche, vediamo che
(a+ib)-(c+id) = actiad+ibe+i*bd = ac+iad+ibc—bd = (ac—bd)+i(ad+bc).
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6 1. NUMERI COMPLESSI E SERIE DI POTENZE IN C

Se z = a + ib € C il numero reale a viene detto parte reale del numero
complesso z e viene denotato con Re(z), mentre il numero reale b viene detto
parte immaginaria del numero complesso z e viene denotato con Im(z):

Re(z) = Re(a+1ib) :=a e Im(z)=Im(a+1ib) :=b

Dato z = a + ib € C, la quantita va? + b? viene detta modulo del numero
complesso z e viene denotata con |z|:

|z| = |a+ ib| :== Va? + b2.

Valgono le seguenti proprieta:

|z| > 0 per ogni z € C e |z] =0 se e solo se z = 0.

. |Rez| <|z|, Imz| < |z] e |z] < |Rez|+ |Imz| per ogni z € C.

. Diseguaglianza triangolare: |z + w| < |z| + |w|, per ogni z,w € C.
. |zw| = |z||w]|, per ogni z,w € R.

Dato un numero complesso z = a + ib € C, diremo numero complesso
coniugato il numero Z := a — ib. Osserviamo che risulta

z-2=(a+1ib)- (a —ib) = a® + b* = |2|?,

da cui in particolare

1 z
= .

z |zl

Se pensiamo, come naturale, di rappresentare i numeri complessi sul piano
cartesiano (che chiameremo in questo contesto piano complesso), il modulo
|a + ib| rappresenta la distanza del punto (a,b) dall’origine del piano (0, 0).
Osserviamo che mediante tale rappresentazione i numeri reali, della forma
(a,0) saranno rappresentati dai punti dell’asse delle ascisse, che chiameremo
asse reale, mentre i numeri immaginari, ovvero della forma (0,b), saranno
rappresentati dall’asse delle ordinate, che chiameremo asse immaginario:
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piano-eps-converted-to.pdf

Possiamo rappresentare inoltre un numero complesso z utilizzando le coor-
dinate polari del corrispondente punto del piano complesso. Infatti, se z € C
e z # 0 avremo che, posto p = |z| il modulo di z, esiste § € R tale che z
potra essere rappresentato dalla forma

z = p(cosf + isinf)

detta forma trigonometrica del numero complesso z.

L’angolo 0 ¢ detto argomento del numero z e viene denotato con arg z. Chia-
ramente se 6 ¢ argomento di z saranno argomenti di z anche 64 2kx per ogni
k € Z (argomento € determinato a meno di multipli interi di 27). Diremo
argomento principale del numero complesso z quell’unico argomento di 2z ap-
partenente all’intervallo (—m, 7| e denoteremo tale argomento con Arg z.
Utilizzando la rappresentazione trigonometrica, osserviamo che dati due
numeri complessi 21 = pi(cosf; +isinb) e za = pa(cos by + isinby) risulta

2122 = p1p2(cos By cos By — sin Oy sin Oy + i(sin O cos by + cos Oy sin O3)
= p1p2(cos(01 + O2) + isin(f; + 62))
Ne segue in particolare che arg (z122) = arg (z1) + arg (22) + 2k7, k € Z.

In particolare dalla precedente formula si ottiene che per ogni z = p(cos § +
isin ) risulta

22 = p*(cos(26) + isin(26))
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da cui, per induzione, si ottiene la formula di De Moivre:
2" = p"(cos(nf) +isin(nd)), n € N.
Si ha dunque che
|2 = |z|" e arg(z") =mnarg(z)+ 2kw, keEZ.
Osserviamo che per ogni z = p(cos + isinf) # 0 si ha
1 z 1 . 1 .
o= e = ?p(cosﬁ —isinf) = p~ " (cos(—0) + isin(—0))
e dunque che la formula di De Moivre risulta valida per ogni n € Z.
Dalla formula di De Moivre, preso w = p(cosf +isinf) #0en €N, glin
numeri complessi
2 = p%(cos(@) +¢sin(%)), k=0,1,..,n—1,
risultano tutte e sole le soluzioni dell’equazione 2™ = w e vengono detti radici
n-esime di w.
Dato z = a + ib € C si definisce esponenziale di z il numero
e* = et .= ¢%(cosb + isinb).
Osserviamo che il numero complesso a secondo membro e rappresentato in
forma trigonometrica, quindi risulta
e*| = e® = () mentre arg(¢?) = b= Im(z).

Si puo provare che per ogni z1, zo € C risulta

eFle?2 — 1tz

da cui in particolare che
T — e Ve C, ke Z
Inoltre, dato z # 0 si definisce logaritmo principale di z il numero complesso
Log z :=log |z| + iArg z
Osserviamo che dalla definizione, per ogni z € C, z # 0, risulta
elosz = ¢loglzltidrg (2) — cloglzl(¢og(Arg 2) 4 i sin(Arg z))

= |z|(cos(Arg z) + isin(Arg z)) = z.
mentre si ha Log (e®) = log |e*| + iArg (¢*) = Re(z) + i(Im(z) + 2km) = e
dunque Log (e*) = z solo se Im(z) € (—m, 7).
Utilizzando il logaritmo principale, dato z ## 0 e a € C si definisce la potenza
principale z® ponendo

a . eaLogz'

Z =

Infine, poiche per ogni x € R risulta e = cosx + isinx e e = cosx —

isinx, si ottengono le seguenti formule di Fulero:
ele + e*l% e’L.’L’ _ e*le

cosx=——7—— e sinz=——""77—, TR
2 21
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Viene allora naturale definire il seno e il coseno di un numero complesso
z € C ponendo:
eiz . efiz ) eiz 4 efiz
coszi= ———— e sinzi=—]F—
Si definiscono inoltre le funzioni iperboliche senoiperbolico e cosenoiperbolico
di un numero complesso z € C mediante:

z —Z 4 —Z
e“+e . e —e
COShZ = T e SlIth = T

Si ha allora che cos(iz) = cosh z e cosh(iz) = cos z mentre sin(iz) = isinh z
e sinh(iz) = isinz. Si pud provare che tali funzioni soddisfano le seguenti
proprieta
cos’z+sin?z=1, VzeC
e per ogni z1, z9 € C valgono le formule di addizione
cos(z1422) = cosz) cosza—sinzy sinze e  sin(z1+22) = cos 21 sin zo+sin 21 cos 29

Si ha invece che |cosz| e |sin z| non risultano limitate in C. Infatti dalle
formule di addizione per ogni a 4 ¢b € C si ha

cos(a+ib) = cosacoshb—isinasinhb esin(a+ib) = sina cosh b+icosasinhb
da cui
| cos(a +ib)|* = cos’a +sinh®?b e |sin(a + ib)|> = sin® a + sinh? b.

Concludiamo ricordando che, essendo C identificato con R?, la struttura
metrica dei numeri complessi C & quella di R?. Ricordiamo per completezza
le principali definizioni. La distanza tra due numeri complessi z = a + ib e
w = ¢+ id viene definita ponendo

d(z,w) = |z —w| =/(a — )2 + (b—d)?
Dato 7 > 0 e zy € C denoteremo nel seguito con
Bi(20) ={z€Cllz—2]|<r} e Bqz)={z€C||z—2]|<r}

il disco, rispettivamente aperto e chiuso, di centro zy e raggio r.

Un sottoinsieme A C C verra detto aperto se per ogni zg € A esiste § > 0
tale che Bs(zp) C A. Diremo che un sottoinsieme A C C ¢ chiuso se il suo
complementare C \ A risulta aperto.

Dato un sottoinsieme A C C, un punto zy € C viene detto punto di accumu-

lazione di A se per ogni 0 > 0 l'insieme A N Bs(zp) contiene elementi di A
distinti da zg. Un punto zg € A viene detto punto isolato di A se non risulta
punto di accumulazione per A. Un punto zg € A ¢ detto punto interno di A
se esiste 6 > 0 tale che Bs(z9) C A. Un punto zg € C verra detto punto di
frontiera di A se per ogni 6 > 0 il disco Bs(zg) contiene sia punti di A che
punti non appartenenti ad A. Diremo frontiera di A I'insieme 9A dei punti
di frontiera di A. Ad esempio

0B, (z0) ={z€C||z — 2| =7}
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Infine, diremo chiusura di un insieme A C C il pitt piccolo chiuso A conte-
nente A. Si puo provare che

A= AUOJA.

2. SUCCESSIONI E SERIE IN C

I concetti di successione, di successione convergente e i risultati visti in cam-
po reale possono essere estesi ai numeri complessi ad eccezione dei risultati
che sfruttano le proprieta di ordinamento dei numeri reali. Riportiamo di
seguito i principali risultati sulle successioni e sulle serie di numeri complessi.

Consideriamo una successione di numeri complessi (z,)nen, 2n € C per
ogni n € N. Diremo che ¢ € C ¢ il limite della successione per n — +00 e
scriveremo

lim z,=/¢
n—-+o00 " ’

se per ogni € > 0 esiste ¥ € N tale che per ogni n > v risulta |z, — | <
€ ovvero per ogni n > v risulta z, € B.({). Diremo in tal caso che la
successione (z,)nen converge al limite ¢ per n — +oo.

Osserviamo che una successione di numeri complessi (2, )nen individua due
successioni di numeri reali (a,)nen € (bp)nen essendo z, = a, +iby, an, by, €
R, n € N. Per la definizione data, abbiamo che la successione (2, )nen risulta
convergente se e solo se risultano tali le successioni reali (ap)nen € (bn)nen
e risulta

lim z,= lim (a,+ib,) =¢=a+ib <= lim a,=a e lim b, =
n—-+oo n—-+oo n—-+oo n—-+oo

Potranno quindi estendersi alle successioni in C i Teoremi di unicita del
limite, sull’algebra dei limiti, sulla limitatezza delle successioni convergenti
mentre non potranno essere estesi i Teoremi di confronto ed i concetti di
successione monotona in quanto utilizzano ’ordinamento dei numeri reali.

Introduciamo inoltre un concetto che risultera fondamentale nel seguito.
Una successione (zy,)nen € detta successioni di Cauchy se verifica la seguente
condizione:

Ve>0 dJveN taleche |z, —2p|<e Vn,m>w.

Osserviamo che ogni successione convergente risulta successione di Cauchy,
ma risultato fondamentale ¢ che ogni successione di Cauchy in C (ed in
particolare in R) risulta convergente. Si dice dunque che C (ed R) sono
spazi metrici completi. Vale difatti

TEOREMA 1.1. (CRITERIO DI CAUCHY)
Una successione (zp)nen C C € convergente se e solo se é successione di
Cauchy.
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Data un successione (ay)ren di numeri complessi, per ogni n € N conside-
riamo I'n-esima somma parziale o ridotta n-esima:

Sn ::a1+a2+...+an:2ak, n € N.

La successione di tali somme parziali (sy,)n,en viene detta serie associata alla
successione (ag)ren O anche serie di termine generale ay. Si definisce allora
la somma degli infiniti termini della successione (a,)nen come il limite per
n — 4oo della successione delle somme parziali. Denoteremo tale limite con

n
ar := lim s, = lim Za
Z; k n—+oo " n—>+ook 1 k

e, con un abuso di terminologia, chiameremo tale limite serie 0 somma per
k che va da 1 a +o0o di a. Se il limite esiste finito in C diremo che la serie
& convergente, in tal caso

Zak hm sp=s€C

ed il valore s viene detto somma della serie.
Vediamo ora la seguente condizione necessaria alla convergenza di una serie

TEOREMA 1.2. (CONDIZIONE NECESSARIA)

Se la serie ZZ‘E‘; ay risulta convergente allora lim a, = 0.
- n—+oo

DiMm. Indicata con s € C la somma della serie e con s, la ridotta n-esima della serie, dalla
definizione per n — 400 risulta

n = Sp — Sp—1 —8S—8=0

Come esempio notevole consideriamo la serie geometrica di ragione z € C:

+00

> 7

k=0
Si puo provare, per induzione, che per ogni n € N risulta

1 _ n+1
z
Z 11—z

e poiche

lim 2" =0 seesolose [z|<1
n—+oo

avremo che la serie data risulta convergente se e solo se |z| < 1 ed in tal

caso risulta
o0
g 2k =
k=0
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Osserviamo che dal Criterio di Cauchy per la convergenza di una serie
abbiamo

TEOREMA 1.3. (CRITERIO DI CAUCHY PER LE SERIE)
La serie Z;:i ay, risulta convergente se e solo se per ogni € > 0 esiste v € N
tale che per ogni v < n < m risulta

m
| Zak\ < €.
k=n

Data una serie ZZ;’OI ay in C, diremo che tale serie converge assolutamente
se risulta convergente la serie reale a termini non negativi > ;% |ax|. La
convergenza assoluta implica la convergenza semplice, infatti

PROPOSIZIONE 1.1. Se la serie Z;ﬁ‘l’ ay in C converge assolutamente allora
risulta convergente in C e vale:

+oo +o0
2 akl < 3 lail
k=1 k=1

Div. Poiche la serie Y/ |ax| risulta convergente, dal Criterio di Cauchy abbiamo che
la successione delle somme parziali

n

on =2 laxl

k=1

risulta successione di Cauchy in R. Osservato inoltre che, posto

n
Sn = § Ak,
k=1

risulta
n n
lsn — sp| = | ZCLHS Z lag| =on —0p Vp<neN,
k=p+1 k=p+1

avremo che anche la successione delle somme parziali (s, )nen risulta successione di Cauchy
in C e dunque convergente.
Essendo inoltre |s,| < o, per ogni n, passando al limite per n — 400 otteniamo

o0 oo
> an <D lal
k=0 k=0
([

Ad esempio, osserviamo che la serie geometrica di ragione z € C risulta
assolutamente convergente se |z| < 1.

Utilizzando il concetto di convergenza assoluta si ottengono i seguenti risul-
tati che ci permetteranno di stabilire se una data serie risulta convergente.
Abbiamo innanzitutto

TEOREMA 1.4. (CRITERIO DEL CONFRONTO)
Siano (an)nen € C e (bn)neny C R successioni tali che |a,| < b, per
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+00 Ry
ogni n € N. Se la serie an converge allora la serie Zan converge
n=1 n=1

(assolutamente).

DiM. La dimostrazione segue dal Teorema sulla convergenza assoluta di una serie e dal

criterio del confronto per successioni reali. ]

Ricordiamo alcune serie reali che potranno essere utilizzate come serie di
confronto. Abbiamo gia visto la serie geometrica di ragione x € R

+oo
Do
k=0
che risulta convergente se e solo se |z| < 1, altra serie notevole ¢ la serie
armonica generalizzata
+o0o
1
np
n=1
che risulta convergente solo se p > 1.

Dal criterio del confronto si ottengono i seguenti criteri

TEOREMA 1.5. (CRITERIO DEL RAPPORTO)
Sia (an)nen una successione in C tale che esiste

. an+1
lim [an1] — /.
n—-+00 ‘an‘
Allora, se £ < 1 la serie Y2 a,, converge (assolutamente) mentre se £ > 1
la serie Y1 a, non converge.

Dim. Dal criterio del rapporto per successioni reali positive abbiamo che se ¢ < 1 allora
esistono v € Ny A > 0e 0 < b < 1 tali che |a,| < Ab™ per ogni n > v. Dal criterio del
confronto per le serie, osservato che la serie geometrica reale Z:: b™ converge, otteniamo
che la serie 31 a,, converge (assolutamente).

Se invece £ > 1, preso 0 < € < ¢ — 1, dalla definizione di limite avremo che esiste v € N
tale che % > ¢ — ¢ per ogni n > v. Essendo £ — e > 1, otteniamo che |ant1| > |an|
per ogni n > v e dunque che la successione (|a,|)nen risulta strettamente crescente per
n > v. In particolare otteniamo che la successione (an)nen non ¢ infinitesima e dunque,

dalla condizione necessaria alla convergenza, che la serie non converge. O

Si ha inoltre

TEOREMA 1.6. (CRITERIO DELLA RADICE)
Sia (an)nen una successione in C tale che esiste

lim {/]a,| =¢< 1.

n—-+00

Allora, se £ < 1 la serie Y.t a,, converge (assolutamente) mentre se £ > 1
la serie 3" a, non converge.
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DiMm. Se ¢ < 1, sia 0 < € < £ — 1. Dalla definizione di limite esiste allora v € N tale che
0 < /]an| < £+ ¢ per ogni n > v. Posto b = £+ ¢, risulta b € (0,1) e 0 < |a,| < b"
per ogni n > v. Poiche la serie geometrica reale Z:fo b" & convergente, dal criterio del
confronto anche la serie data converge.

Se invece ¢ > 1, preso 0 < € < ¢ — 1, dalla definizione di limite sia v € N tale che
Yan > ¢ — ¢ per ogni n > v. Allora, essendo £ — e > 1 avremo che |an| > 1 per ogni
n > v e la successione (an)neny non sara infinitesima. Per la condizione necessaria alla

convergenza, la serie non converge. [l

Riguardo alle operazioni tra serie, si puo provare, utilizzando la definizione,
che se ZZ;“{ ap e ZZ:; br sono serie in C convergenti rispettivamente alle
somme a,b € C, allora la serie Z;ﬁ?(a/ﬁ-bk) risulta convergente alla somma
a + b. Possiamo inoltre provare

TEOREMA 1.7. (PRODOTTO DI SERIE)
Se ZL’B ai e Zﬁ;’g bi, sono serie in C convergenti assolutamente rispetti-
vamente alle somme a,b € C, allora la serie prodotto

00 k
ch, dove c¢p = Z anbi—p, Vk € N*, (1)
k=0 n=0

converge al prodotto ab.
Se le serie risultano convergenti scriveremo allora
+oo “+o0o +oo
S ue Y=Y
k=0 k=0 k=0
dove i termini ¢ sono definiti in ({1).
Infine vediamo il concetto di riordinamento di una serie. Sia (kj)neny una
successione tale che 'applicazione n — k,, risulti biuonivoca da N ad N.

Data una serie Y - a, € posto @, = ay,, n € N, la serie Y 7 | a, & detta
riordinamento della serie Y 7 | a,. Vale allora il seguente risultato

TEOREMA 1.8. (RIORDINAMENTO DI UNA SERIE)
Se Y2 an € una serie assolutamente convergente, allora ogni suo riordi-

n=1
namento Y >~ | @, converge e converge alla medesima somma.

3. SERIE DI POTENZE
Consideriamo la serie geometrica di ragione z € R:
+00
> "
n=0
Da quanto visto, tale serie converge (assolutamente) per |z|] < 1 e non
converge per |z| > 1. Inoltre, per ogni |z| < 1 risulta

+oo

1
Zznzl—z

n=0
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La precedente serie ¢ un esempio di serie di potenze secondo la seguente
definizione.

Data una successione di numeri complessi (ap)nen+ € 2o € C, si dice serie
di potenze di centro z; e coefficienti a,, la serie

+oo
Z an(z — zp)" (2)
n=0

Chiaramente, una data serie di potenze risulta convergente a seconda della
scelta di z € C. Diremo insieme di convergenza della serie di potenze
I'insieme B C C costituito da tutti i valori z € C per i quali la serie risulta
convergente.

Riconosciamo la serie geometrica come particolare serie di potenze con a,, =
1 per ogni n € N e zg = 0, per quanto visto I’insieme di convergenza di tale
serie ¢ il disco aperto B1(0).

Nel seguito ci limiteremo a considerare serie di potenze della forma

+o00
> an?" (3)
n=0

con centro in zg = 0. Difatti a tale situazione ci si potra sempre ricondurre
mediante la sostituzione w = z — zg.

Come primo risultato, notiamo che ogni serie di potenze della forma
risulta convergente nel suo centro, in quanto per z = 0 si ha Zi% anz" = ag.
Vale poi il seguente risultato

TEOREMA 1.9. (DI ABEL)

Se la serie di potenze z:i% anz™ converge per z = zg # 0 allora la serie

converge (assolutamente) in ogni z € C con |z| < |z|.

Dim. Per ipotesi la serie numerica E:i% anzy risulta convergente e quindi, dalla condi-
zione necessaria per la convergenza di una serie, avremo che anzy — 0 per n — 400 da
cui, in particolare, che la successione (|anz(|) risulta limitata in R.

Sia M > 0 tale che |anzy| < M per ogni n € N e sia z € C tale che |z| < |z0]. Essendo
zo # 0, otteniamo

n n ‘an n |Z| n uz

0 < |anz |:|anzO|W:|anz0|(w) < Mb
dove b = % La serie Eg‘ ™ & serie geometrica (reale) di ragione b € (0,1), essendo
|z] < |20, quindi convergente. Dal criterio del confronto deduciamo allora che la serie
Fo anz™ converge (assolutamente). U

Data la serie di potenze , poniamo
+o0o
p:=sup{|z||z € C, Z anz" converge}
n=0
Tale valore, eventualmente pari a +0o0, ¢ detto raggio di convergenza della
serie di potenze .
Dal precedente risultato otteniamo
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TEOREMA 1.10. (SUL RAGGIO DI CONVERGENZA)
Data la serie di potenze Zgﬁ% anz", sia p € [0,400] il suo raggio di conver-
genza. Allora:
(1) se p=0, la serie converge solo per z = 0;
(ii) se p = —+oo, la serie converge (assolutamente) in ogni z € C;
(7i1) se p € (0,400), la serie converge (assolutamente) per |z| < p e non
converge per |z| > p.

Dimm. Poniamo
—+o00
A={|z||z €C, Z anr" converge}
n=0
e ricordiamo che per definizione p = sup A.
(i) Per assurdo, supponiamo che esista z € C con z # 0 tale che 3.1 a,2" risulti
convergente. Allora |z| € A e quindi, per definizione p > |z| > 0, contro l'ipotesi p = 0.
(i1) Sia z € C, z # 0. Essendo sup A = 400, avremo che |z| non & maggiorante di tale in-
sieme e quindi che esiste zg € C con |z| < |zo]| tale che |z0| € A e quindi tale che ZI:& anzy
converge. Dal Teorema di Abel avremo allora che la serie converge (assolutamente) in z.
(#2) Sia z € C con |z| < p. Dalla definizione del raggio di convergenza, avremo allora
che |z| non & maggiorante dell’insieme A, e quindi che esiste zo € R con |z| < |20| tale che
|z0| € A e dunque tale che Z:ioo anzy converge. Dal Teorema di Abel avremo allora che
la serie converge (assolutamente) in z. Infine, sia z € C con |z| > p. Dalla definizione del

raggio di convergenza, avremo che |z| € A e quindi che la serie non converge in z. U

Quindi, riguardo all’insieme di convergenza B di una serie di potenze Z:i% anz"
di raggio di convergenza p € [0, 00| avremo:
i) se p =0 allora B = {0};
ii) se p =400 allora B = C;
iii) se p € (0,+00) allora B,(0) C B C B,(0). Rimane dubbio il com-

portamento della serie nei punti della frontiera 9B,(0) = {z €
C| 2| = p}.
EsEMmPI
+oo
e La serie Z 2" ha raggio di convergenza p = 1 e non converge per |z| =1
n=0

e quindi il disco aperto B;(0) ¢ il suo insieme di convergenza.

oo 5
e La serie E o x € R, ha raggio di convergenza p = 2, converge per
n
n=0

x = —2 e non converge per x = 2. L’intervallo I = [—2,2) & il suo insieme
di convergenza.
+o0o

e La serie g — haraggio di convergenza p = 1 e converge (assolutamente)
n
n=0 o
per |z| = 1, essendo tale la serie > -, # 11 disco chiuso B1(0) ¢ il suo
insieme di convergenza.

I prossimi risultati ci permetteranno di determinare il raggio di convergenza
di una data serie di potenze.
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TEOREMA 1.11. (METODO DEL RAPPORTO O DI D’ALEMBERT)

Data la serie di potenze Zzi% anz" con ap # 0 per ognin € N. Se esiste

hm |an+1|
n—-+00 ‘an’

= € [0, +o0]

allora il raggio di convergenza della serie é

+oo sel =0
p=<1/t sele (0,+00)
0 se £ =+o0
DiMm. Per z # 0 si ha
i (9T g

Se £ = 0 allora, dal criterio del rapporto la serie converge (assolutamente) per ogni z € C
e dunque p = 4o0.

Se £ = 400 allora la serie non converge in ogni z # 0 e quindi p = 0.

Se ¢ € (0,400), dal criterio del rapporto la serie converge (assolutamente) per £|z] < 1,

ovvero per |z| < 1/£, e non converge per £|z| > 1, ovvero per |z| > 1/¢. Dal Teorema di

Abel ne deduciamo che in questo caso p = 1/£. [l
+o0 p
Ad esempio, data la serie g T2 risulta
n=0
n,,2
. An+41 . 3"n 1
lim | = lim e =
n—+00 Ay n——+00 3n+ (n + 1) 3

quindi, dal precedente teorema, la serie ha raggio di convergenza p = 3.

Utilizzando il criterio della radice si puo provare, in modo analogo, il
seguente risultato.

TEOREMA 1.12. (METODO DELLA RADICE O DI CAUCHY-HADAMARD)

Data la serie di potenze Zzi% anx™, se esiste
lim {/|a,| = ¢ € [0,+o0]
n—-+oo

allora il raggio di convergenza della serie é

400 sel=0
p=<1/t sel e (0,+00)
0 se £ = +o00
+oo

z
Ad esempio, data la serie Z 37 risulta
n=0

1
lim {/|a,| = lim — =0

n—+00 n—+oo 3"

quindi, dal precedente teorema, la serie ha raggio di convergenza p = +o0.
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4. SVILUPPI IN SERIE DI POTENZE DI ALCUNE FUNZIONI ELEMENTARI

Ricordiamo che data una funzione reale f(z) derivabile infinite volte in
(a,b) C R, per ogni z¢p € (a,b) possiamo considerarne la serie di Taylor

associata
© f(k) (z0)
Z T(x — x0)".
k=0

Osserviamo che una serie di Taylor & un caso particolare di serie di potenze
su cui possiamo testare la precedente teoria. Osserviamo inoltre che la serie
di Taylor relativa a f(z) risulta convergente ad f(x) se e solo se il resto
R, (z) = f(z) — P,(x) tende a zero per n — 400, dove P,(x) ¢ il polinomio
di Taylor di f(z) di ordine n e centro zy. Per quanto visto nel corso di
Analisi Matematica 1, per qualche £ compreso tra = e xg risulta

FrIE) j+l

R, (z) = m(w — ,  Resto di Lagrange.
La funzione )
e 2 sex#0
€Tr) =
i@ {O sex =0

e un esempio di funzione derivabile infinite volte per la quale la corrispon-
dente serie di Taylor con centro xp = 0 non converge ad f(x) eccetto che in
zo = 0. Infatti risulta f*)(0) = 0 per ogni k € N e dunque

0 £(k)
> / kl(o)xk =0, VzeR.
k=0 ’

Dalla formula di Taylor per funzioni di una variabile reale abbiamo i se-
guenti sviluppi in serie di Taylor centrati in zg = 0.

e Funzione esponenziale: per ogni x € R risulta

>0 ZZZk .’E2 JI3
T
= 7:1 —_— - cen
e ;Ok! ottt

Infatti, dalla formula di Taylor con resto di Lagrange, per ogni n € N esiste
&, compreso tra 0 e z tale che

n k &n ’ ‘n+1
x e x
e’ — | = |——— 2" < max{l,e"} ———
3 < e
e poiche éitﬁ; — 0 per n — 400, per ogni z € R, avremo che la se-

rie Y 10, Zr converge a e® per ogni x € R. Osserviamo che il raggio di
convergenza di tale serie € p = 400, infatti

T 1
]
lim (Ml_l)' = lim =0

n——+o0o - n—+oon + 1 o
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e Funzioni seno e coseno: come nel precedente caso, utilizzando la formula
di Taylor con resto di Lagrange, si puo provare che per ogni x € R si ha

00 . 22k +1 23 © . 12k 2 ot
SINxr = Z(*l) m 3' —+...e cosx = Z(*l) (2k)| = 1*7+ a1 +..
k=0 k=0

dove nuovamente il raggio di convergenza delle serie ¢ p = +o0.

e Funzione logaritmo: per ogni |x| < 1 risulta

0 k+1 2 3
x x x
log(1 =) (1) =r— 4+ = —..
og(1 +) kz_o( 1T T T T3
Infatti, ricordando che
x #1,
sostituendo x con —x si ottiene
1 En} DFzh 4 (1" T 4
14z — 142’ ’

Integrando tra 0 e =, per x > —1, si ottiene

z 1 n xk+1 T tn+1
log(1+x):/ Lo =3y +(—1)"+1/ LA
0 0

1+1¢ o k+1 1+t
Dunque
x n+1 1 |x‘n+2
log(1 — =
| log(1 + ) kzo( k:+1’ |/ T+t gl
Se -1 <z < 1 avremo che ‘flrj — 0 per n — +00, e dunque che la serie

S~k +1 converge a log(1 —i—a:) per ogni —1 < z < 1. Osserviamo che
il raggio di convergenza della serie ¢ pari a 1 essendo

1
. n+2 n+1
ngg-loo 1 nEI—&I-loo n-+ 2
n+1

=1

e Funzione arcotangente: con ragionamento analogo al precedente esempio,
osservato che

1 n 2n-+2

= Z(—l)kxzk + (—1)"+1L, z € R,

D(arctanz) =
Pt 1+

1+ 22
integrando si ottiene che per ogni —1 < x < 1 risulta
00 22k+1

arctanz = Z(—l)k .
— 2k +1
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e Serie binomiale: per ogni o € R e ogni |x| < 1 risulta

(1+2)" = i <Z>xk

k=0
dove

<Z> _ala—1)(a —:!)...(oz —k+1)

Vediamo ora come dai precedenti sviluppi seguono gli sviluppi di e*, sinz
e cos z, cosh z e sinh z con z € C.

Dai precedenti sviluppi e dalla definizione di esponenziale complesso si
ottiene che
4 0 p2k+1
e’b:cosb—l—isinb:kzo( 1)F 21
s uw%“—_ um
o ! | !
(2k)! — (2k + 1)! — k!

k=0
inoltre, dal Teorema sul prodotto di serie si ha

© kX2 (i
ea-&-lb:eaezbzzyz :ch
k=0 " k=0 k=0

dove

k k )

B (ib)k—" 1 pen _ (a+ib)k

N TP =
n=0 n=0

Dunque per ogni z € C risulta

ed il raggio di convergenza della serie ¢ p = 400.

Dal precedente sviluppo e dalla definizione di seno e coseno complessi segue
che

iz —iz 1 e 1
cosz = % =3 Z —((i2)* 4 (—iz)k)

ed osservato che (i2)% 4 (—i2)?* = 2(—1)¥22% mentre (i2)?*+1 4 (—iz)?+! =
0 per ogni k € N, otteniamo

oo 52k
cosz =Y (—1)F o vzelC
— (2k)!
In modo analogo si ottiene
0 L 22k
SIHZZZ(—I) m, VZGC

k=0
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Abbiamo inoltre
e 1al & %
coshz = —5 =3 Z g((z) +(—2)")
ed osservato che (2)%F + (—2)%¢ = 222 mentre ()21 + (=2)?**t1 = 0 per
ogni k € N, otteniamo

o Z2k
cosh z = Z @, vVzeC.
k=0
Analogalmente si prova che
o 2k+1
inh z = —_— .
sinh z kzo TRk VzeC

Vediamo infine alcuni esempi di come, dai precedenti sviluppi e dalla pro-
prieta delle serie, ¢ possibile dedurre lo sviluppo in serie di potenze di alcune
funzioni.

22
e Determiniamo lo sviluppo in potenze di z della funzione -. Dallo
sviluppo di e? otteniamo
) <2k
z7
=D %
k=0

da cui per z # 0

2

e 1 o ZQk_ o 2k-1

z _ZZ k! _Z k!
k=0 k=0

e Determiniamo lo sviluppo in potenze di z della funzione % Dallo
sviluppo di cos z otteniamo

00 N ZQk o X ZQk e 1 ZZk
k=0 k=1 k=1
da cui per z #£ 0
Tocosz 1 e 2% e e e e 2
22 22 ;( 1 (2k)! kzl( D (2k)! _nz:;]( & (n+ 1D

e Determiniamo lo sviluppo in serie di potenze di centro zg = 2 della funzione
Z—;l. Ricordando che

o0

1
= (_1)kzk7 V|Z’ < 17
142
k=0

otteniamo
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per ogni [252| < 1 ovvero per |z — 2| < 2. Ne segue allora che per |z —2| < 2
si ha

Z— Z— = (—1)F (-
1 _ 2+1:(2_2)Z( 1)1 (2_2)k+z( 1)

z z z

Vi VG as

e poiche ~—5 SnfT = ~ongT—, e concludiamo

z—1 1 (=1t N
R Dl R
n=1
e Determiniamo lo sviluppo in serie di potenze di centro zp = mi della
funzione (z — 7)e®. Dallo sviluppo di e® e dalle proprieta dell’esponenziale,

essendo €™ = cos T + isinm = —1, otteniamo

o (9] Nk
e = e T — _Z (Z]C:TZ)’ Vz € C.
k=0 '

Ne segue allora che per ogni z € C risulta

2 (2 —mi)®
(z—w)ezz—(z—ﬂ')z(m)

k=0




CAPITOLO 2

F'UNZIONI DI VARIABILE COMPLESSA

1. LIMITI E CONTINUITA

Sia f(z) una funzione complessa definita in  C C e sia zp € C un punto
di accumulazione per Q. Diciamo che f(z) ha per limite £ € C per z — 2z, e
scriveremo li_>m f(z) = ¢, se per ogni e > 0 esiste & > 0 tale che |f(z)—/¢| < ¢

Z—20
per ogni 0 < |z — 29| < J, z € Q.

Identificando C con R? e ponendo z = x + iy, x,y € R, potremo scrivere
f(z) = f(z+iy) = u(x,y) +iv(z,y), dove u,v : Q C R? — R rappresentano
rispettivamente la parte reale e immaginaria di f(z). Allora posto zg =
To + 1Yo, avremo

lim  u(z,y) =a
hm f(Z) = f =a-+ ’Lb — (lvy)?(lo,yo)
2—20 lim 'U(x, y) =b

(z,y)—(z0,y0)

ed i risultati sui limiti di funzioni di due variabili reali (unicita, algebra,
ecc.) potranno estendersi ai limiti di funzioni di variabile complessa.

Inoltre, se f(z) & funzione complessa definita in un insieme illimitato Q C C,
diremo che f(z) tende al limite £ € C per |z| — +o0, z € ), e scriveremo

ogni |z| > R, z € Q.

Diremo che una funzione complessa f(z) definita in 2 C C & continua in
zo €  se per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che |f(z) — f(z0)|] < & per
ogni |z — 29| < d. Osserviamo che dalla definizione di limite, se zg € Q ¢
punto di accumulazione per  allora f(z) risulta continua in zg se e solo se

Jim f(2) = f(z0).

Riconosciamo nuovamente che, posto f(z) = f(z + iy) = u(x,y) + iv(zx,y),
avremo che f(z) risulta continua in zy = xg+iyop se e solo se u(x,y) e v(x,y)
risultano continue in (xg, yo)-

Ad esempio, le funzioni f(z) = Z e f(z) = 2? risultano continue in ogni
2o € C essendo continue in R? rispettivamente le funzioni u(x,y) = = e
v(z,y) = —y e u(z,y) = 2% — y? e v(z,y) = 2zy. Risulta continua in C la
funzione f(z) = e* essendo

e® T = e%(cosy + isiny)

23
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e le funzioni u(zx,y) = e®cosy e v(x,y) = e*siny continue in R2.

Poiche si ha che somma, differenza, composizione, prodotto e quoziente di

funzioni continue risultano continue nel loro dominio avremo che risultano
continue tutte le potenze f(z) = z", n € N, i polinomi, i rapporti di polinomi
nel loro dominio, le funzioni seno e coseno.
La funzione f(z) = Arg z risulta continua in C eccetto nei punti del semiasse
reale negativo in quanto se x < 0 per y — 0% risulta Arg (z + iy) — =+
Ne segue che la funzione logaritmo principale risulta anch’essa continua in
C\ {0} eccetto che nei punti del semiasse reale negativo.

2. SUCCESSIONI E SERIE DI FUNZIONI COMPLESSE

Consideriamo una successione di funzioni (f,,(z))nen definite in un sottoin-
sieme ) C C. Si dice che la successione converge puntualmente o semplice-
mente alla funzione limite f(z) se per ogni z € € risulta f,(z) — f(z) per
n — +o00, ovvero se per ogni z € ) e ogni € > 0 esiste v € N (dipendente
da z e ¢) tale che per ogni n > v risulta |f,(z) — f(z)| < e. Ad esempio,
abbiamo che la successione di funzioni f,(z) = 2™ converge alla funzione
nulla f(z) =0 in B1(0).

Ci si chiede se le proprieta delle funzioni f,(z) vengono ereditate dalla fun-
zione limite f(z). Ad esempio consideriamo la successione di funzioni reali
continue f,,(x) = z™. Tale successione converge puntualmente nell’intervallo
[0, 1] alla funzione

0 sel0<x<l1
1 sex=1

fz) =

che non risulta continua in zg = 1. La condizione di convergenza puntuale
non ¢ dunque sufficiente per garantire la continuita della funzione limite.

Introduciamo la seguente condizione di convergenza. Diremo che una suc-

cessione di funzione (fy,(2))nen converge uniformemente alla funzione limite
f(z) in Q C C se la condizione f,(z) — f(z) per n — —+oo & verificata
“uniformemente” in 2, ovvero se per ogni € > 0 esiste v € N (dipendente
solo da ¢) tale che per ogni z € Q e ogni n > v risulta |f,(z) — f(2)] < e.
Osserviamo che se una successione converge uniformemente in €2 C C allora
la successione risulta convergente puntualmente in €. Vale allora il seguente
risultato

TEOREMA 2.1. (SULLA CONTINUITA DELLA FUNZIONE LIMITE)

Sia (fn(2))nen successione di funzioni continue uniformemente convergente
alla funzione limite f(z) in Q C C. Allora f(z) risulta continua in Q.

DiM. Preso zg € Q arbitrario, proviamo che f(z) risulta continua in zo. Per ogni ¢ > 0,
dalla convergenza uniforme di f.(z) a f(z) in Q, esiste v € N tale che |fn(2) — f(2)| < £
per ogni n > v e ogni z € Q. Poiche f,(z) risulta continua in 2o, esiste § > 0 (dipendente

da € e da v) tale che se z € Q e |z — 20| < 0 allora |f,(2) — fu(20)] < §. Allora per ogni
z € Q con |z — zg| < ¢ risulta

1£(2) = f(z0)| < 1f(2) = fu ()| + [fu(2) = fu(20)| + |fo(20) — fl20)| <€
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e dunque che f(z) risulta continua in z. U

Introduciamo infine analoghi concetti di convergenza per serie di funzioni
2 n=g In(2)-

Si dice che la serie di funzioni ) 2, fn(2z) converge puntualmente (risp.
uniformemente) alla somma S(z) in €2 se la successione delle somme parziali
sk(z) = 22:0 fn(2) converge puntualmente (risp. uniformemente) a S(z)
in Q.

Osserviamo che una serie di potenze y ., a,z" ¢ serie di funzioni conti-
nue fp(z) = a,z", convergente puntualmente (e assolutamente) nel disco di
convergenza B,(0), essendo p > 0 il raggio di convergenza della serie. Vale
inoltre il seguente risultato

TEOREMA 2.2. (CONVERGENZA UNIFORME DELLE SERIE DI POTENZE)
Siay > anz™ una serie di potenze e sia p > 0 il suo raggio di convergenza.
Allora per ogni 0 < r < p, la serie converge uniformemente in B,(0).

Dim. Detta A(z) la somma della serie, ogni k € N risulta

k [}
A(z) — Z anz" = Z anz"
n=0

n=k+1

e poiche la serie converge avremo che il resto k-esimo, Zflo:k_,_l anz™, ¢ infinitesimo per
k — +o0o. Abbiamo inoltre che per ogni |z| < r e ogni k € N

k [eS) =) [eS)
[A() =D an2"[ =] D anz"[< D anllzl" < D anlr™
n=0 n=k+1 n=k+1 n=k+1

Essendo r < p, la serie )77 janr™ converge assolutamente, quindi > °7, . |an|r™ — 0
per k — +o0 e dunque per ogni € > 0 esiste v € N tale che

[e'e]

Z lan|r™ < e

n=v+1

Allora per ogni |z| < 7 e ogni k > v risulta |A(z) — ZZ:O anz™| < €, ovvero la serie

converge uniformemente ad A(z) in B,(0). ([

Dal precedente risultato e dal Teorema [2.1] si ha dunque che la somma di
una serie di potenze risulta funzione continua nel disco di convergenza.

3. FUNZIONI OLOMORFE

Sia 2 C C un insieme aperto ed f(z) una funzione complessa definita in
un insieme aperto 2 C C. Si dice che f(z) € olomorfa o derivabile (in senso
complesso) in zp € €2 se esiste finito il limite

z) — f(=
o TG~ ()
Z—20 Z— 20
Denoteremo tale limite con f/(zg) e lo chiameremo derivata (complessa) di
f(2) in z9. Se f(z) & olomorfa in ogni zy €  diremo che f(z) & funzione
olomorfa in Q e scriveremo f € H(Q).
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Ad esempio, la funzione costante f(z) = a per ogni z € C risulta olomorfa
in C con f/'(z) =0 per ogni z € C in quanto risulta

L £2) = 1)

Z—20 Z — 20

=0, VzyeC.

La funzione f(z) = 2™, n € N, risulta anch’essa olomorfa in C con f'(z) =
nz"~1, infatti per ogni h € C, dall’identitd a™ —b" = (a —b)(a™ ' +ba" 2 +
e 020 + 077, risulta
h) — h)™ — 2"
flz+ f)L () = (2 + i)L - (z+h)" T2z 4+R)"E 4L

e passando al limite per h — 0 otteniamo

fEHm =G

0 — nz
Osserviamo ora che la condizione
z2—20 Z— 2 w—0 w

puo essere riscritta come
f(z0 +w) = f(z0) + f'(z0)w + o(|w]), per w— 0.

Identificando C con R?, e ponendo z = x + iy, =,y € R, potremo pensare
alla funzione f(z) = f(x + iy) come funzione di due variabili reali (a valori
complessi) che denoteremo, per semplicita, con f(z,y). La precedente rela-
zione mostra che, come funzione delle due variabili reali x e y, la funzione
olomorfa in zg = zg + iy risulta differenziabile E| in (x0,yo) essendo

f(@o+h,yo + k) = f(zo,90) + ['(20)(h + ik) + o(\/h? + k?)
= f(wo,90) + f'(20)h +if'(20)k + o(\/ h2 + k?).

Ne segue in particolare che f(z,y) risulta derivabile parzialmente in (xg, yo)
con

0 0 .
o (o,0) = 1) e G (an ) =i o)
e dunque vale la relazione
0 .0
o )+ 15 (a0, ) =0 )

IRicordiamo che una funzione definita in un aperto Q C R? a valori reali o complessi
¢ detta differenziabile in (2o, y0) € 2 se esistono due costanti A, B reali (o complesse) tali
che

flxo+ h,yo + k) = f(zo,y0) + Ah + Bk + o(/h? + k2) per (h,k) — (0,0)

In tal caso f(z,y) risulta derivabile parzialmente in (zo,yo) con

0 0
A= a*i(ﬂfo,yO) e B= 8*5(1307310)
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Viceversa, se f(z,y) e funzione delle due variabili reali x e y differenziabile
in (xo,yo) per cui risulta verificata la condizione , posto zg = g + iyo €
w = h + ik, risulta

f(z0 +w) = f(xo+ h,yo + k)

= a0, 90) + (0, 0+ (0 o)k + o VA £ £2)
= F(0,90) + 92 (w0, 90)( + k) + o/ HZ + 12)
0
= 7(z0) + 9L (w0 30)0 + of ).
e la funzione di variabile complessa f(z) = f(x + iy) = f(x,y) risulta

olomorfa in zg = xg + iyg con

of Of

’ _YJ _ 97

f'(z0) = 5 - (0, %0) By (0, Y0)
Abbiamo dunque provato il seguente risultato

PROPOSIZIONE 2.1. Una funzione f(z) risulta olomorfa in zg = xo + iyp €
Q C C se e solo se, considerata come funzione di due variabili reali f(z,y) =
flx +iy), risulta differenziabile in (zg,y0) e vale .

Ad esempio, la funzione f(z) = e* risulta olomorfa in C con f'(z) = e*.
Infatti, come funzione di due variabili reali f(z) = f(z + iy) = e*(cosy +
isiny) risulta differenziabile in R? e soddisfa la condizione (4)

gi(x,y) + igg(x,y) = e"(cosy +isiny) +i[e*(—siny +icosy)] =0
dunque
! af €T .. z
fi(z) = %(x,y) =e"(cosy +isiny) =e

La funzione f(z) = Z non risulta invece olomorfa in C in quanto f(z) =
f(x+iy) = z — iy risulta differenziabile in R? ma non soddisfa la condizione
(1):

of of

%(aj,y) + za—y(x,y) =1+4i[-i]=2#0

Osserviamo inoltre che denotate con u(z,y) e v(x,y) rispettivamente la
parte reale e immaginaria di f(z + iy):

[z +iy) = f(z,y) = u(z,y) +iv(z,y),
tali funzioni risultano a valori reali e dal precedente risultato abbiamo che
f(2) risulta olomorfa in zg = xo + iy se e solo se u(x,y) e v(x,y) risultano
differenziabili in (zo,yo) e, dalla condizione (4]), verificano

O ) + i o (30,30) = —i (0, 90) + o (20, 0)
o 05 Y0 o 0,Y0) = By 05 Yo dy 05 Y0
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ovvero verificano le condizioni di Cauchy-Riemann

ou ov ou ov
%(JUOJJO) = gy(xo,yo) e @(xo,yo) = —%(93071/0) (5)

Abbiamo dunque che

COROLLARIO 2.1. Una funzione f(z) risulta olomorfa in zg = xo + iy €
2 C C se e solo se la sua parte reale u(x,y) e immaginaria v(x,y) risultano
differenziabili in (zo,y0) e verificano le condizioni di Cauchy-Riemann

Vediamo ora alcune proprieta delle funzioni olomorfe derivanti dalle prece-
denti considerazioni. Dalla definizione ¢ immediato verificare che se f(z) ¢
olomorfa in zy allora f(z) é continua in zp.

Dai precedenti risultati e dai Teoremi sulle funzioni differenziabili segue
inoltre

COROLLARIO 2.2. Se f(z) é olomorfa nell’aperto connesso Q2 con f'(z) =0
per ogni z € Q) allora f(z) risulta costante in SQ.

Dal precedente risultato segue in particolare

COROLLARIO 2.3. Se Q C C é aperto connesso e f € H(2) é tale che
f(2) C R allora f(z) é costante in €.

DiM. Difatti, denotate con u(z,y) e v(x,y) rispettivamente la parte reale e immaginaria
di f(z + iy), se f(2) C R dovra essere v(z,y) = 0 per ogni (z,y) € Q. Se f(z) risulta
olomorfa in €2 dai precedenti risultati si avra

o+ in) = Golovy) + ige(es) = 5o (o0,0) = ige (0, m0) =0, Yo-+iy €0
Essendo 2 aperto connesso, avremo allora che f(z) risulta costante in . O

Ad esempio, osserviamo che la funzione f(z) = |z| non risulta olomorfa in C

in quanto f(z) = f(x+iy) = /22 + y? risulta differenziabile in R?\ {(0,0)}
ma non soddisfa la condizione :

of Of x . Yy

7($,y)+Z7(ZL‘7y): +

ox Ay Va2 +y2 a2ty
A tale conclusione potevamo arrivare utilizzando il precedente risultato
osservato che f(C) C R ma che la funzione non ¢ costante in C.

~#0 V(,y) £ (0,0)

Abbiamo infine che somma, prodotto, quoziente e composizione di funzioni
olomorfe risultano olomorfe e che valgono le usuali regole di derivazione:

TEOREMA 2.3. Se f(z) e g(z) sono olomorfe in zg € 2 allora

* (f+9)(2) é olomorfa in zo e (f + g)'(20) = f'(20) + 9'(20);
* (f9)(2) ¢ olomorfa in 2o € (fg)'(20) = f'(20)9(20) + f(20)g' (20);

e se g(zp) # 0 allora E(Z) é olomorfa in zy e

<f>, (20) = f'(20)9(20) — f(20)g'(20)
g) " 9(20)? '
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Inoltre, se f(z) é olomorfa in zg € Q e g(z) é olomorfa in f(z9) allora
(gof)(z) €& olomorfa in zy e

(gof) (z0) = ¢'(f(20)) ' (20)-

Ne segue ad esempio che le funzioni sin z e cos z risultano olomorfe in C

con (sinz)’ = cosz e (cos z)) = —sin z, infatti dalla definizione si ha
, elZ + 677,2 , Z'elz _ ie*lz elZ _ ef’LZ .
(cosz) = ( ) = =————— = —sinz
2 2 24
Analogalmente,
. , e’LZ _ e—ZZ , zeZZ + Ze—ZZ 622 + C—ZZ
(sinz)" = ( —)' = , = = cos z
21 2 2

Allo stesso modo possiamo provare che (cosh z)’ = sinh z e che (sinhz) =
cosh z per ogni z € C. Abbiamo inoltre

PROPOSIZIONE 2.2. Siag: B C C — C olomorfainwge Be f: ACC—
C wun’ inversa destra continua di g(w), ovvero f(A) C B e g(f(z)) = z per
ogni z € A, tale che f(z0) = wo. Se ¢'(wo) # 0 allora f(z) é olomorfa in zy
e
1
f(20) = ——.
)= o)

Ad esempio, f(z) = Log z ¢ inversa destra continuain A = {z € C|Im(z) #
0 se Re(z) < 0} della funzione olomorfa g(z) = €?, essendo e°8% = 2z per
ogni z # 0. Dunque f(z) = Log z risulta olomorfa in A con

fey 1 R
PO = ge) @ =2

Infine si puo provare

PROPOSIZIONE 2.3. Se v : [a,b] C R — C ¢ derivabile in ty € (a,b) e f(2)
¢ olomorfa in vy(ty) allora T'(t) = f(v(t)) é derivabile in ty e

I(to) = f'(v(to)) (to)-

Utilizzando il precedente risultato possiamo dare il seguente significato geo-
metrico di una funzione olomorfa. Sia f(z) una funzione olomorfa in 2 e sia
29 € Q tale che f’(29) # 0. Consideriamo due curve regolari 71 : [a1,b1] — Q
e 2 : [ag, ba] — ) passanti per zg € Q:

Y1(t1) = 20 = 72(t2),
Posto T'1(t) = f(n(t)) e I'a(t) = f(72(t)), avremo che I'y e T’y risultano
curve passanti per f(zp) e dalla precedente proposizione abbiamo
[i(t1) = f'(z0)n(t) 0 e Thy(ta) = f'(20)75(t2) #0

e dunque

arg T (t1) = arg f'(20) + argy1(t1) e argDy(t2) = arg f'(20) + arg 1p(t2).
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Ne segue quindi che

arg Iy (t1) — arg I'y(t2) = arg 7} (t1) — arg 75 (t2)
ovvero che se f/(z) # 0 in Q, f(2) induce una trasformazione di Q su f(Q)

che preserva gli angoli tra curve, diremo che f(z) induce una trasformazione
conforme.

Concludiamo provando che la somma di una serie di potenze risulta funzione
olomorfa nel disco di convergenza. Vale difatti

TEOREMA 2.4. (SULLA SERIE DERIVATA)

Sia Y07 yanz" una serie di potenze di raggio di convergenza p > 0 e sia
A(2) la sua somma. Allora A(z) risulta olomorfa in B,(0) e la serie derivata
>y nanz"' ha raggio di convergenza p e per somma A'(z):

o0
Al(z) = Znanz”_l, Yz < p.
n=1

DiM. Proviamo innanzitutto che la serie derivata > - , nanz" "' ha raggio di convergenza
p. Infatti, sia p’ il suo raggio di convergenza. Se |z| < p’ allora per definizione la serie

3¢ | [nanz""'| risulta convergente e poiche
lanz"] = [2llanz""] < Jnanz""Y, Vi > |4,

dal criterio del confronto segue che la serie Y 7, anz" risulta convergente e dunque che
|2| < p. Si ha allora che p’ < p.
Viceversa, sia |z] < p, preso w € C con |z| < |w| < p risulta
n—1
lanw™|.
— 0 per n — 400, avremo che esiste v € N

[nanz"""| = nlan|

z |1 n |z

2 = (]2

w |w| 1w
. N . n—1

Poiche, essendo |§} < 1, risulta Wnl ‘3|

tale che

n—1

ﬂ‘i <1 perognin>v.

|wl

Allora, per n > v risulta
[nanz"""| < lanw"|

e poiche |w| < p, la serie ) . |a,w"| risulta convergente e dunque, dal criterio del
confornto, sara tale anche la serie - -, nanz"".
p<p.
Denotiamo ora con B(z) la somma della serie derivata e proviamo che per ogni |z| < p
risulta A’(z) = B(z). Fissato z € B,(0) e h # 0 tale che z + h € B,(0) abbiamo

A(Z+h)_A(Z)—B(z):ia (z—f—h)"—z”_ina z"fl:ia ((z-}-h)"_zn
=" h = "

Ne segue allora che |z| < p’ da cui

h h
n=1
Abbiamo
W —n2" = (R T 2z h) R 42" Pz ) 42—t

e dunque, posto r = max{|z|, |z + h|} otteniamo che

|an (% - nz”fl) | < 2njan|r" .

n—1
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Poiche r < p e la serie derivata ha raggio di convergenza p, la serie > 00| n|a,|r" ™" risulta
convergente. Per ogni € > 0 sia allora v € N tale che

= €
Z nlan|r™ ' < 1
n=v—+1
Allora dalla precedente identita otteniamo

‘A(z+h,2_A(Z)*B €

< " n71< <
(2)] < [P(h)] +2n;1n|a [ < PR+ 5

dove
P(h)=) anlz+h)" 42z +R)" 4 42"z h) 2" =0T
n=1

€ polinomio in h nullo per A = 0. Avremo allora che per h sufficientemente piccolo risulta
|P(h)| < § e dunque
A h)—A
‘w ~B(z)| <
Segue quindi che
A(z+h) — A(z)

Y h = Bz)
ovvero che A(z) & olomorfa con A’(z2) = B(z). U

Poiche la serie derivata di una serie di potenze é serie di potenze con medesi-
mo raggio di convergenza, applicando iterativamente il precedente risultato
otteniamo

COROLLARIO 2.4. Sia Y 7 anz" una serie di potenze di raggio di conver-
genza p > 0 e sia A(z) la sua somma. Allora A(z) risulta derivabile infinite
volte in B,(0) con

AW (z) = Zn(n —1)..(n—k+Da,z"%, Viz|<p, k>1
n=k
ed in particolare risulta
A®) (0
ajp = k'(), vk > 0.

Utilizzando i precedenti risultati possiamo ottenere lo sviluppo in serie di
potenze di alcune funzioni, derivate di somme di serie di potenze e viceversa,
calcolare la somma di alcune serie di potenze. Vediamo alcuni esempi.

e Determinare lo sviluppo in serie di potenze di centro zg = 0 della funzione
A(z) = ﬁ e calcolare la somma della serie > >2 2%, Osservato che

n=12n"
1 1y
a2 = (1=3) e che

1 oo
1 = E 2", V2| < 1,
—z
n=0

dal Teorema sulla serie derivata otteniamo

1 (o]
m = ann_l, V|Z‘ < 1.
n=1



32 2. FUNZIONI DI VARIABILE COMPLESSA

Ne segue allora che

%ﬁ
l\D\'—‘

oo oo 1
Z 22:1 2):2

n=1 n=1

e Determinare la somma della serie Y o2 ; n?2™. Abbiamo che la serie ha
raggio di convergenza p = 1 e che per |z| < 1 r1sulta

o0 o0
Zn2z" Z (n—1)2" +an —222 "_2+22nz”_1
n=1 n=1 n=1

Essendo ) 7 2" = E’ per ogni |z| < 1, dai precedenti risultati otteniamo

1, 1
E:”Z -G = a=

o0

1 2
E n(n —1)z""% = ( ) = ——3
— 1—=2 (1—2)

Dunque

> 22 2z z2(142)
E:” 1_z)+(1—@3_(1—@3

Una funzione f(z) e detta analitica in un aperto @ C C, e scriveremo
f € A(Q), se risulta localmente sviluppabile in serie di potenze, ovvero
se per ogni zp € § esiste p(zp) > 0 e una successione (a,)p>0 C C tale che

= Z an(z - ZO)na Vz € Bp(zo)(z())'

Dai precedenti risultati abbiamo allora che ogni funzione analitica risulta
olomorfa ed inoltre

COROLLARIO 2.5. Se f € A(Q) con Q C C aperto, allora f(z) é derivabile
infinite volte in Q. Inoltre se

[o¢]
= Z an(z — 20)",  Vz € By(zy)(20)-

allora
fP) = nn-1)..(n—k+1Dan(z—20)"" Vz€Byy(2), k=1
n==k

In particolare

f(k)(z())

o Vk=0

ap =
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e dunque f(z) risulta sviluppabile in serie di Taylor:
— ™ (z .
f(z) - Z n(')(z - 20) , Vze BP(ZO)(ZO)'
n=0 ’

Proveremo nelle prossime sezioni che ogni funzione olomorfa risulta ana-
litica, dunque sviluppabile localmente in serie di potenze. Dal precedente
risultato avremo quindi che ogni funzione olomorfa risulta derivabile infinite
volte e sviluppabile in serie di Taylor.

4. INTEGRAZIONE LUNGO CURVE

Data una funzione ¢ : [a,b] C R — C diremo che ¢(t) ¢ integrabile secondo
Rieman in [a,b] se tali risultano essere la sua parte reale e immaginaria e
poniamo

b b b
/ o(t)dt :== / Re(p(t)) dt +z’/ Im(p(t))dt.

Dai risultati sull’integrale di Riemann per funzioni reali, abbiamo che l'inte-
grale soddisfa le proprieta di linearita e di additivita. Si puo inoltre provare
che se p(t) ¢ integrabile in [a,b] allora é tale anche |p(t)| e vale

b b
I/ @(t)dtls/ lo(t)| dt.

Abbiamo inoltre che ogni funzione continua in [a,b] risulta integrabile in
[a, b] e vale la formula fondamentale del calcolo integrale: se p(t) é funzione
derivabile con derivata continua in [a,b] allora

Vale inoltre

TEOREMA 2.5. (DI PASSAGGIO AL LIMITE SOTTO IL SEGNO DI INTEGRALE)
Sia (on(t))nen una successione di funzioni continue uniformemente conver-
gente in [a,b] alla funzione ¢(t). Allora

b b
/a oyt = tm [ gn(t)dr

DiM. Dalle proprieta dell’integrale si ha

[ entde= [Cetat < [ lent) = ol de < - ) max leu(®) - o)

te|

ma poiche ¢, (t) = ¢(t) uniformemente in [a, b] risulta max;c(q ) [on(t) — ©(t)| = O per
n — 400 e dunque la tesi. O
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Osserviamo che la condizione di convergenza uniforme ¢ condizione neces-
saria, ad esempio la successione

23t seO§t<%
en(t) =4 —2n*t+2n se 4 <t <1
0 se%<t§1

converge puntualmente (ma non uniformemente) alla funzione identicamente
nulla in [0, 1] mentre fol ¢n(t)dz = % per ognin € N.

Vediamo ora il concetto di integrale curvilineo per funzioni a variabile com-
plessa. Dato un aperto 2 C C, una curva v : [a,b] C R — C di classe C! con

sostegno v contenuto in €2 e una funzione f(z) continua in 2, l'integrale di
f(2) lungo la curva 7 & definito da

b
/ f(2)dz = / S )Y (1) dt.

In particolare, se f(2) = f(x + iy) = u(x,y) +iv(z,y) e y(t) = z(t) + iy(t),
allora 7/(t) = 2/(t) + i/ (t) e

b b
/f(Z) dz—/ f(v(t))’v’(t)dt—/ u(z(t), y(t)z'(t) — v(z(t), y(t))y' (t)dt +
ol a a
b

+i/ u(z(t), y()y'(t) + v(@ (), y(£)2' ())dt

a

:/E~ds+i/EL-ds
Y Y

dove abbiamo denotato con E e E+ i campi vettoriali

1
E($7 y) = (U(IL‘, y)7 _U($7 y)) e E (l’, y) = (’U(IL‘, y)7 U(ZU, y))
e abbiamo pensato a v come curva in R?. L’integrale lungo una curva di
una funzione a variabile complessa puo quindi essere visto come integrale di
un campo vettoriale e dunque le proprieta di questi ultimi potranno essere
estesi agli integrali ora introdotti. Ricordiamo brevemente tali proprieta.

Osserviamo innanzitutto che se v : [a,b] = C e ¢ : [, ] — C sono curve
equivalenti tali che v(a) = p(a) e v(b) = ¢(B), ovvero se esiste un’appli-
cazione crescente h : [a,b] — [a, 8] di classe C! tale che y(t) = op(h(t)) per
ogni t € [a, b], allora

b B
/ SO (1)t = / F (o) (r)dr

e dunque che f7 f(2)dz non dipende dalla parametrizzazione scelta della

curva 7y (a meno del verso di percorrenza). In particolare, denotata con —v
la curva -y percorsa con verso opposto, risulta

/Wf(z)dz: —Lf(z)dz
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Inoltre, vale
| / f(2)dz] < / F(2)ds < L) sup{ [ £(2)] | = € 7}

dove fv |f(z)|ds & l'integrale curvilineo della funzione a valori reali |f(2)| e

L(y) := ff |/ (t)| dt & la lunghezza della curva v (essendo ¢ : [a,b] — C una
parametrizzazione della curva 7).

Valgono inoltre le proprieta di linearita e di additivita dell’integrale: se
f(2) e g(2) sono funzioni continue in  C C e v & curva di classe C' con
sostegno in (2 allora

A af(2) + B(z) dz = a / [(2)dz + B / g(2)dz

Se v = v Uz & curva di classe C! in e f(z) & funzione continua in
allora

/ f(z)dz= [ f(z)dz+ | f(2)dz
Y 71 72
Utilizzando la proprieta di additivita possiamo estendere la definizione di

integrale curvilineo lungo curve di classe C' a tratti, ponendo

[1@ra==3 [ s
:

k=1""7k
essendo v = Up_;v, € v, curve di classe ch.
Vediamo alcuni esempi.

e Calcoliamo fv Zdz essendo 7 la curva avente per sostegno la frontiera di
B1(0) percorsa una sola volta in senso antiorario. Una parametrizzazione

della curva ¢ data da y(t) = e"t' = cost +isint, t € [0,27]. Essendo ~(t) =
cost —isint = e~ e ¢/(t) = ie’ abbiamo

27 ) ) 27
/Zdz = / e e dt = / 1 dt = 2mi.
Y 0 0

e Calcoliamo f7 Im(z) dz essendo ~ la curva avente per sostegno la frontiera
del triangolo chiuso A di vertici z; = 0, 20 = 1 e 23 = ¢ percorsa una sola
volta in senso antiorario. Abbiamo che v = s1 U so U s3 essendo s1 = {t, t €
[0,1]}, s ={(1 —t) +it,t € [0,1]} e s3 = {(1 —t)i, t € [0,1]}. Allora

/7 Im(z) dz = / Im(z)dz + / Im(z) dz + / Im(z) dz =

S92 §3

1 1
:/0 t(—l—l—z)dt—i—/o (1= t)(—i)dt

) 1
1—1 4 _t2 1
= |—1 — —t = —z

{ 2 +Z(2 )]0 2
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e Calcoliamo [ 1dz essendo ~ la curva avente per sostegno la frontiera
Nz g g

di B,(0) percorsa k volte in senso antiorario. Una parametrizzazione della
curva & data da y(t) = re', t € [0, 2kn]. Allora

1 2km 1 )
/ —dz = / Z}trie“f dt = 2kt
N Z 0 Te

Dal Teorema di passaggio al limite sotto segno di integrale e dalla defini-
zione di integrale curvilineo segue inoltre

TEOREMA 2.6. (PASSAGGIO AL LIMITE SOTTO IL SEGNO DI INTEGRALE CURVI-
LINEO)

Sia (fn(2))nen successione di funzione continue in Q C C uniformemente
convergente a f(z) in Q. Allora, per ogni curva v di classe C' a tratti con
sostegno contenuto in € risulta

[yf(z) dz = ngrilw[yfn(z) dz.

Da cui in particolare si ottiene

COROLLARIO 2.6. (INTEGRAZIONE TERMINE A TERMINE)

Sia Y12 fn(2) serie di funzioni continue in Q C C uniformemente conver-
gente alla somma S(z) in Q . Allora, per ogni curva ~y di classe C' a tratti
con sostegno contenuto in 2 risulta

o0

Lﬂ@W:ZJh@W-

k=07
Vale inoltre il seguente risultato che estende agli integrali curvilinei il Teo-
rema fondamentale del calcolo integrale.

TEOREMA 2.7. (TEOREMA FONDAMENTALE PER L'INTEGRALE CURVILINEO)
Sia Q C C insieme aperto, F € H(Q) con F' € C(Q) e sia ¢ : [a,b] = C
curva di classe Ct a tratti con sostegno ~y in Q. Allora,

/ F(2) dz = F(o(b)) — F(p(a))

DiMm. La dimostrazione ¢ immediata, osservato che per definizione
b
[Fea= [ Femynd
¥ a

e che, per la Proposizione[2.3] F'(¢(t))¢’ (t) ¢ la derivata della funzione composta F(¢(t)).
Dunque

b
/mewmw=WW@M=ﬂam—ﬂww.
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Ad esempio, calcoliamo fv cos z dz essendo 7y la curva di parametrizzazione
o(t) = te' cont € [0, 27]. Poiche ¢(27) = 27 e ¢(0) = 0 e che (sin z)’ = cos 2
otteniamo

/cos zdz = sin(27) —sin0 = 0
gl

Come applicazione dei precedenti risultati proviamo che, denotata con
Cr(20) la curva avente per sostegno la frontiera 0B, (zp) percorsa una so-
la volta in senso antiorario (una parametrizzazione di tale curva sara ad
esempio data da y(t) = 29 + re®t, t € [0,27]), per ogni z € B,(2) risulta

d
/ Y dw = 2mi (6)
Cr(20) w—z
Infatti, si ha
dw 1 1
/ :/ =t
Cr(20) w—==z Cr(20) w—==z21— w—zo

ed essendo |Z=2| < 1 per ogni z € By(20) e w € Cr(29), dal Teorema di

integrazione termine a termine otteniamo

dw / 1 > ( z— 2o >n > / dw
= E dw = E 2—z0)" —_—
/CT(ZO) w—z Cr(20) w — 2o =0 w — 20 n:o( ) Cr(20) (w _ Zo)n+1

Osservato allora che

/ dw )27 sen=0
Cr(z0) (W — z0)"tt )0 sen #0

da quanto trovato sopra segue @
Dati z,w € C denoteremo nel seguito con [z, w] la curva avente per sostegno
il segmento che congiunge z con w:
[z,w] :=={(1 —t)z +tw, t € [0,1]}.
Dai precedenti risultati otteniamo allora

TEOREMA 2.8. (SULLA SERIE INTEGRATA)

Sia Y 07 anz" una serie di potenze di raggio di convergenza p > 0 e sia
A(z) la sua somma. Allora la serie integrata > - T;‘”—flz"“ ha raggio di
convergenza p e

= a
A(w) dw = m_ V] < p.
[0.2] nz:% ntl

Vediamo infine come i precedenti risultati ci permettono di determinare lo
sviluppo in serie di potenze del logaritmo principale. Abbiamo visto che
la funzione Log (1 + z) risulta olomorfa in B;1(0) con (Log (1 + 2))" = lJlrz'
Ricordando che

S = V<
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dal Teorema fondamentale del calcolo per I'integrale curvilineo e dal Teorema
sulla serie integrata di una serie di potenze, otteniamo

1 o n+1

L%ﬂ1+z%:/lMU:§:@{WZ

0,2 1 +w

vz < 1.

Vediamo altri esempi.

22n+1

e Determinare la somma della serie Y7 . Osserviamo che la serie di
potenze ha raggio di convergenza p = 1. Abbiamo

o 2041 < on
= Z —_—
n n
n=1 n=1
e posto w = 22 si ha
n=1 n n=1 n
Essendo
et zn+1 o0 f zk
Log (1 = -1)" = — -1)f—, V|z| <1
o (1+2) = Y (-1 s = =3 (1M vz
n=0 k=1
otteniamo
o0 wn
Z— =—Log(l —w), V/w <1
n=1 n
e dunque

oo 00
22n+1 2n

VA
= 2 = zlog(1-2%), V| <1.
I I . L

n=1 =1

1

e Osserviamo che posto

e Determinare la somma della serie > 7

Alz)=> nz—:l risulta

— 1 1
2 e~ AR

La serie Y 7, nz—ﬁ ha raggio di convergenza p = 1 e per z # 0 risulta

Zn+1 1 0 Zn+1

o0 Zn 1 o
A<Z):Zn+1:znz::lnlezz(anLl_Z)'

n=1 n=0
Poiche
o0 Zn+1
Log(l—2)=— , Y]z <1
og(1—2) ==Y . Vi
n=0
otteniamo

A(z) = —%(Log (1—-2)+2)
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da cui
1 1 1

A(%) = —e(log(1 - %) + %)

e Determinare lo sviluppo in potenze di z — 1 della funzione f(z) = z Log z.
Abbiamo

oo (z — 1)ntl
Logz=Log(1+ (2 —1)) = Z(_l)nni—i—l’ Viz -1 <1
n=0
quindi per ogni |z — 1] < 1 otteniamo
+00 1 +00 +2
(z -t (z-1"
zLogz =Logz+ (2 —1)Logz = -t -yt
g gz + (z—1)Log nzo()nJrl 7;)()71—1—1

+oo +oo
_ (=D Lz —DF

__ io(—l)’“(z _kl)k + io(—l)’“(z — U






CAPITOLO 3

TEOREMI FONDAMENTALI SULLE FUNZIONI OLOMORFE

1. ESISTENZA DI UNA PRIMITIVA

Data una funzione f(z) continua in un aperto 2, diciamo che la funzione
F(z) & un primitiva di f(z) in 2 se F(z) risulta olomorfa in Q e vale F'(z) =
f(2) per ogni z € Q.

Vedremo in questo paragrafo alcuni risultati che ci garantiscono 1’esistenza
di una primitiva di una data funzione continua. A tale scopo osserviamo
innanzitutto che dal Teorema fondamentale per 'integrale curvilineo segue
in particolare

COROLLARIO 3.1.
Sia Q@ C C aperto. Se f(z) ammette primitiva in Q allora per ogni curva
chiusa di classe C' a tratti con sostegno v in § risulta

/7 F(2)dz = 0.

Come esempio, calcoliamo fv % dz essendo v la curva di parametrizzazio-

ne p(t) = e con t € [0,27], avente per sostegno la circonferenza 9B (0)
percorsa una sola volta in senso antiorario. Allora

1 2m it
/dz:/ Cdt=2mi #0
'YZ 0 (&

Osserviamo difatti che la funzione %, pur essendo olomorfa in C\ {0} non
ammette primitiva in C \ {0}, ovvero non esiste F' € H(C\ {0}) tale che
F'(z) = 1 per ogni 2 € C\ {0}.

Vale il viceversa del precedente risultato in insiemi convessi. Ricordiamo
che un sottoinsieme 2 C C & detto convesso se per ogni coppia di punti
z,w € € il segmento [z, w] che li congiunge risulta contenuto in 2. Nel
seguito, dato un triangolo chiuso A denoteremo con JA la curva avente per
sostegno la frontiera del triangolo percorsa una sola volta in senso antiorario.
Abbiamo allora

TEOREMA 3.1. (ESISTENZA DI UNA PRIMITIVA IN UN CONVESSO)
Sia Q@ C C un aperto convesso e sia f(z) funzione continua in Q. Se per
ogni triangolo A C Q) risulta

f(z)dz=0
0A

41
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allora f(z) ammette una primitiva in ).

DiM. Fissato zo € 2, per ogni z € Q, essendo ) convesso, avremo che [z, 2] C Q Posto
allora

F(z) ::/[ ]f(w) dw

proviamo che F' € H(Q) e che F'(z) = f(z) per ogni z € . Infatti, per z € Q sia h € C
sufficientemente piccolo di modo che z + h € . Denotato con Ay, il triangolo di vertici
z0, 2 € z + h, poiche per ipotesi

o, (w) dw = /[zo,z+h] flw) dw + /[z+h,z] flw) dw + / flw)dw =0

[2,20]

otteniamo
( ) (Z) Lo’z . (U}) w /[Zoyz] (w) w /[zvZ . (’LU) w

Dunque, essendo f[ dw = h, otteniamo

z,z+h]
F(z+h) - F(2) _1 1
- ~fle) =+ f(w)dw — f(2)

= ) ) dw
[z.2+h] [z,2+h]
da cui essendo f(z) continua in Q e L([z, z + h]) = |h| concludiamo che
|F(z +h) — F(2)
h
ovvero che F'(z) = f(2). U

— f(@)| <sup{[f(w) = f(2)]|w € [z,2+ h]} =0 per h—0

Eliminando la condizione di convessita dell’insieme €2 abbiamo

TEOREMA 3.2. (ESISTENZA DI UNA PRIMITIVA)
Sia Q C C un aperto e sia f(z) funzione continua in Q. Se per ogni curva
chiusa v di classe C' a tratti con sostegno in Q risulta

[yf(z)dz:O

allora f(z) ammette una primitiva in ).

DiM. Possiamo assume 2 aperto connesso (altrimenti potremo costruire una primitiva
F su ogni componente connessa di Q e considerarne 'unione). Fissato zo € Q, poiche
abbiamo supposto {2 connesso, per ogni z € () esiste una curva =y, semplice, regolare a
tratti con sostegno contenuto in €2 congiungente zo con z. Poniamo allora

F(2) = / Sy

ed osserviamo che essendo fw f(2)dz = 0 per ogni curva chiusa 7, il precedente integrale
non dipende dalla scelta della curva 7, ma solo dai punti iniziali e finali della curva.
Preso z € , sia § > 0 tale che Bs(z) C Q. Preso |h| < ¢ avremo allora che il segmento
[z2,z + h] C Q e posto v, = 7. U [2,2 + h], dalla proprieta di additivitd dell’integrale
otteniamo

F(z+h) - F(z) = / ) dv / ) du = /[Mh] F(w) dw

e procedendo come nella dimostrazione del precedente Teorema si ottiene che F'(z) = f(z).

O
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2. TEOREMA DI CAUCHY

Vedremo in questa sezione il Teorema di Cauchy il quale afferma che per
ogni funzione f(z) olomorfa in un insieme aperto €, soddisfacente oppor-
tune ipotesi topologiche, risulta f7 f(z)dz = 0 per ogni curva chiusa =
con supporto in 2. Vediamo innanzitutto una versione semplificata di tale
risultato.

TEOREMA 3.3. (DI CAUCHY PER UN TRIANGOLO)
Sia Q C C aperto e p € Q. Se f(z) ¢ funzione continua in Q ed olomorfa in
Q\ {p} allora
f(z)dz=0
0A
per ogni un triangolo chiuso A C €.

DiMm. Consideriamo innanzitutto il caso in cui p € A. Supponiamo per assurdo che

I(A) = / f(z)dz#0
aA
Congiungendo i tre punti medi di ciascun segmento, possiamo dividere il triangolo A in
quattro triangoli Ay,1, A1,2,A1,3 € Ay 4. Orientando la frontiera di ciascun triangolo A ;
nello stesso modo della frontiera di A otteniamo

1(A) = /m F(z)dz = (2)dz = 3" I(Ary) £0
k k=1

—1781k

e dunque che per almeno uno di tali triangoli, che denotiamo con A; := Ay, risulta
1
[H(A1)| 2 7 11(A)]

Osserviamo inoltre che si ha la seguente uguaglianza sulla lunghezza dei perimetri dei
triangoli: L(0A1) = SL(9A).

Ripetendo il precedente ragionamento con il triangolo A; in luogo del triangolo A e
procedendo per induzione costruiremo una successione di triangoli A,, tale che A,4+1 C
A, C A per ogni n € N, L(0A) = 5+ L(OA) per ognin € N e

1(A)| > L IT(A)), YneN, (7)

Osserviamo ora che esiste uno ed un solo punto comune a tutti i triangoli A, sia {zo} =
Nrnenln, e che f(z) risulta olomorfa in tale punto. Per ogni € > 0 esiste allora § > 0 tale
che

|F(2) = f(20) = f'(20)(z = 20)| < €|z — 20|, |z —z0| <.
In corrispondenza di 6 > 0 esiste inoltre v € N tale A, C Bs(z0) per ogni n > v. Essendo,
per il Corollario Jon, [(z0) + f'(20)(2 — 20) dz = 0, per ogni n > v otteniamo allora

[(An)| = I/(9A f(z)dz| = | f(2) = f(20) = f'(20) (2 — 20) dz| <

oA,

SE/ |z — 20| ds < eL(0A,) sup{|z — 20|, z € 0A,}
oA,

Osservato che sup{|z — 20|, z € OA,} < L(OA,) e che L(OA,) = Z92)  otteniamo che

2’"/
2
(8] < cL(@A,)? = 202
e dunque da @ che [I(A)| < eL(A)?. Essendo € > 0 arbitrario, otteniamo la contraddi-
zione I(A) = 0. Dunque se p € A si ha che I(A) = 0.
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Supponiamo ora che p sia un vertice del triangolo A. Detti g e 7 i restanti vertici del trian-
golo, preso € > 0, scegliamo due punti @ e R rispettivamente nei segmenti [p, q] e [p, 7]
sufficientemente vicini a p di modo che, essendo f(z) continua in A e dunque ivi limitata,
risulti |f8Ap f(z)dz| < e dove con A, abbiamo denotato il triangolo di vertici p, @, R.

Poiché per quanto provato nel precedente caso, 'integrale di f(z) lungo la frontiera dei
triangoli di vertici R, 7, q e R, Q, ¢ risulta nullo, avremo

[ s@de =1 [ s <
A oA,

e dunque, data l'arbitrarieta di e, otteniamo che [, f(z)dz = 0.

Infine, se p & un punto qualsiasi di A, potremo decomporre il triangolo A nell’'unione di
due o tre di triangoli aventi il punto p per vertice ed applicare quanto provato sopra a tali
triangoli. O

Dal precedente risultato e dal Teorema |3.1| otteniamo allora
COROLLARIO 3.2.

Se f(z) é funzione continua in Q ed olomorfa in Q\ {p}, dove Q é aperto
convesso e p € §, allora f ammette primitiva in €.

Inoltre, dal Corollario [3.1] otteniamo

TEOREMA 3.4. (DI CAUCHY IN UN CONVESSO)
Sia Q C C un aperto convesso e p € 2. Se f(z) € funzione continua in Q e

olomorfa in Q\ {p}, allora
/ f(z)dz=0
.

per ogni curva chiusa di classe C' a tratti con sostegno v in €.

Dmm. Dal Teorema di Cauchy per un triangolo, essendo f(z) continua in Q e olomorfa in
Q\ {p}, abbiamo che per ogni triangolo A C Q risulta [, f(z)dz = 0. Dal Teorema
otteniamo allora che esiste F' € H(Q) tale che F'(z) = f(z) per ogni z € Q e dunque, dal

Corollario 3.1} otteniamo che
/f(z)dz = / F'(2)dz=0
¥ v

per ogni curva chiusa v in €. U

Dal precedente Teorema e dal Teorema abbiamo allora che se f(z) &
funzione olomorfa nell’aperto convesso €2, allora f(z) ammette primitiva in
Q. Possiamo dunque affermare che se f(z) é funzione olomorfa in un aperto
Q allora f(z) ammette localmente primitiva in €.

Come applicazione del Teorema di Cauchy, vediamo di calcolare alcuni
integrali di Fresnel, ovvero gli integrali impropri

+o0 +oo
/ cos(z?)dx e / sin(z?) d.
0 0

Osserviamo che " = cos(x?) + isin(x?), consideriamo quindi la funzione
2 . . . . . .
f(z) = e*. Tale funzione risulta olomorfa in C e quindi, dal Teorema di
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Cauchy in un convesso, per ogni curva chiusa 7 di classe C! a tratti in C

risulta
/6_22 dz = 0.
y

Dato R > 0, sia I'g la curva chiusa avente per sostegno la frontiera dell’a-
perto

DR:{zeCHz\gR,OgArgzg%}.

Osserviamo che I'r = 71 U v2 U 3 essendo v, ¢ = 1,2,3, le curve di
parametrizzazione:

71(t> =t te [OvR]7 ’72(t) = Reita te [0 z € _73(t) = tel%a te [OaR]

) Z]a
Dal Teorema di Cauchy. per ogni R > 0, risulta

/ e dz—/ e dz+/ e dz+/ e dz
T'r Y1 Y2 V3
R 2

:/ et dt+/

0 0

R 2i£ ST
—/ e e elidt =0 (8)
0

Osserviamo ora che risulta

R +o0
lim et dt = / et dt = ﬁ
R—-+o00 0 0 2

*R262it’ — ‘efRQ(cos(Zt)+isin(2t))’ — €7R2 cos(2t) < eRQ(%t—l)

LE}

P22t .
e B Rie' at

D’altra parte, poiche |e
per ogni t € [0, %]ﬂ , otteniamo

F o gy < [ e gy T )i _ T
|/O e Rie alzf|_/0 Re dt—4R [6 }0 _4R(1 e )

181 tratta dell’integrale di Gauss e per calcolarlo si puo procedere nel seguente modo.
Risulta

(/ e dz)* :/e_x2dw/e_y2dy:// eV dady = lim // e D) gy
R R R R2 B=+4o0 ) JBR(0)

e dunque, passando alle coordinate polari, otteniamo
(22 4y?) 2 pRO _R?
// e Y dmdyz/ (/ pe ? dp)dd =n(1l—e ") —=m per R— +oo.
Br(0) 0 0

_z? . . .
Allora, essendo e * funzione pari otteniamo

T e L[
/ e dr = = / e dx =
0 2 Jr

2Infatti si ha che cosz >1- %x per ogni z € [0, 7], essendo y = 1 — % la retta

o

passante per i punti (0,1) e (3,0)
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e dunque che

us
. 4 p2 2it . -
lim e e Riett dt = 0.
R—+o00 0

Infine, essendo €'z =i e ' = @(1 + i), abbiamo

R T 2 LA 2 " f
[ereteta= o [T a= i [ eosyari [ i) )
0 0 0 0

2
e dunque
R ; +o0 +o00
iE . 2
lim e ¢l gt = \f(l + Z)(/ cos(t?) dt — l/ sin(t?) dt).
R—+o00 0 2 0 0

Passando al limite per R — +o0 in si ha

: R 2¢1% 4m . R +2 . T R2e26t . it

lim e "¢ eddt = lim e " dt+ lim e ¢ Rie'dt

R—+00 J R—+o0 Jg R—+oc0 Jg
e dunque, per quanto ottenuto sopra concludiamo
2 “+oo —+00
\g(l + z)(/ cos(t?) dt — z/ sin(t?) dt) = \/27?
0 0

da cui

SIS

+oo “+o0o 1
/ cos(t?) dt — z/ sin(t?) dt = , vr
0 0 1+i /2

e dunque

+00 +oo
/ cos(t?) dt = VT e / sin(t?) dt
0 2v/2 0

2

VT

1—i
™
22

3. FORMULA DI CAUCHY E RAPPRESENTAZIONE IN SERIE DI POTENZE

Importante conseguenza del Teorema di Cauchy in un convesso ¢ il seguente
risultato che ci permettera di provare che ogni funzione olomorfa risulta
analitica. Abbiamo

TEOREMA 3.5. (FORMULA DI CAUCHY)
Sia Q@ C C un aperto, zo € e p > 0 tale che B,(2) C Q. Se f(z) ¢
funzione olomorfa in 0 allora per ogni 0 < r < p risulta

w—z

f(z) = % /Cr(zo) Jlw) dw, Yz e Br(z0).

DiM. Fissato z € By (z0), sia

) 1= 50w € By(z0), w # 2
w) —
g f'(2) sew =z
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Essendo f(w) olomorfa in B,(z0) C 2, avremo che g(w) risulta continua in B,(z0) ed
olomorfa in B,(zo) \ {z}. Poiche B,(z0) ¢ insieme convesso, dal Teorema di Cauchy in un
convesso otteniamo allora che per ogni r € (0, p) risulta

/ g(w) dw = 0.
Cr(z0)

Osserviamo ora che se z € B, (z0) allora z # w per ogni w € Cr(20), quindi

_ fw) = f) 40— fw) 1 _
/Cr(zo) g(w) dw = /Cr(zo) S dw /CT(ZD) o dw— f(2) /cr(zo) ———dw=0

e poiche, da @, si ha

1
/ dw = 2mi,
Cr(zo) W %

fz) = 1 f(w) dw.

2w Cr(zg) W— 2

ne concludiamo che

O

Ad esempio, osservato che cos z & funzione olomorfa in C, per ogni r > «
dalla formula integrale di Cauchy otteniamo

/ O 12 = omi cos(—7) = —2mi
cr(0) 2+ T

essendo —7 € B,(0).

Utilizzando la formula di Cauchy possiamo ora provare che ogni funzione
olomorfa risulta analitica, ovvero sviluppabile localmente in serie di potenze.
Vale difatti

TEOREMA 3.6. (SVILUPPABILITA IN SERIE DI POTENZE)
Sia Q C C insieme aperto. Se f € H(Q) allora f € A(Y) e precisamente,
per ogni zg € S risulta

+oo
f(z) = Z an(z —20)" Vz € By(20)
k=0

dove

an = i 7)“(11)) dw
210 Je, (zg) (W — zp)"t1

essendo r > 0 tale che B, (z) C .

DiM. Sia zg € Q e p = dist(z0,99) (con la convenzione che p = +o00 se Q = C). Allora
B,(z0) C 2 e dalla formula di Cauchy otteniamo che per ogni r € (0, p) risulta

f(z)—i/c S gy vz e By(z).

2T Je, (o) W — Z

. . . z—z0 | _ |lz—20l
Osserviamo ora che per ogni w € Cr(z0) e ogni z € Br(z0), essendo | =52 | = =70 <1,
risulta

11 11 11 i z— 20 "_i (2 — z0)"
w—2z w—zp X=E  w—z9l— 2220 g — 2z w — 2o o (w— zo)"t1!

w—2zq w—2zQ n=0
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e poiche la convergenza della serie & uniforme rispetto a w € Cr(z0), dal Teorema di
integrazione termine a termine, otteniamo

(oo}

_ b F) gy — L (2= z0)"
1) = 27 /CT(ZO) w—z dw = o /Cr(zo) nz::of(w) (w — z)nT1 dw

1 &< (z — z0)"
357 22 o 0 e
Dunque posto

@ — L / _ S
27 Je, (20) (w — zo)"*1!

concludiamo
£ = an(z = z0)"
n=0
O

Dal precedente Teorema abbiamo quindi in particolare che ogni funzione
analitica risulta olomorfa e dunque che vale ’equivalenza

fEH(Q) < fe AQ)
Inoltre dal Corollario 2.5 si ha

COROLLARIO 3.3.

Se Q C C ¢ aperto e f € H(Q) allora f(z) risulta derivabile infinite volte in
Q con derivata olomorfa in Q. Inoltre f(z) risulta localmente sviluppabile
in serie di Taylor, ovvero per ogni zo € Q) esiste p(z9) > 0 tale che

X £(n)
= T g vz e By (e
n=0 ’

dove, per ogni r € (0, p), risulta

f(")(zo)zn!/c( ﬂdw

211 ) (’U) - Zo)n'H ’

Osserviamo la differenza essenziale tra i concetti di funzione derivabile in
R ed in C. Da quanto provato abbiamo difatti che, a differenza di quanto
accade in campo reale, ogni funzione olomorfa (derivabile in C) risulta deri-
vabile infinite volte con derivata olomorfa e localmente sviluppabile in serie
di Taylor.

Osserviamo inoltre che essendo ogni funzione f(z) olomorfa in © derivabile
infinite volte in €2 con derivata olomorfa, derivando la formula di Cauchy
sotto segno di integrale (come si puo facilmente verificare essere lecito fare),
otteniamo

1 ) s
£(2) /CT(ZO)( Cdw, ¥z € By(x)

T omi w— z)
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ﬁ) = wfi!z)n, si deduce che per ogni n € N

vale la seguente formula di Cauchy per la derivata n-esima:

210 Je, (z9) (w0 — 2)"T1

. n
ed iterando, osservato che jz—n(

dw, Vz € By(z0). (9)

Tale formula potra essere applicata per il calcolo di integrali lungo archi di
circonferenza. Ad esempio, calcoliamo

eZ
——dz.
/02(0) (2 —1)3

Posto f(z) = €7, osservato che i € By(0), da (9) otteniamo

Fe) o omi, L
/Cz(O)M’dZ_m (1) = e'mi.

Abbiamo inoltre visto che se f € H() allora f' € H(2). Ne segue quindi
che se f(z) ammette primitiva in Q, allora f(z) risulta olomorfa in Q. Si
ottiene quindi il seguente risultato che possiamo considerare come I'inverso
del Teorema di Cauchy

TEOREMA 3.7. (DI MORERA)
Sia Q@ C C aperto. Se f(z) é funzione continua in € tale che

f(z)dz =

0A
per ogni triangolo chiuso A C Q, allora f(z) é olomorfa in Q.

DiM. Sia A un sottoinsieme aperto convesso in . Allora dal Teorema [3.1] di esistenza di
una primitiva in un aperto convesso, abbiamo che esiste F' € H(A) tale che F’'(z) = f(2)
per ogni z € A. Poicheé abbiamo visto che la derivata di una funzione olomorfa & ancora
olomorfa otteniamo che f € H(A) per ogni insieme aperto convesso A C Q. Quindi risulta

feH(). O

4. TEOREMA DI CAUCHY GENERALIZZATO E INDICE DI UNA CURVA
CHIUSA

Riportiamo nel seguito alcune generalizzazioni dei risultati visti nelle pre-
cedenti sezioni.

Ricordiamo che per definizione, data una funzione f(z) continua in un
aperto € e una curva v di classe C! a tratti con sostegno contenuto in €2, si

ha
/f dz—/E ds+z/EL ds

essendo E(z,y) = (u(z,y), —v(z,9)) ¢ BX(z,y) = (0(z,y), u(z,y)) i campi
vettoriali associati alla funzione f(z+1iy) = u(z,y)+iv(z,y). Abbiamo visto
nelle precedenti sezioni, che se la funzione f(z) risulta olomorfa in € allora
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f(z) risulta di classe C' in Q e che, dalle condizioni di Cauchy-Riemann,
risulta

ou ov ou ov
%(wvy) - éTy(I’y) € ?y(may) - _%(xay% V(x,y) € Q.

Ne segue quindi che se f(2) risulta olomorfa in Q allora i campi E e E+
risultano di classe C e irrotazionali in QF

La teoria dei campi vettoriali si applica dunque alle funzioni olomorfe. In
particolare, ricordiamo il Teorema di Gauss-Green, il quale afferma che per
ogni campo vettoriale F(z,y) = (Fy(x,y), Fa(x,y)) di classe C! in un aperto

Q C R? risulta IR IF
/ F-ds://Q—ldxdy
oD+ p Or Oy

per ogni dominio normale regolare D C D C €, essendo 0D la curva
semplice, chiusa e regolare a tratti avente per sostegno la frontiera di D
positivamente orientata. Dal Teorema di Gauss-Green segue allora che se il
campo F risulta irrotazionale in  allora |, ap+ I+ ds = 0 per ogni sottoin-
sieme D C D C Q dominio normale regolare. Da quanto osservato abbiamo
allora una prima generalizzazione del Teorema di Cauchy

COROLLARIO 3.4.
Sia f(z) funzione olomorfa in un aperto Q@ C C allora per ogni dominio
normale regolare D C D C ) risulta

/aD+ f(z)dz=0

essendo OD™T la curva semplice, chiusa e regolare a tratti avente per sostegno
la frontiera di D positivamente orientata.

Ricordiamo ora che due curve v e o, rispettivamente di parametrizzazio-
ne v : [a,b] = Qe o : [a,b] — Q, sono dette omotope in  se esiste
un’applicazione continua ® : [a,b] x [0, 1] — 2 tale che

- ®(t,0) = y(t) per ogni t € [a, b],

- ®(t,1) = o(t), per ogni t € [a, b],
In particolare, si dice che una curva vy ¢ omotopa ad un punto zg € ) se
risulta omotopa alla curva “costante” oy avente per sostegno il punto zp.
Vale allora il seguente risultato

TEOREMA 3.8. (DI CAUCHY GENERALIZZATO)

Sia Q C C aperto e sia f € H(QL). Allora fA/ f(z)dz = 0 per ogni curva
chiusa v di classe C a tratti omotopa ad un punto in .

Dim. Ci limitiamo a considerare il caso in cui 7 € semplice. In tal caso, essendo = curva

semplice chiusa di classe C' a tratti omotopa ad un punto in  allora si pud provare che
v = 9D essendo D C D C 2 unione di domini normali regolari (I’esistenza di tale dominio,

3Ricordiamo che un campo vettoriale F(z,y) = (Fi(z,y), Fa(z,y)) di classe C! in
Q C R? & detto irrotazionale in Q se risulta %(m, y) = aa—?(x,y) per ogni (z,y) € Q)
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nonostante risulti intuitivo, & provato dal Teorema di Jordan e dal Teorema della funzione
implicita). Quindi, dal Corollario segue che

/Yf(Z)dZ:i/BD‘F f(z)dz=0.
U

In particolare, ricordando che un insieme aperto €2 ¢ detto semplicemente
connesso se risulta connesso e se ogni curva chiusa v con sostegno in )
risulta omotopa ad un punto in €2, dal precedente risultato e dal Teorema
otteniamo

COROLLARIO 3.5.
Se ) ¢ aperto semplicemente connesso e f € H(Q2) allora per ogni curva
chiusa v di classe C' a tratti con sostegno in Q risulta fw f(z)dz=0.

Dal precedente Teorema e dal Teorema di esistenza di una primitiva abbia-
mo allora che ogni funzione olomorfa in un aperto semplicemente connesso
Q ammette primitiva in €. Osserviamo che tale risultato corrisponde al-
I’equivalente risultato nella Teoria dei campi vettoriali, che afferma che un
campo vettoriale irrotazionale in un aperto semplicemente connesso risulta
conservativo (ovvero ammette un potenziale).

In particolare, dal Teorema fondamentale del calcolo per I'integrale curvili-
neo, otteniamo che se f(z) é funzione olomorfa in un aperto semplicemente
connesso Q e y; e g sono curve di classe C' a tratti con sostegno in £
aventi © medesimi punti iniziali e finale allora

(2)dz= | f(z)d=.
! Y2

Dal Teorema di Cauchy generalizzato segue inoltre

COROLLARIO 3.6. (INVARIANZA PER OMOTOPIA)
Sia Q C C aperto e sia f(z) funzione olomorfa in Q. Allora

(2)dz= [ f(2)d=.
7 Y2
per ogni coppia Y1 e Yo di curve chiuse di classe C a tratti omotope in €.

DiM. Infatti, sia ®(¢,s) : [a,b] X [0,1] — 2 'omotopia tra v1 e y2 in Q. Allora, detta
la curva di parametrizzazione v(s) = ®(a, s), essendo 1 e 2 curve chiuse, avremo che la
curva I' = v1 Uy U (—72) U (—) risulta curva chiusa omotopa ad un punto in Q e dunque
per il Teorema di Cauchy generalizzato si ha

Oz/rf(w)dw:/w f(w)dw+/7f(w)dw—/w f(w)dw—Lf(w)dw

da cui la tesi. O

Ad esempio, possiamo applicare il precedente risultato per calcolare 'inte-

grale
COS 2
/ dz
oR %
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essendo OR la curva semplice positivamente orientata avente per sostegno
la frontiera del rettangolo R = {z € C||Re(z)| < 2, [Im(z)| < 1}. Poiche
€22 ¢ funzione olomorfa in C\ {0}, dal Teorema di invarianza per omotopia
avremo che per ogni r > 0 risulta

/ coszdz_/ coszdz
AR * c-(0)

e poiche, dalla formula di Cauchy,

/ cosz dz = / cosz dz = 2micos0 = 2wt
c.(0) % c.0) 2 —0

Ccos z

dz = 2mi.

ne segue che [,

Data una curva chiusa v di classe C! a tratti, per ogni z € ~ risulta ben
definito il valore

1 d
Ind,(z) := v

211 S W—2Z

Tale valore € detto indice di z rispetto alla curva chiusa 7.

Vediamo come esempio notevole 'indice di una curva  avente per sostegno
la circonferenza C,(zy) percorsa n volte in senso antiorario. Una parame-
trizzazione di tale curva ¢ data de () = 2o + €, 6 € [0,2n7]. Allora dalla
definizione risulta

1 d 1 2nm ; i0
Ind,(20) = / v 40 = n.
gl

2w Jow—20 2T Jo et

Si puo provare il seguente risultato

TEOREMA 3.9. (SULL’INDICE DI UNA CURVA)
Sia v curva chiusa di classe C* a tratti e sia Q2 = C\ . Allora

(¢) Indy(z) € funzione a walori interi, costante in ogni componente
connessa di €,
(77) Indy(2) é nulla nella componente illimitata di €2,
(1ii) se o é curva chiusa omotopa ay in C\{z} alloraInd,(z) = Ind,(z).

Dal Teorema [3.9|avremo che se 7, € la curva avente per sostegno la circonfe-
renza B,.(zg) percorsa n volte in senso antiorario per ogni z € B,.(2g) risulta
Ind,, (z) = Ind,, (20) = n mentre per ogni z € B, (20), Ind,, (2) = 0. Inoltre
se o € curva chiusa omotopa a 7, in C\ {z} allora Ind,(z) = Ind,, ().

Dai precedenti risultati, otteniamo

TEOREMA 3.10. (FORMULA DI CAUCHY GENERALIZZATA)
Sia Q C C aperto e sia f € H(Q). Allora per ogni curva chiusa vy di classe
C! a tratti con sostegno contenuto in Q e ogni z € Q\ v risulta

Ind,(2)f(2) = ! /f(w) dw
g

21 w—z
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DiM. Sia z € Q\ v e sia r > 0 tale che B,.(z) C Q. Sia k = Ind,(2) si puod provare allora
che ~ risulta omotopa in Q \ {z} alla curva o ottenuta percorrendo la circonferenza C(z)
k volte. Una parametrizzazione di tale curva sara data da ¢(6) = z+re* con 6 € [0, 2kn].
Dal Teorema di invarianza per omotopia e dalla formula integrale di Cauchy otteniamo

allora
/ f(w) dw=/ f(’l,U) dw:/2’€ﬂ' f(Z+Tei6)ei9d9
YW= Z oW — 2 o iret®
27

= k/o f(z4re?yire’ do = k/c Sw) dw = 2kmif(z).

r(z) W2

5. ALCUNE CONSEGUENZE DELLA FORMULA DI CAUCHY

Vediamo in questa sezione alcune conseguenze notevoli della formula di
Cauchy.

e TEOREMA FONDAMENTALE DELL’ALGEBRA

Abbiamo gia visto, come prima fondamentale conseguenza della Formula
di Cauchy, che ogni funzione olomorfa in Q C C aperto risulta derivabile
infinite volte in 2 con

)y — / flw)
" (20) 277 o,y (0 — 20)7 T w, VnéeN

essendo zp € Q e 0 < r < dist(zg, Q). Ne segue allora che vale la seguente
disequaglianza di Cauchy

|
1M ()] <% max [f(2)], Yz €, 0<r < dist(z,09), n €N, (10)

"™ 2€Cr(20)
da cui otteniamo

TEOREMA 3.11. (DI LIOUVILLE)
Se f(z) é funzione olomorfa limitata in C allora f(z) é costante in C.

DiM. Sia M > 0 tale che per ogni z € C risulti |f(2)] < M. Preso zo € C dalla
diseguaglianza di Cauchy otteniamo che

M
If'(20)| < — Vr>0.
Dunque, facendo tendere r — -+oo otteniamo che f'(z0) = 0 e quindi la tesi. O

Utilizzando il precedente risultato possiamo dimostrare il Teorema fonda-
mentale dell’algebra

TEOREMA 3.12. (D1 D’ ALEMBERT)
Se P(z) = ap + a1z + ... + apz™ € polinomio di grado n > 1 allora esiste
2o € C tale che P(zp) = 0.
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DiM. Poiche per |z| — +o0 si ha

n @0 a
[P(2)] = [=[" 3 +

Lt @] o o0,

se P(z) # 0 per ogni z € C avremo che la funzione Q(z) = ﬁ — 0 per |z| = +o0.
Ne segue che Q(z) risulta funzione olomorfa limitata in C e dal Teorema di Liouville
otteniamo che Q(z), e dunque P(z), risulta costante in C, in contraddizione con il

fatto che il grado del polinomio ¢ n > 1. O

Dato un polinomio P(z) di gradon > 1, dal Teorema di D’alembert, sia zy €
C tale che P(zp) = 0. Diremo che z ¢ uno zero di ordine (o molteplicita) m €
Nsem < neétaleche P(z) = (2—20)™Q(2), essendo Q(z) polinomio di grado
n—m >0 con Q(z0) # 0. Se Q(z) non risulta costante (n > m), potremo
applicare il Teorema di D’Alembert al polinomio Q(z). Procedendo in questo
modo, si prova che ogni polinomio di grado n € N ammette esattamente n
zeri in C se contati con la loro molteplicita.

e ZERI DI UNA FUNZIONE ANALITICA E PRINCIPIO DI IDENTITA

In analogia con la definizione di ordine di uno zero per un polinomio, di-
ciamo che una funzione f(z) analitica in un aperto 2 C C ha uno zero di
ordine (o molteplicita) m € N in zg € Q se esiste una funzione analitica g(z)
in € tale che g(z9) # 0 e f(2) = (2 — 20)™g(z) per ogni z € Q.

Osserviamo che se f(z) ¢ analitica in Q e zp € § dalla definizione esiste
r > 0 e una successione (a,)pen C C tale che

f(z) = Zan(z —20)", Vz € B(20).
n=0

Avremo allora che zp € uno zero di ordine m € N per f(z) se e solo se risulta

ap = ay = ... = a;m—1 = 0 mentre a,, # 0. Poiche risulta
(n)
ap = J =) (ZO), Vn € N¥,
n!

avremo allora che zg ¢ uno zero di ordine m € N per f(z) se e solo se si ha
f(20) = f'(20) = ... = f""V(z9) = 0 mentre f(™(zg) # 0.

Ad esempio, osservato che zg = 0 & zero della funzione f(z) = 1 — cos(z?),
determiniamo la molteplicita. Dallo sviluppo di cosw in serie di potenze di
centro zg = 0 abbiamo

oo
4n 24 28

f(z) =1—cos(z?) = Z(—l)”“% ai Y + ...

n=1

e dunque che ap = a1 = a2 = az = 0 mentre a4 = % Abbiamo quindi che
zo = 0 & zero di molteplicita 4. In alternativa, abbiamo

f'(z) = 2zsin(2?), f"(z) = 2sin(z?) + 422 cos(2?),
f"(2) = 4z cos(2%) + 8z cos(2?) — 823 sin(2?) = 12z cos(2?) — 823 sin(2?)
" (2) = 12cos(2?) — 4822 sin(2?) — 162 cos(2?)
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e dunque che risulta f(0) = f/(0) = f”(0) = f”(0) = 0 mentre f"”(0) =
12. Dalla precedente caratterizzazione ne segue allora che la molteplicita di
20 = 0e4.

Abbiamo inoltre il seguente risultato che prova che una funzione analitica
non identicamente nulla non puo avere uno zero di “ordine inﬁnito”ﬂ

TEOREMA 3.13. (ZERI DI FUNZIONI ANALITICHE)
Sia f(z) funzione analitica nell’aperto connesso Q@ C C e sia zg € Q2 tale che
f(z0) = 0. Sono allora equivalenti le sequenti affermazioni
(i) f"™(29) =0 per ognin € N,
(79) esiste r > 0 tale che f(z) =0 per ogni z € By (20),
(ii7) f(2) e nulla in €.
DiM. (i) = (i) Essendo f(z) analitica, esiste (an)n>0 € 7 > 0 tale che
flz) = Zan(z —20)", Vzé€Br(z0).
n=0

Poiche risulta a, = % per ogni n € N e per ipotesi f(”)(zo) =0 per ogni n € N*, ne
segue che f(z) = 0 per ogni z € B,(20).

(41) = (¢) Immediato.

(ii) = (iii) Sia

Qo = {z € Q| £ (2) = 0 per ogni n € N*}.

Osserviamo che essendo (i) < (it), abbiamo che zop € g e che se z € Qg allora esiste
r > 0 tale che B,(z) C Q0. Dunque Qo risulta aperto e non vuoto. D’altra parte, essendo

una funzione analitica continua insieme a tutte le sue derivate, il complementare Q \ Qg
risulta & anch’esso aperto. Poiche €2 ¢ connesso e Qo # 0, avremo Q = Q.

(4i1) = (i4) Immediato. ([
Abbiamo dunque che se zp ¢ uno zero della funzione f(z) analitica e non
identicamente nulla in un aperto connesso ) allora esiste m € N tale che
f(20) = f'(20) = ... = f(" D (2) = 0 mentre ™ (z) # 0, ovvero zg & zero
di ordine m. Denotato con

Z(f) ={zeQlf(z) =0}
I'insieme degli zeri di f(z), abbiamo

COROLLARIO 3.7.

Sia f(z) funzione analitica nell’aperto connesso @ C C non identicamente
nulla in Q. Allora Z(f) é costituito da punti isolati e non ammette punti di
accumulazione in Q.

DiM. Sia zo € Z(f), per quanto provato nel precedente Teorema abbiamo che esiste m € N
e una funzione g(z) analitica in © con g(z0) # 0 tale che f(z) = (z — 20)™g(z). Essendo

g(z) continua avremo che g(z) # 0 in un intorno di zo e dunque che zo € uno zero isolato

di f(2).

e

8
m""

sex #0

0 sex =0

4 Osserviamo che la funzione reale di classe C* f (x) = { ha invece

uno zero di ordine infinito in 0 essendo f(™(0) = 0 per ogni n € N.
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Proviamo ora che Z(f) non ammette punti di accumulazione. Per assurdo, sia zp € 2
punto di accumulazione di Z(f). Avremo allora che esiste una successione (2, )nen C Z(f)
tale che z, — zo per n — +o0o. Essendo f(z) continua si ottiene che f(z9) = 0, dunque
zo € Z(f) e non risulta punto isolato, in contraddizione con il fatto che ogni zero di f(z)

¢ isolato. |

Dal teorema sugli zeri di una funzione analitica segue inoltre immediata-
mente

COROLLARIO 3.8. (PRINCIPIO DI IDENTITA)
Siano f(z) e g(z) funzioni analitiche nell’aperto connesso Q C C. Se f(z)
e g(z) coincidono in un intorno di zg € Q allora coincidono in tutto 2.

Div. E sufficiente applicare il Teorema (#9) < (4i7) alla funzione f(z) — g(z). ([

e PROPRIETA DELLA MEDIA E PRINCIPIO DEL MASSIMO MODULO

Come ulteriore applicazione della Formula di Cauchy, abbiamo che per
ogni funzione olomorfa in un disco B,(zp) si ha che il valore f(zp) per ogni
0 < r < p risulta pari alla media dei valori assunti dalla funzione sul cerchio
Cr(20). Precisamente si ha

TEOREMA 3.14. (PROPRIETA DELLA MEDIA)
Se f(z) é funzione olomorfa nel disco aperto B,(zy), allora per ogni 0 < r <

p risulta
1 2

f(z0) = f(z0 +re') do. (11)

DiM. Dalla Formula di Cauchy abbiamo

- R ICON
f(z0) = 27 /CT(ZO) (w — 20) d

e considerando () = zo + re’’, 8 € [0,27] come parametrizzazione della curva C.(zo),
otteniamo

2 Jo

1 2 f (Zo +7 61‘0) .30 1 2 i0
f = — S Zire" df = — f(z0 + 7€) db.
(Zo) o . 7‘6’9 mre . (Zo e )

Dalla Proprieta della media si ottiene inoltre il seguente risultato.

TEOREMA 3.15. (PRINCIPIO DEL MASSIMO MODULO)
Sia f(z) funzione olomorfa nell’aperto connesso Q. Se |f(z)| ammette mas-
simi relativi in Q0 allora f(z) € costante in ).

DiM. Sia zp € £ un punto di massimo relativo per |f(z)|. Per definizione abbiamo allora
che esiste p > 0 tale che B,(z0) C Q e |f(2)] < |f(20)| per ogni z € B,(z0). Osserviamo
che, dal Principio di identita per provare che f(z) risulta costante in 2 ¢ sufficiente provare
che f(z) risulta costante in B,(z0). Se f(z0) = 0, otteniamo immediatamente che f(z) =0
in B, (20).

Se f(z0) # 0, consideriamo la funzione g(z) = ff((zzO))
allora che |g(2z)| < |g(z0)| = 1 per ogni z € B,(z0). Ne segue allora che, per ogni z € B,(z0)

olomorfa in Q con g(zo) = 1. Abbiamo
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risulta Re(g(z)) < |g(z)| <1 ed inoltre, che se Re(g(z)) =1 allora g(z) = 1.
Ora, dalla proprieta della media abbiamo che per ogni r < p risulta

1 27 i
1= g(z0) = %/ (20 + re°) do
0

da cui
/27r 1—g(zo+7re®)do =0
Ne segue che ’
/27r 1 — Re(g(z0 + 7€) do =0
0

e poiche Re(g(zo+7€'®)) < 1 per ogni 6 € [0, 27], ne concludiamo che Re(g(zo+1e?)) =1
per ogni 0 € [0,27] e ogni r < p. Otteniamo allora che per ogni z € B,(z) risulta
Re(g(z)) =1 e dunque che g(z) = 1, ovvero f(z) = f(z0) per ogni z € B,(20). (]

In particolare, dal precedente risultato abbiamo che se Ji(z) ¢ funzione
olomorfa nell’aperto connesso limitato 2 C C e continua in € allora

max [ (2)| < maye |

e se f(z) non e costante allora

|f(2)] < max |f(w)], VzeQ.

6. FUNZIONI ARMONICHE

Una funzione g : @ € R? — R ¢ detta armonica nell’aperto  se g(z)
risulta derivabile due volte con derivate continue in €2 e soddisfa 1’equazione
di Laplace:

2 2
= @ + @ =0 inQ
0x?  Oy?

Data una funzione f(z) definita nell’aperto 2, siano u(z,y) e v(z,y) la sua
parte reale e immaginaria: f(z+iy) = u(z,y)+iv(z,y), (z,y) € Q. Da quan-
to visto abbiamo che se f(z) risulta olomorfa in 2 allora anche f/(z) risulta
olomorfa in Q, quindi in particolare abbiamo che u(z,y) e v(z,y) risultano
derivabili due volte in €2 con derivate continue. Inoltre, dalle condizioni di
Cauchy-Riemann abbiamo che

ou Ov ou ov

or oy - 0y ow

e poiche le condizioni di Cauchy-Riemann risultano soddisfatte anche da f’
e

Ag

fla+i )—%—i@—@ﬂ'@
4 - Oz oy Oy ox

otteniamo

0 Ou 0 Ou 0 0Ov 0 ,0v

87:1:(871:) 8y<_87y) e @(@):—%(%)
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e dunque che u(z,y) e v(x,y) soddisfano 1’equazione di Laplace in Q:
0?u  0%u 0?v 0%
w + 87;2 =0 e @ + 673/2 -
Abbiamo quindi che la parte reale u(x,y) e la parte immaginaria v(z,y) di
una funzione olomorfa in Q risultano funzioni armoniche in 2.

0

Viceversa, abbiamo che ogni funzione armonica in un aperto semplicemente
connesso risulta parte reale di una funzione olomorfa. Vale difatti

TEOREMA 3.16. Sia u(x,y) funzione armonica nell’aperto semplicemente
connesso Q. Allora esiste una funzione v(x,y) armonica in Q (detta co-
niugata armonica di u(z,y)) tale che f(z +iy) = u(z,y) + v(z,y) risulti
olomorfa in ).

_Ou
9y

armonica abbiamo che F(z,y) risulta campo di classe C! in Q e inoltre, dall’equazione di
Laplace, abbiamo che F'(z,y) risulta irrotazionale in €:

0 0u 0, Ou

225 = afy(*aiy)
Dalla Teoria dei campi vettoriali, essendo §2 semplicemente connesso, abbiamo allora che

F(z,y) risulta campo conservativo e dunque esiste v(x,y) tale che Vv = F in Q, ovvero
tale che

DiM. Consideriamo il campo vettoriale F(z,y) = ( (z,y), 2%(z,y)). Poiche u(z,y) &

ov  Ou v Ou
or oy * oy ox
Riconosciamo nelle precedenti equazioni le equazioni di Cauchy-Riemann associate alla
funzione f(z + iy) = u(z,y) + iv(z,y) che dunque risulta olomorfa in Q. [l

Dal precedente risultato e dalle proprieta viste sulle funzioni olomorfe segue
che ogni funzione armonica risulta di classe C*°. Seguono inoltre le seguenti
proprieta delle funzioni armoniche:

TEOREMA 3.17. (PRINCIPIO DI IDENTITA PER FUNZIONI ARMONICHE)

Sia u(x,y) funzione armonica in un aperto connesso Q C R%. Se u(z,y)
risulta nulla in un intorno di (zo,yo) € Q allora u(z,y) risulta identicamente
nulla in 2.

Inoltre

TEOREMA 3.18. (PROPRIETA DELLA MEDIA PER FUNZIONI ARMONICHE)
Se u(x,y) € funzione olomorfa nel disco aperto B,(zo,y0), allora per ogni
0 <r < p risulta

21
u(xo,yo) = o /0 u(xo + 7 cosb,yo + rsin ) db.

Infine

TEOREMA 3.19. (PRINCIPIO DEL MASSIMO PER FUNZIONI ARMONICHE)
Sia Q C R? aperto connesso. Se u(x,y) ammette un punto di massimo
relativo in Q allora u(zx,y) é costante in €.



CAPITOLO 4

SINGOLARITA DI FUNZIONI OLOMORFE

In questo capitolo studieremo il comportamento di una funzione olomorfa
nell’intorno di un punto singolare definito come segue. Diremo che una
funzione f(z) ha una singolarita isolata in zy € C se esiste r > 0 tale che f(z)
risulta definita e olomorfa in B, (z0) \ {20}

Ad esempio, le funzioni %, =, 1‘;%

H% ha singolarita isolate nei punti zy = +1.

hanno una singolarita isolata in
zg = 0. La funzione

Il principale strumento per lo studio di una funzione nell’intorno di una
singolarita e dato dallo sviluppo in serie di Laurent di tale funzione.

1. SERIE DI LAURENT

Si dice serie di Laurent di centro zg € C una serie della forma

Sz =Y e S m - (12)

nez n=1 n=0

dove si intende che tale serie converge in z € C se risultano tali le due serie a
secondo membro. Osserviamo che tali serie risultano serie di potenze, infatti,
ponendo w = Z_lz() possiamo riscrivere la prima serie come Y 7, a_pw™.
Detto allora % il raggio di convergenza della serie > >° ; a_,w™ e R il raggio
di convergenza della serie Y 2 a,(z—20)", se r < R, avremo che la serie di
Laurent risultera convergente in ogni z € C tale che r < |z — z9| < R.
Denotata con S, r(zo) la corona circolare aperta di centro zg e raggi 0 < r <

R < +oc:

Sy r(20) ={2 € C|r < |z — 2| < R},

dai risultati sulle serie di potenze, abbiamo allora che la serie di Laurent
, risulta assolutamente convergente nella corona S, r(2p) e uniforme-
mente convergente in ogni sottoinsieme chiuso e limitato di S, g(20). Inoltre,
denotata con f(z) la somma di tale serie, abbiamo che f(z) risulta funzione
olomorfa in S, r(20).

Proveremo nel seguito che, viceversa, ogni funzione olomorfa in una corona
circolare S, r(zp) risulta ivi sviluppabile in serie di Laurent. Innazitutto,
dalla formula di Cauchy generalizzata, abbiamo

59
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TEOREMA 4.1. (LEMMA DI LAURENT)
Sia f(z) funzione olomorfa in un aperto Q C C contenente la corona circo-
lare chiusa Sy r(20) con 0 <r < R < 4o0. Allora

f(z>_217”/c f(w)dw—;m/cr(zo de, Vz e S r(20).

R(ZO)'U}—Z )’LU—Z

DiM. Dato z € Srr(20), dalla formula di Cauchy abbiamo che per p > 0 tale che

B,(z) C Sy, r(z0) si ha
1) ' /c -

2mi Je, ) w— 2

Consideriamo il cammino chiuso I' = yr U sT U v U s™, essendo yr la curva ottenuta
percorrendo OBr(zo) una sola volta in senso antiorario , v, la curva ottenuta percorrendo
8Br(zo) una sola volta in senso orario e st la curva ottenuta percorrendo un segmento
s (non passante per z) congiungente 0Br(z0) con 9B,(z0) e s~ il medesimo segmento
in senso opposto. Allora I' risulta omotopa a C,(z) in Sr,r(20) \ {2z} e dal Teorema di
invarianza per omotopia otteniamo

- f(w) fw)
1(z) = 27 Je, ) W — z 2m/ —z

Poiche
[ A e [ L),
- W—2Z o W— 2
e vr = Cr(20) mentre v, = —Cy(20), si ha allora
Ry (C VR Ry (T W By (1
21t Jrw—z i J,, w—z 2mi J,, w—z
1 [0 gy L[ Sy,
27 Jep(zg) W — 2 27 S, (zg) W — 7

Ne segue allora

TEOREMA 4.2. (SVILUPPABILITA IN SERIE DI LAURENT)
Sia f(z) funzione olomorfa nella corona circolare Sy r(zy) con 0 <r < R <
+o00. Allora

= an(z—20)" Yz € S, r(20). (13)
nez
dove per p € (r, R) risulta
ap = 1 f(w) dw, Vné€Z.

273 Joy oy (0 = 20) 1

DiM. Infatti, scelti r < p1 < p2 < R, dal Lemma di Laurent applicato alla corona circolare
S,,.p2(20) abbiamo che

1 1

F(2) = 7,/ f@) gy L F®) g vze S, () (14)
27 Cpy(20) W = 2 27 Cpy(20) W= 2

Procedendo come nella dimostrazione del Teorema sulla sviluppabilita in serie di potenze

delle funzioni olomorfe, per ogni |z — 20| < p2, essendo | =22 < 1 per ogni |w — zo| = p2,
risulta

1 1 Z Z*Z()
w—2z w—2z20—(2—2) wW-—2 2207 w — zg)" T
0o—( 0) 0l— P n>0 0
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da cui

1 f(w) dw = i f(w) (Z - ZO)n

274 Cpo(z0) W — 2 274 cp2(z ) 5% (w— zo)™+

) n
- Z 27” /p (zo) T)H—Hdw)(z _20)

Analogalmente, per ogni |z — zo| > p1, essendo |1Z":ZZ(?| < 1 per ogni |w — zo| = p1 abbiamo

1 _ 1 o 1 Z — Zo Z (Z - Zo)
. w— 20 — (2 — - - — k+1 - _ +1
w—z w—2z0—(2— 20) z—2z01— ‘: zzé) = (z — 20) = (w — 20)™

(dove abbiamo posto —n = k + 1) da cui

1 1
- f(w) dw = — f(iw)n“(z—zg)ndw
2 Je, (z0) W — 2 2mi Je 2(2 ) (w — 20)
w) n
761 _
Z 271—2 /Cp (ZO) _Zo)n+1 'LU)(Z ZO)

Osservato ora che per il Teorema di invarianza per omotopia per ogni p1 < p < p2 risulta

_fw) _fw) fw)
/CP(ZO) (’LU - Zo)k dw = /‘301 (z0) ('U] — ZO)Ic /cpg(zo) (w — Zo)k dw’ Vk € Za

da (14)) e da quanto provato otteniamo che per ogni z € S,, 5, () risulta

(w) n
———=—— dw)(z — 20)
nz>o 2mi /cp (z0) (W — ZO)”“
f(w) n
+ / ———— dw)(z — 20)
ngl , (o) ( —Z0)" !
= L dw)(z — 2)"
Z 2mi /p(zo) — 20) n+1 I 0)
Essendo p1 < p2 arbitrari in (r, R) segue la tesi. O

Si puo inoltre provare che lo sviluppo in serie di Laurent ottenuto nel
precedente Teoema & unico, ovvero se

= Z an(z — 20)" Vz €S r(20),
neN

allora, per ogni n € Z e p € (r, R) risulta

an = i 7f(w)n+l dw
270 Je, (=) (W — 20)

Ad esempio, consideriamo la funzione f(z) = H% che risulta definita e
olomorfa in C\ {£i}. I punti +i risultano quindi delle singolarita isolate

per f(z). Ricordando che IJ%UJ = D u>o(—1)"w" per ogni |w| < 1, per
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0 < |z —i| < 2 abbiamo
1 1 1 1 11 1

1+22 (z—i)(z4+1i) z—iz—i+2i 2z—i%5t+1
11 z—1 1 1
2@242( (=) 2in2>0( 2 ==

n>0
1 1 n 1 1 ( e
= — - ——(z—1
20z—1 4 &
Da quanto abbiamo provato ne segue in particolare che per ogni p € (0,2)
risulta

1 1 1
a1 = — = — . 72d2
20 2mi Je,i 1+ 2

e dunque che fc —sdz =m.

1+z

2. CLASSIFICAZIONE DELLE SINCOLARITA

Se f(z) ¢ funzione con una singolarita isolata in zy € C, dalla definizio-
ne abbiamo che esiste R > 0 tale che f(z) risulta olomorfa nella “corona
circolare” Br(zo) \ {20}. Dal Teorema di sviluppabilita in serie di Laurent
abbiamo allora che esiste una successione (a,)nez tale che vale lo sviluppo
in serie di Laurent

o

f(2) =) an(z—2)" = EET +Zan z—20)" Vz € Br(20)\ {20}

neL n=1

A seconda del numero di termini a, con n < 0 non nulli possiamo dare la
seguente classificazione delle singolarita:

e Se a, = 0 per ogni n < 0, ovvero se risulta
oo
= Zan(z - ZO)na Vze BR(ZO) \ {Z0}7
n=0

diremo che zg € una singolarita eliminabile.

e Se a, = 0 per ogni n < —m e a_,, # 0, ovvero se risulta

a_m a_9

(z — z9)™ ot (z — 20)?

f(z) = z — +Z an(z—20)" Vz € Br(z0)\{20},

diremo che zy € un polo di ordine m € N. In particolare, nel caso in cui
m = 1 si dice che zy € un polo semplice,

e Altrimenti, se a, # 0 per infiniti indici n < 0, diremo che zp & una
singolarita essenziale.

Vediamo qualche esempio.
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e Consideriamo la funzione S22 che presenta una singolarita isolata in zg =

0. Dallo sviluppo in serie di potenze di sin z abbiamo

Z H2n+1
sinz=>» (-1)"——, VzeC.
|
= (2n+1)!
Dunque risulta
sin z 22 22 A
= =l-=4+—=+4+.., V C
= V"G gt T V2l

n>0
e dalla definizione data, zg = O € una singolarita eliminabile.

e Consideriamo la funzione
risulta

1+ ——. Abbiamo visto che per ogni 0 < |z—i| < 2

1 1 1 +1 1( )+
= — ———=(z—=1)+..
1422 2iz—1i 4 81

dunque, secondo la definizione data

1+ —— ha un polo semplice in zy = 1.
e La funzione sin% presenta invece una singolarita essenziale in zg = 0, in
quanto dallo sviluppo in serie di potenze di sin z per ogni z # 0 risulta

1 1 1 1 11 11
sin ~ E (-1) + +

| z2n+1 1 53 | .5
= (2n + 1)! z2n z  3lzd  Blz
Vediamo una caratterizzazione delle singolarita isolate.

TEOREMA 4.3. (CARATTERIZZAZIONE DELLE SINGOLARITA ELIMINABILI)
Sia f(z) funzione con una singolarita isolata in zg € C. Sono equivalenti le
sequenti affermazioni:
(1) f(2) ha una singolarita eliminabile in zy;
(73) lim f(z) =¢ € C;
z—20
(#i7) esiste r > 0 e una funzione g(z) olomorfa in B, (zo) tale che f(z) =
g(z) per ogni z # 2.

Dim. Dalla definizione e dal Teorema di sviluppabilita in serie di Laurent sia R > 0 e
(an)nez tale che
= Z an(z — 20)" VBr(20) \ {20}
nez
(2) = (i4) Se zo € una singolarita eliminabile, allora risulta

= Zan(z—zo)" —ap €C, perz— 2

e dunque lim f(z) =ag=¢€C.

zZ— 20

(73) = (4i1) Se f(z) = € € C per z — 2z, allora posto
f(z) sez# 2z
9(2) =
l se z = zo,

otteniamo che g(z) risulta continua in Br(zo) ed olomorfa in Br(zo) \ {z0}. Dal Corollario
abbiamo allora che g(z) ammette primitiva in Br(z0) e dunque risulta olomorfa in
BR(Zo).

(tit) = (i) Sia r > 0 e g(z) olomorfa in B,(zo) tale che f(z) = g(z) per ogni z €
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Br(20) \ {20}. Essendo g(z) olomorfa in B,(z0), dal Teorema di sviluppabilita in serie di
potenze esiste allora una successione (bn)nen € 0 < p < 7 tale che

9(2) =D ba(z — 20)", Vz € By(20)

dunque per ogni z € B,(20) \ {20} risulta

oo

F(z2) = ba(z—z0)"

n=0
e dall’'unicita dello sviluppo in serie di Laurent segue allora che a,, = b, per ognin > 0 e

an = 0 per ogni n < 0. Dunque 2 & singolarita eliminabile. U

Dal precedente risultato, se zy € singolarita eliminabile della funzione f(z)
allora esiste una funzione olomorfa g(z) tale che f(z) = g(z) per ogni z # 2.

Tale funzione ¢ detta prolungamento analitico di f(z) in 2.

. 2 2
1—cos(z) z—sinhz e —e”*
) € 2
z z z

Ad esempio, le funzioni
eliminabile in zg = 0.

hanno una singolarita

Per quanto riguarda i poli abbiamo invece

TEOREMA 4.4. (CARATTERIZZAZIONE DEI POLI)
Sia f(z) funzione con una singolarita isolata in zg € C. Sono equivalenti le
sequenti affermazioni:
(i) f(2) ha un polo di ordine m € N in zp;
esiste m € N tale che ZILH; (z—20)"f(z) =L C\{0};
0

)
(iii) lim [f(z)| = +oo;
Z—20
) esiste m € N, r > 0 e una funzione g(z) olomorfa in B,(zy) con

g(z0) # 0 e tale che

1) = 22 per ogni By (aa) \ ()

DiMm. Dalla definizione e dal Teorema di sviluppabilita in serie di Laurent sia R > 0 e
(an)nez tale che
f(z) =) an(z—20)" VBr(z)\{z0}.
nez
(2) = (i) Se zo € un polo di ordine m € N, per definizione risulta

f(z) = +3 an(z—20)" ¥z € Br(z0) \ {20}-

n>0

A_m a—2 a—1
(z—zo)m+"+ )2+

(z— 20 zZ— 20

dove a_,, # 0 e quindi per z — 2o otteniamo
(z—20)" f(2) = a,m+a,m+1(zfzo)+...+a,1(zfzo)m71+z an(z—20)""™ = a—m € C\{0}.
n>0
(i4) = (i7i) B immediata essendo
2|z = zo[™

lim [f(2)] = Tim ¢

z—rzQ z—2z0 |Z — Zo‘m = oo

(i31) = (iv) Se |f(z)| — +oo per z — zo, allora esiste 0 < r < R tale che f(z) # 0
per ogni z € Br(z0) \ {z0}. Allora la funzione ﬁ risulta olomorfa in B;(z0) \ {20} e

poiche ﬁ — 0 per z — 2o, dalla caratterizzazione delle singolarita eliminabili, esiste una
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1
F(=)
dunque zo risulta uno zero isolato per h(z). Dal Teorema sugli zeri di funzioni analitiche

abbiamo allora che esiste m € N e una funzione H(z) olomorfa in B,(zo) con H(z9) # 0
tale che h(z) = (2 — 20)"™ H(z). Posto g(z) = avremo che g(z) risulta olomorfa in

Br(z0) con g(zo0) #0 e

funzione h(z) olomorfa in B, (zo) tale che h(z) = per ogni z # zo. Inoltre h(zp) =0 e

1
H(z)

_ 1 1 g2
T =5 = B ~ 2z

(tv) = (i) Essendo g(z) olomorfa in B, (zo), esiste una successione (bn)nen € 0 < p < r
tale che

g(z) = an(z—zo)n = bo+b1(2—20)+-..+bm—1(2—20)" '+ Z bn(z—20)", Vz € Bpy(zo).

n>0 n>m

Ne segue per ogni z € B,(20) \ {20} risulta

b b bm— n—m
f(z) = g(z) = 0 + 1 + ...+ ! + Z bn(Z_Z(]) .
n>m

(z — z0)™ (z—20)™ (22— 2z0)m 1 Z— 20

Essendo g(z0) = bo # 0, dalla definizione segue che zg risulta un polo di ordine m € N. [J

Ad esempio, la funzione f(z) = (szll)Q ha un polo di molteplicita 2 in zg = 1,

essendo zp = 1 uno zero di molteplicita 2 per h(z) = (z — 1)2. In generale,
considerata una funzione della forma

_9(?)
f(Z) - h(Z)

dove h(z) e g(z) sono funzioni olomorfe in un aperto €2, avremo che gli
zeri della funzione h(z) saranno delle singolarita isolate per f(z). Inoltre se
zp € Q & zero di molteplicita m € N per h(z) avremo che

e zp ¢ singolarita eliminabile per f(z) se zp € zero di molteplicita
n > m per g(z),
e 2y ¢ un polo di ordine m —n se zy € zero di molteplicita 0 < n < m
per g(z).
Ad esempio, la funzione

e —e %

T 1- cos(22?)

f(2)

ha un polo di ordine 3 in zg = 0.

Infine, dai precedenti Teoremi, e dunque per esclusione dei precedenti casi,
otteniamo

TEOREMA 4.5. (CARATTERIZZAZIONE DELLE SINGOLARITA ESSENZIALI)
Sia f(z) funzione con una singolarita isolata in zg € C. Allora f(z) ha una
singolarita essenziale in zp se e solo se non esiste il limite lim |f(z)].

Z—r 20
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3. TEOREMA DEI RESIDUI

Vedremo in questa sezione una tecnica particolarmente utile per il calcolo

di integrali della forma fﬁ/ f(2)dz dove 7 & una curva chiusa in un aperto
2 C Ce f(z) e funzione olomorfa in €2 eccetto al pitt un numero finito di
singolarita isolate.

Osserviamo che data una funzione f(z) con una singolarita isolata in zo,
dal Teorema di sviluppabilita in serie di Laurent abbiamo che esiste R > 0
tale che

f(z) = Zan(z —20)" Vz € Bgr(20)\ {20} (15)
nezZ
dove per p € (0, R) risulta
1 f(w)

ap = — —~ " dw, Vn¢€Z.
" o C(z0) (W — 20)" 1

In particolare abbiamo che
1

N 271 Cp(ZO)

a—1 f(w) dw.
Tale termine viene detto residuo di f(z) in zg e viene denotato con Res(f, zo).
Dunque, per definizione, si ha

/ f(w) dw = 2mi Res(f, z0)
Cp(20)

e dal Teorema di invarianza per omotopia, per ogni curva chiusa 7 in Br(zo)\
{z0} omotopa in Br(zo) \ {20} alla curva C,(20), p € (0, R), risulta

/f(w) dw = 2mi Res(f, 20)
.

Pit in generale vale il seguente risultato

TEOREMA 4.6. (DEI RESIDUI)

Sia f(z) funzione olomorfa in un aperto Q eccetto al pit un infinita nume-
rabile z1, 29, ..., 2, ... di singolarita isolate e sia v una curva positivamente
orientata, di classe C' a tratti, semplice e chiusa omotopa ad un punto in
Q. Se z, & v per ogni k € N allora

/f(w) dw = 27i Z Res(f, zx),

2k €D
essendo D C Q aperto tale che v = 0D™.

DiM. Poiché DNQ risulta chiuso e limitato, esisteranno solo un numero finito di singolarita
isolate z; in D, siano Zzi, Z2,..., Zn. Siano ri,r2,...,7, numeri positivi sufficientemente
piccoli di modo che per ogni k = 1,...,n risulti B, (2x) C D e per ogni k # h si abbia
B, (zc) N By, (2) = 0. Sia allora o = Ug=1C,., (2k) U i, essendo 4, una curva semplice e
regolare a tratti congiungente C, (2x) con Crk+1 (2k+1). Allora si pud provare che o risulta
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curva chiusa omotopa a v in Q \ {z1, 22, ..., Z2» } € dunque dal Teorema di invarianza per
omotopia risulta

/ dw—/f dw—Z/ (Z) dw—2mZRes f.2x) =2mi »_ Res(f,z).

z €D

O

Abbiamo visto che per definizione il residuo di una funzione f(z) con una
singolarita isolata in zg & pari al coefficiente a_; dello sviluppo in serie di
Laurent

_ Za”(z —20)" Vz€Br(20)\ {20}

ne”L

Ad esempio, la funzione f(z) = e~* ha una singolarita isolata in zg = 0 e
dallo sviluppo di potenze di e in w = 0, per ogni z # 0 abbiamo

*5:2(_1)ni:1 1 11 11

e — e — e —
n!  zn z 222 3123

n>0

quindi Res(efé, 0) = —1. Dai precedenti risultati, per ogni curva  semplice
e chiusa omotopa a C;(0) in C\ {0} risulta

/ei dz = —2mi.
.

Come ulteriore esempio, consideriamo la funzione f(z) = 2 7 Che presenta
due singolarita isolate nei punti +i. Abbiamo allora che per ogni r > 1 si
ha

1 1 1
—9 ;
/cr( ) 211 dz m(Res(z T i) + Res(——— SR —1))

e poiche abbiamo Res(ﬁ,z’) = L mentre Res(

21
che

D) z
C7 (0)

Vediamo alcuni metodi per calcolare il residuo nel caso particolare di singo-
larita non essenziali.

ZQ—IH, —i) = — otteniamo

Innanzitutto osserviamo che dalla definizione, se f(z) ha una singolarita
eliminabile in zy, allora Res(f, zp) = 0.
Se f(z) ha un polo semplice in zy, per definizione risulta

flz) = o +Zan (z —20)",
n=0
moltiplicando per (z — zp) si ha
[e.e]

FEE—20) =t + 3 an(e — 20

n=0
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e passando al limite per z — zp otteniamo
lim f(2)(z — 20) = a—1 = Res(/, 20). (16)
Z—20

Ad esempio, calcoliamo il residuo della funzione f(z) = £% in 2z = 0.

Osserviamo che zp = 0 ¢ polo semplice per f(z) in quanto, per il Teorema
di caratterizzazione delle singolarita, per z — 0 risulta f(z)z = cos 252> —
1 # 0. Abbiamo allora che

Res(f,0) = li_r>r(1)f(z)z =1

In generale, se f(z) ha un polo di ordine m in z(, dal Teorema di caratteriz-
zazione dei poli, abbiamo che esiste una funzione g(z) olomorfa in un intorno

di zg con g(zp) # 0 e tale che f(z) = 9(2) per z # zg. Dal Teorema di

— (z—z0)™
sviluppabilita in serie di potenze abbiamo che

g(Z) = Z bn(Z - ZO)n =by+ ...+ bmfl(z — Zo)m_l + bm(z — Zo)m + ...

n=0
da cui
f(Z)Zib (z — 2 )”‘mzbioJr + b1 + by, +
2 n 0 (Z—ZO)m Z— 2 m
Ne segue allora che
g(m—l)(ZO)

Res(f, z0) = b1 = m = 1)
e poiche per ogni k € N risulta ¢ (z) = lim,_,., D®((z — 2)"f(2)) si
ottiene che
DD ((2 — 29)" f(2))
Res(f, ZO) - zli{rzlo (m — 1)‘

(17)

1

zsinz*®

Ad esempio, calcoliamo il residuo della funzione f(z) = Tale funzione

ha un polo di ordine 2 in zy = 0, in quanto

z
lim 2% f(2) = li =1#0
zl—r>r(l) 2 () zlg(lJ sin z 7
Per calcolarne il residuo utilizziamo la precedente formula;
D(z? Nz —
Res(——,0) = tim 2ESE) _ iy p 2y, Si02 20082,
zsin z z—0 1! 2—0  'sinz 2—0 sin” z

Infine, vediamo il caso di funzioni che sono rapporto di due funzioni olo-
morfe. Siano allora g(z) e h(z) funzione olomorfe in un aperto 2 e sia

_9(2)
f(Z) - h(Z)
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Se zp € Q ¢ tale che h(zg) = 0 e h'(29) # 0 (20 ¢ zero di molteplicita 1 per
h(z)) e g(z0) # 0, allora z( risulta polo semplice per f(z) ed inoltre

(o= 20)f(2) = (= ) 5 = ) S
Ne segue allora che

I o 9(z) _ g(20)
Res(f, ZO) - Zli}nzlo(z ZO)f(Z) - le_}l'Izlo h(z)fh(zo) - h/(Zo) (18)
z—20
Ad esempio, per calcolare il residuo di Sienzz, osservato che zg € zero semplice

di sin z dalla precedente formula otteniamo

z 0
Res( ‘ 0) ¢

: =1.
Sin z

cos0

4. APPLICAZIONE AL CALCOLO DI INTEGRALI

In questa sezione, attraverso degli esempi, vedremo come calcolare alcuni
integrali curvilinei ed integrali impropri utilizzando il metodo dei residui.

Come primo esempio, calcoliamo

2 1
—df.
/0 2 —sind

Possiamo riscrivere tale integrale come integrale lungo la circonferenza C; (0).
Utilizzando come parametrizzazione della curva ¢(f) = €, 6 € [0,2n],

ricordando che )
s

f(z)dz = f(e)ie® do
C1(0) 0

0 _o—

2i

2w 1 9
—df = — 5 dz
o 2—sinf cio) 1 +4iz —z

La funzione h(z) = 1 + 4iz — 22 ammette due zeri semplici nei punti

21=02+V3)i e z=(2-V3)i.

. i 0 . .
e che sinf = ¢ si ottiene

Osservato che solo zo € B;(0), posto f(z) = m, dal Teorema dei
residui otteniamo
2m 1
——df = (2)dz = 2mi Res(f(2), z2)
/0 2 —sind €1(0)
e da , essendo f(z) = h(Qz), si ha
2 2 1

Res(f(2):22) = oS = 59, — i

27 1
/ L P
0 2—sinf V3

Dunque
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In modo analogo si pud provare che per ogni a > |b| risulta

/27r L o 2

o a-+bsin® /a2 —p2

Vediamo ora alcuni lemmi tecnici che ci torneranno utili per il calcolo di
integrali impropri.

TEOREMA 4.7. (LEMMA DEL GRANDE CERCHIO)
Sia f(z) funzione definita e continua in un aperto connesso ) eccetto al pit
in zg € Q e siano Ry > 0 e 01 < 02 tali che risulti

S:={z€Cl||z— 20| > Ro, 61 <Arg(z—z9) < b} CQ
Se (z—20)f(z) > A€ C per |z] = o0, z € S, allora

lim / F(2)dz = Ni(6y — 61)
TR

R—+o00
essendo ygr = Cr(z0) NS per ogni R > Ry.

DiM. Per ogni R > Ry si ha
/ () dz :/ Flz)——2 dz+/ A4 :/ C=2)fE) =X 4 i —6y)
YR YR %0 yr ¥ T A0 YR %0

Da cui

[ s xites o) =| [ EZEZA

(z—20)f(z) = A (z = 20)f(2) = Al
< = —
< L(vr) max \ o | = R(62 — 01) max = =0
per R — +oo essendo (z — z0) f(z) = A per |z| = o0, z € S. [l
In modo analogo si prova

TEOREMA 4.8. (LEMMA DEL PICCOLO CERCHIO)
Sia f(z) funzione definita e continua in un aperto connesso 2 eccetto al pit
in zg € Q e siano rg > 0 e 01 < Oy tali che risulti

S:={z€C||z— 20| <ro, h <Arg(z—29) <603} CQ
Se (z—20)f(z) = A€ C per z — 29, z € S, allora

lim L F(2)dz = Xi(05 — 61)

r—0
essendo v = Cr(20) NS per ogni 0 < r < ry.
Infine si puo provare

TEOREMA 4.9. (LEMMA DI JORDAN)
Sia f(z) funzione definita e continua in un aperto connesso § e siano Ry > 0
e 0 <60 <0y < tali che risulti

S:={2€C]||z| > Ry, 01 <Argz <6} CQ
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Se f(z) = 0 per |z| — oo, z € S, allora per ogni o > 0 risulta

lim / f(2)e**dz =0
R

R—+4o00
essendo yr = Cr(0) NS per ogni R > Ry.
Vediamo qualche esempio.

e Calcoliamo l'integrale improprio

+oo 1
/ 154 dzx,
N +x

che risulta convergente per il criterio del confronto asintotico. La funzione
ﬁ ammette quattro poli semplici (corrispondenti agli zeri della funzione

1+ z*) nei punti z;, = ei%”, k=0,1,2,3 dove, da ,

)_1

R = —.
es( 422

1+ Z4 )y %k
Consideriamo la curva F r = [-R, R] U g essendo g la curva di parame-
trizzazione yg(t) = Re', t € [0,7]. Dal Teorema dei residui, per R > 1
abbiamo

1 . 1 1 e on
/FR 1 —|—Z4 dZ = 27TZ(RQS(W720)+RGS(H77ZI)) — 7(8 wy +e [y ) _

Poiche Hﬁ — 0 per |z| — oo, dal Lemma del grande cerchio, per R — 400

abbiamo
1
/ 1 dz — 0.
R 1+2

Dunque
400 1
/ — dr = lim — dz = T
— 0 1+.ZE R—+o00 [—R,R] 1 + z \/Q

e Calcoliamo il valore dell’integrale improprio

+00o o
sinx
dx.
0 X

Sappiamo che tale integrale risulta convergente, ma non assolutamente.
Consideriamo la funzione f(z) = <=, 2 € C\ {0}. Fissati 0 < r < R,
sia I'; g la curva avente per supporto la frontiera dellinsieme D, p = {z €
C|r < |z| < R, Im(z) > 0} percorsa in senso antiorario. Poiche f(z) risulta
olomorfa in un C\ {0} e I, r & curva chiusa omotopa ad un punto in C\ {0},

dal Teorema di Cauchy generalizzato abbiamo che

f(z)dz=0.

FT',R
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Determiniamo ora una parametrizzazione di I', . Abbiamo che I', p =
[r,RJUTg U [—R, —7r,]UT,, essendo

L.(t) =re™ te0,7] e Tgr(t)=Re", tel0,n].
Allora

/ f(z)dz = f(z)dz+ f(z)dz+/
Trr [r.R] T'r [~R—]

R _it —r it 12 %1
—/ 6dt+/ edt+/ Cdz+ | S
r t _R t Tr z I, z

Poiche lim|; |, % =0, dal Lemma di Jordan abbiamo che

fe)de+ | f(z)dz
I

€ZZ
/dz—)O, per R — +o0.
I'r <

Inoltre, essendo lim, ,ozf(z) = lim, ,oe”®* = 1, dal Lemma del piccolo
cerchio otteniamo che

e'LZ

dz——/ f(z)dz — —im, perr— 0T,
Yr

r, #
—r eit Refit
/ dt:—/ dt
_p t r t

Allora, per quanto appena provato risulta

R it —it iz iz
e’ —e€ e e 3
/ dt:—/ —/—>27r, per R — 400, r — 07
T 'r r

Infine, osserviamo che

t z

e dunque

—dt = — —dt =

/+oo sint 1 +oo eit _ efit T
0 t 2i Jo t 2

e Calcoliamo l'integrale improprio
+00
cos(ax
F(a)—/ (72)dx, a € R,
D
Innanzitutto osserviamo che tale integrale risulta convergente per ogni «

reale, essendo |°‘;ii§)] < 15z per ogni x € R, e che F(—a) = F(a). Os-

cos(az) isulta essere la parte reale della funzione

1422
+oo eiar
/ ——dr, a€R
o 1+z

. h eiaz
serviamo oOra che 1+z2?

calcoliamo dunque

A tale scopo consideriamo la curva I'p frontiera positivamente orientata
del dominio Dr = {# € C||z| < R, Im(z) > 0}. Abbiamo allora che
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I'gr = [-R, R]U~g essendo vg = Cr(0) N D. Dal Lemma di Jordan, essendo
ﬁ — 0 per |z| — 400, otteniamo che per ogni « > 0 risulta

eZO{Z
[
’YR1+Z

per R — +o00. Se a = 0, dal Lemma del grande cerchio, essendo ﬁ —0

per |z| — 400, otteniamo che

1
/ 2dz—>0
731"'7’

per R — +o0o. Inoltre, dal Teorema dei residui, poiche % ha un unico
polo semplice in D con R > 1 nel punto ¢ con

(16 %4

Res(m, 7/) =

6—0(

2
per R > 1 abbiamo che

e’LC!Z e’LaZ
/ dz = 2miRes(——,1) = wme” ™.
I'r 1 + 2,'2 1 + Z2

Dunque, per a > 0 otteniamo

1z

lim 672 dz = me @
R—+00 [~ R,R] 1+z2
da cui
+o0o iz
Fla)= / maa;) dr = lim Re(%) dz =me™ .
o0 1+x R—+o0 [-R,R] 1+2

Avendo osservato che F(—«) = F(a), ne concludiamo che

+00
Fla)= [ 9802) 4 relal vaeR.
oo 1 a?

5. APPENDICE: RESIDUO ALL’INFINITO

Diciamo che una funzione f(z) ha una singolarita isolata a oo se risulta
olomorfa in Sp := {z € C||z| > R} per qualche R > 0. Considerata la
funzione g(z) = f(1), posto r = % abbiamo allora che g(z) risulta olomorfa
in B,-(0) \ {0} e dunque che zp = 0 risulta una singolarita isolata di g(z).
Se zgp = 0 & singolarita eliminabile (rispettivamente, un polo di ordine m,
una singolarita essenziale) per g(z) diremo che f(z) presenta una singolarita
eliminabile (rispettivamente, un polo di ordine m, una singolarita essenziale)
a 00.

In particolare, se

IO SRS DL ST AN

on
neZ n=0 n=1
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¢ lo sviluppo di Laurent di f(z), avremo

1 ap, > n > an

g<z>:f(z) D DE T DY S A
nez n=0 n=1

Dunque oo risulta una singolarita eliminabile per f(z) se a, = 0 per ogni

n > 0, ovvero se

= a
f(Z) = Z_nna Vz € SR7
n=0
risulta un polo di ordine m se a,, = 0 per ogni n > m mentre a,, # 0, quindi
se
> a
f(z) = Z Z;nn + a1z 4 a2’ + ...+ amz™, Vz e Sp.
n=0

Infine avremo una singolarita essenziale se a,, # 0 per infiniti indici n > 0.

Dai Teoremi di caratterizzazione delle singolarita segue inoltre che

(1) oo é singolarita eliminabile per f(z) se e solo se

lim f(z)=/¢¢€C,

|z| =00
(73) oo € un polo per f(z) se e solo se

lim |f(2)] = +oo.

|z]—o0

In particolare, ¢ un polo di ordine m € N se e solo se

- f(z)
lim —= =¢e C\ {0};
|z|] =00 2™ \{ }7
(#i7) oo € una singolarita essenziale per f(z) se e solo se non esiste il
limite
lim |£(2)].
|z| =00
Osserviamo inoltre che dal Teorema di sviluppabilita in serie di Laurent
per la funzione f(z), essendo a,, il coefficiente della potenza z" risulta

1
ap = i f(wi dw, Vn€eZ
2mi Je, ) wt
essendo p > R. Operando il cambiamento di variabile w = %, osservato che

w = pe? € C,(0) se e solo se z = %e_w € —C% (0), otteniamo

1 1 1
4y = —— / gfj)l <_2> dz = — gl(i)l dz, VnéelZ
21 J ¢y (0) # z 21t Je, 0) 2
P P

Si chiama residuo di f(z) all’co il valore

1 1
Res(f, OO) =01 = — o f(z) dz = — f(Z) dz
21 C,,(O) 271 —Cp(O)
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dove p > R. Da quanto osservato sopra abbiamo allora che
Res(f,0) = —Res(&?,O)
z
Vale inoltre

TEOREMA 4.10. (DEI RESIDUI ALL’00)

Sia f(z) funzione olomorfa in Sg per qualche R > 0 eccetto al pit un numero
finito z1, zo, ..., zp, di singolarita isolate e sia D un dominio normale regolare
tale che Br(0) C D per cui zx, & 0D per ogni k = 1,2,...n allora

/B+D f(w)dw = —2mi(Res(f, 00) + Z Res(f, zx)).

z,€C\D






CAPITOLO 5

MISURA E INTEGRALE DI LEBESGUE

1. COSTRUZIONE DELLA MISURA DI LEBESGUE IN R"

Denoteremo nel seguito con P la famiglia dei plurintervalli di R™ ovvero dei
sottoinsiemi di R™ della forma

P=I xIyx..xI,CcR"

essendo I C R un intervallo limitato, eventualmente vuoto o costituito da
un unico punto, per ogni kK = 1,..,n. Definiamo, in accordo con i concetti
di lunghezza, area e volume, la misura di un plurintervallo ponendo per ogni

PeP

n
m(P) =[] (ox — aw),
k=1
essendo P =17 X Is X ... X I, e ap < b gli estremi dell’intervallo I} per ogni
k =1,..,n, con la convenzione che m()) = 0.
Possiamo estendere in modo naturale il concetto di misura alla famiglia
degli insiemi elementari & costituita da unioni finite di plurintervalli: E € &
se esistono un numero finito di plurintervalli P, € P, k = 1,2, ...,n, tali che

n
E=|]JP.
k=1

E immediato che unione, intersezione e differenza di insiemi elementari e
insteme elementare.

Si definisce allora la misura m di un insieme E € &y ponendo
n
m(E) = m(P)
k=1

essendo E = |Jj_; P; con P, € P a due a due disgiunti (dove qui e nel
seguito intendiamo che due insiemi sono disgiunti se sono privi di punti
interni comuni).

Tale definizione non dipende dalla decomposizione dell’insieme in plurin-
tervalli disgiunti.

Infatti, se E = Up P, = U;Qj, dove P, € P e Q; € P sono a due a due disgiunti allora,
essendo P, NQ; € P e la misura m additiva in P (i.e. m(PUQ) = m(P)+m(Q) per ogni
P,Q € P disgiunti), otteniamo

S m(P) =Y m(UPNQ;) = ZZm(Pk nQ;) = Z_m(ukPk nQ;) = Zm(Qj)-

77
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Osserviamo che m(E) > 0 per ogni E € & e che tale misura verifica le
seguenti proprieta in &:
e invarianza per traslazione: se E € &y allora per ogni r € R" risulta
m(E)=m(E+r) (dove E4+r={z+r|z € E}),
e monotonia: se E C F' € & allora m(E) < m(F),
o additivita: per ogni E, F € & disgiunti risulta m(EUF) = m(E)+
m(F),
Proviamo che vale inoltre la seguente proprieta

TEOREMA 5.1. (0-SUBADDITIVITA)
Se E € & ¢ tale che E C |Up~, By dove (Ey)ken C &, allora

E) <) m(Ey).
k=1

DiMm. Dato E € &, per ogni € > 0 si ha che esiste un chiuso F' € & tale che FF C F e
m(F) > m(E) — 5. Inoltre, per ogni Ex € & esiste un aperto Ay € & tale che Ex, C Ay e

£

Allora F C |J, Ax e dunque, dal Teorema di Heine-Borel, esiste una sottofamiglia finita
Akyy oy Ak, tale che F' C (J]_, Ay;. Dalla proprieta di monotonia e di additivita si ha

allora che
< m(U Agy) = m(Ax;) <> m(Ax)

e dunque che
5 5
m(E) < m(F 5 ; m(Ag) + = <Z 2k+1 5 ;m

Dall’arbitrarieta di € segue la tesi. O

Dalle proprieta di additivita e di o-subadditivita segue che la misura m su
&y verifica anche la proprieta di o-additivita, ovvero se E € &y ¢é tale che
E =Jp2, Ex, dove (Ey)ren C & sono a due a due disgiunti, allora

= m(Ey).
k=1

Infatti, per ogni N € N risulta Ui\le FEi, C E e dunque dalle proprieta di monotonia e di

additivita si ottiene
N N
>m(|J Ex) =) m(Ex)
k=1 k=1
e quindi, passando al limite per N — 400, otteniamo Y =, m'(Ex) < m(E). Dalla
proprieta di o-subadditivita segue allora che m(E) = >";2 | m(Ex).

Sia ora A un qualunque sottoinsieme di R™, definiamo la misura esterna di
A, p*(A), ponendo

pr(A) == inf{> m(P)| Py € P, AC | JP:} €[0,+00].
k k
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Dalla proprieta di o-subadditivita si ha che u* estende la misura m nel senso
che se A € & allora, u*(A) = m(A). Valgono inoltre le seguenti proprieta

e invarianza per traslazione: per ogni A C R™ e ogni r € R” risulta
pr(A) = p*(A+r);
e monotonia: se A C B allora p*(A) < p*(B).
Osserviamo inoltre che se A = |J;2 | P, con P, € P a due a due disgiunti,
allora

w(4) =" m(By).
k=1

Infatti, dalla definizione di misura esterna si ha che p*(A) < >°727, m(Px). Per provare
la diseguaglianza opposta osserviamo che per ogni K € N risulta Uszl Pr C A e dunque
dall’additivita di m e dalla monotonia di p* otteniamo

S m(Pe) = m(|J P = (1 Po) < 47 (4)
k=1 k=1 k=1

e passando al limite per K — 400, concludiamo che Y -, m(Pr) < p*(A).

Ne segue in particolare che ogni insieme numerabile A C R™ ha misura
esterna nulla. Infatti, se A = {z;, i € N} allora p*(A) = 372, m({xz;}) =
0. In particolare si ottiene che I'insieme dei numeri razionali Q ha misura
esterna nulla in R. Osserviamo inoltre che se A € R"~! allora la sua misura
esterna (in R™) ¢ nulla.

Vale inoltre

TEOREMA 5.2. (0-SUBADDITIVITA)
Se A C R™ ¢& unione di una famiglia numerabile di sottoinsiemi Ay di R™,
allora

) <7 (A,
k=1

DiM. Dalla definizione di misura esterna, per ogni € > 0 e per ogni k € N, esiste P;, € P
tale che Ay C |J; Pjx e

Allora A C U, U, Pjk e dalla definizione di misura esterna otteniamo
* * E *
pr(A) S DY m(Pik) < D (0 (AR) + o) = D u(Ak) e
kg k k

Dall’arbitrarieta di € > 0 segue la tesi. O

Si puo provare che la misura esterna non soddisfa la proprieta di additivita
(paradosso di Banach), tale proprieta risulta verificata (si veda il prossimo
Teorema se consideriamo tale misura ristretta ad un’opportuna famiglia
di sottoinsiemi di R™, gli insiemi misurabili.
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Denotata con £ la famiglia delle unioni al pit numerabili di plurirettangoli,
diciamo che un insieme A C R™ ¢ misurabile (secondo Lebesgue) se per ogni
€ > 0 esiste un insieme E € &£ tale che

P (EAA) < g,

essendo EAA = (E\ A)U(A\ E) la differenza simmetrica tra gli insiemi F
e A. Denoteremo con M la famiglia di insiemi misurabili di R".

Dalla definizione segue immediatamente che & C M ed in particolare che gli
insiemt elementari sono misurabili. Risulta quindi misurabile R™ ed inoltre,
essendo ogni aperto unione numerabile di plurirettangoli, ogni sottoinsieme
aperto di R™ risulta misurabile. Si ha inoltre che ogni insieme di misura
esterna nulla ¢ misurabile (basta considerare per ogni € > 0, l'insieme E =
) € € ed osservare che EAA = A).

Vale poi il seguente risultato

TEOREMA 5.3.
Se A e B sono insiemi misurabili allora AUB, ANB e A\ B sono misurabili.

DiM. Proviamo innanzitutto che se A, B € M allora AUB € M. A tale scopo osserviamo
che dalla definizione, per ogni € > 0, esistono E, F' € £ tali p*(EAA) <e/2e u*(FAB) <
/2. Inoltre, essendo (E U F)A(AU B) C (EAA) U (FAB), dalla monotonia e dalla o-
subadditivita di 4* abbiamo p*((EUF)A(AUB)) < p*(EAA)+ p*(FAB) < € e poiche
EUF €&, ne segue che AU B € M.

Proviamo ora che se A, B € M allora ANB € M. Osserviamo innanzitutto che se A € M
allora R"\ A € M (difatti per ogni E € E risulta R"\E € £ e EAA = (R"\ E)A(R™\ 4)).
Presi allora A, B € M ¢ sufficiente osservare che AN B = R"™ \ [R"\ A) U (R"\ B)] e
dunque, per quanto sopra, AN B € M.

Infine, per provare che se A,B € M allora A\ B € M, per quanto appena provato &
sufficiente osservare che A\ B= AN (R" \ B). ([

Vale inoltre

TEOREMA 5.4.
M & una o-algebra, ovvero se Ay, € M per ogni k € N allora | Jp2 | A € M
e MNrey A € M.

DiM. Sia (Agx)ren una famiglia numerabile di insiemi misurabili e sia A = (J;—; Ax. Per
ogni € > 0 e ogni k € N, poiche ogni Ay € M, abbiamo che esiste Ej € £ tale che

* g
) (EkAAk) < ka

Posto E = |J;=, Ek, abbiamo che F € £ e EAA C ;2 (ExAAg). Dalla o-subadditivita
della misura esterna segue allora che

?r‘m

=&

(EAA) < (ELNAR) <
o ( )_;/L(k k) ;2

e dunque che A = [J;2 | Ar € M.
Infine, essendo, dal Teorema 2, misurabili i complementari di insiemi misurabili, otteniamo
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che Ny2, Ax € M essendo

[e'S]

ﬁAk:R”\ U ®™\ Ay).

=1

O

Vale il seguente risultato che prova che la misura esterna risulta additiva

in M

TEOREMA 5.5. (ADDITIVITA)
Se A e B sono insiemi misurabili disgiunti allora p*(AUB) = p*(A)+u*(B).
Dmm. Proviamo innanzitutto che p* & additiva in £. A tale scopo osserviamo che dalla
proprieta di o-subadditivita e sufficiente provare che se A, B € £ sono insiemi disgiunti
allora

1 (A) +p"(B) < p" (AU B). (19)
Siano (Px)k € P e (Q;); € P disgiunti tali che A = |, Pr e B = |J; Q;. Allora, per
quanto gia visto, risulta

pA) = m(P) e u*(B):Zm(Qj)-

Se una delle due serie risulta divergente allora (19)) ¢ immediata. Se entrambe le serie
risultano convergenti, preso comunque € > 0, siano N, M € N tali che

S m(p) < % e Y m@)< %
k>N i>M

Allora, posto Ay = Uivzl Py e By = UJM:1 Qj, essendo A e B disgiunti e la misura m
additiva su &, otteniamo

WA i (B) = Do mlPe) + 3o m(Qs) < D mUPe) + 3 m(Qs) +e

k=1 j=1
=m(AN) + m(Bu) +e=m(An UBm) +e=p"(AvUBum) +&.
Poiché Ay UBy C AU B e p* @ monotona ne deduciamo che
p(A) +p"(B) < p (AUB) +¢
e dall’arbitrarieta di € segue (19).

Proviamo ora che p* risulta additiva in tutto M. Siano allora A, B € M disgiunti.
Preso € > 0, siano E, F' € £ tali che p*(EAA) < e e p*(FAB) < ¢. Abbiamo allora che
EUF € £ ed inoltre, dal Teorema 2, che AU B € M. Poich¢ AN B = () abbiamo che
ENF C (EAA)U(FAB) e dunque, dalla o-subadditivita di p*,

p(ENF) < p (EAA)+ p*(FAB) < 2¢
Poiche per quanto provato sopra p* & additiva in £, abbiamo che
W(EUF) = @ (B) + 5" (F) — " (BN F) > 1 (E) + 1° (F) — 2 (20)

Inoltre, essendo A C EU (EAA) abbiamo che p*(A) < p*(E) + u"(EAA) < u*(E) + € e,
analogalmente, si ha che p*(B) < p*(F) +e¢. Da otteniamo allora che

1 (A) +u"(B) < p"(BE) + p"(F) + 26 < p" (EUF) + 4 (21)

Ora, essendo p*(EUF) < p*(AUB) + u"((EUF)A(AUB)) e (FUF)A(AUB)) C
(EAA)U (FAB), otteniamo che

W(EUF) <p (AUB)+ p" (EAA) + pu" (FAB) < (AU B) + 2¢
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Da segue allora che
p(A)+ p"(B) < " (AUB) + 6¢
e dall’arbitrarieta di e segue che p*(A) + p*(B) < p*(A U B). Poiche la disuguaglianza
opposta € sempre valida (per la o-subsdditivita di ©*), otteniamo la tesi. O
Denoteremo con p la restrizione della misura esterna p* a M:
p(A) = p*(A), VAeM

Tale misura e detta misura di Lebesgue in R” e per quanto provato tale misura
risulta additiva e o-subadditiva. Segue allora che la misura di Lebesgue in
M & o-additiva, ovvero se (Ag)ken € una famiglia numerabile di insiemsi
misurabili a due a due disgiunti allora

p(J Ar) =D p(Ag)
k=1 k=1

Utilizzando la o-additivita della misura si puo inoltre provare il seguente
risultato di continuita della misura di Lebesgue lungo successioni “monoto-

ne”

TEOREMA 5.6. (CONTINUITA DELLA MISURA)

(1) Se (Ax)ken € una famiglia numerabile di insiemi misurabili tali che
Ay, C Agy1 per ogni k € N allora

lim u(Ag) = U Ay)

k——+o0

(ii) se (Ag)ken € una famiglia numembzle di insiemi misurabili tali che
A1 C Ag per ogni k € N e se ,u(Al) < 400 allora

li (Ag) Apg)

Concludiamo con un esempio di insieme non misurabile, dovuto a E. Vitali.
Nell'insieme (0,1) C R definiamo la seguente relazione: diciamo che z,y €
(0,1) sono equivalenti se x —y = r € Q. Scegliamo in (0,1) un ed un
solo elemento per ciascuna classe di equivalenza e denotiamo con V' C (0,1)
Iinsieme costituito da tali punti: abbiamo quindi che se u,v € V', con u # v,
allora v — v € Q e che per ogni x € (0,1) esiste v € V tale che z — v € Q.
Tale insieme non risulta misurabile secondo Lebesgue.

Per assurdo supponiamo che V risulti misurabile. Per ogni g € (—1,1)NQsia V, =q+V.
Avremo allora che, per ogni ¢ € (—1,1) N Q, Vg C (—1,2) & misurabile con p(Vg) = u(V)
e che V; NV, = 0 per ogni p # ¢. Infatti se z € V, NV, allora, per definizione, esistono

u,v € V talicheu+qg=z=v+pedunque u—v =p—q € Q. Per la scelta di V avremo
allora u = v e dunque p = ¢. Sia ora

U= U V‘I?

q€(—1,1)NQ
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avremo che U & misurabile e dalla proprieta di o-additivita risulta
p@= > pVy)= > wV)
q€(—1,1)NQ g€(=1,1)NQ
Poiche U C (—1,2) avremo u(U) < 3 e dunque la precedente uguaglianza sara valida solo
se u(V) = 0 da cui u(U) = 0. D’altra parte, osserviamo che per ogni z € (0,1) esiste
v €V tale che x —v =¢q¢ € QN (—1,1) ovvero risulta z € V. Ne segue che (0,1) C U e
dunque la contraddizione u(U) > 1.

2. FUNZIONI MISURABILI

Dato un insieme misurabile F di R", una funzione f : £ C R” — R & detta
misurabile su E se per ogni a € R il sopralivello

fai={z € E|f(x) > a} = f~((a,+00))
risulta misurabile.

Osserviamo che, dalle proprieta di M segue che se f : F C R® — R ¢
misurabile allora risultano misurabili i sottolivelli

fle={zc E|f(x) <b}=f1((~o0,b)), VbeR.

Un esempio elementare di funzione misurabile ¢ dato dalla funzione carat-
teristica xg di un insieme misurabile £ C R™:

1 sexeF

xp(@) = 0 sexeR"\FE

Ad esempio, la funzione di Dirichlet & la funzione caratteristica dell’insieme
E =Qn0,1], ed essendo E misurabile, tale funzione risulta misurabile.

Poiche la controimmagine di aperti mediante funzioni continue sono aperti
e dunque misurabili, le funzioni continue su un insieme misurabile E C R"
sono misurabili. Si ha inoltre che somma, differenza, prodotto e quoziente di
funzioni misurabili sono misurabili e che limiti puntuali di funzioni misurabili
sono misurabili.

Una funzione misurabile s : £ C R* — R & detta funzione semplice se
assume un numero al pitt numerabile di valori distinti (un esempio e dato
dinuovo dalla funzione di Dirichlet, la funzione parte intera e altro esempio
di funzione semplice, cosi come le funzioni costanti a tratti).

Osserviamo che se aq, ag, ..., ag, ... sono i valori distinti assunti dalla funzione
semplice s(x) in E potremo scrivere

[e.@]
s(x) = ZakXEk(x)7 r ek,
k=1

essendo By = {x € E|s(z) = ax}, k € N, insiemi misurabili a due a due
disgiunti. Denoteremo nel seguito con & l'insieme delle funzioni semplici in
R™. Vale il seguente risultato
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TEOREMA 5.7.
Una funzione misurabile & limite puntuale di una successione crescente di
funzioni semplici.

DiMm. Per ogni n € N e z € E poniamo

sn(x) = m2: L se 22t < f(z) < 3% per qualche m € Z
ovvero
sn) = 30 " (@)
mez
dove Epn = {z € E| 22 < f(z) < 2}. Allora, essendo f(z) misurabile avremo

Epn € M per ognin € Nem € Z e dunque che ogni s,(x) risulta misurabile in E.
Inoltre si ha | f(z) — sn(x)| < 5 — 0 per n — +o0. Infine osservato che

-1
{ze BT~ < f@) < o
2m — 2 2m — 1 2m — 1 2m
={z el gn i1 Sf($)<W}U{$€E|W§f($)<W}7

si ha che se sp(z) = %t allora z € {z € E| % < f(z) < %} e dunque = € {z €

2n on
B|2m22 < f(x) < 2251}, da cui spa(z) = 222 = s, (x), oppure z € {z € B| 22et <

f(z) < $£225}, da cui spyi(x) = 22+ > su(x). Ne segue allora che s, () < snq1(z) per

ogni « € E e dunque che la successione (sp)nen risulta crescente in E. ]

3. DEFINIZIONE DELL INTEGRALE DI LEBESGUE
Definiamo innanzitutto I'integrale di Lebesgue per una funzione semplice.

Data una funzione semplice non negativa s : E C R™ — [0, 400) poniamo

o

/ s(z)dzx = ari(Ey) (22)
E

k=1

essendo aj,as, ..., ak, ... 1 valori distinti assunti dalla funzione semplice s(x)
e By, ={z € E|s(z) = ar} per ogni k € N, con la convenzione che se a, = 0
e u(Ey) = oo allora agpu(FEx) = 0. Osserviamo che la serie in ¢ serie a
termini non negativi, dunque regolare, e quindi che [, s(z) dz risulta sempre
definito, eventualmente pari a +oo.

Dalla definizione e dalla proprieta della misura seguono inoltre le seguenti
proprieta

e [inearita: Per ogni o, € R e ogni s1,s9 € S non negative in
E € M risulta che asy + 8s3 € S e vale

é st (2) + Bsa(x) d = a /E s1(x)dz + B /E s2(x) da;

e monotonia: Se s1,52 € S e 0 < s1(z) < s2(x) per ogni x € E allora

/Esl(:c)dx</Esz(x)dx;
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e Se s € S non negativa in £ € M e A ¢ sottoinsieme misurabile di

E allora
/S(:U)dxg/s(x)d:c
A E

e additivita: Se s € S non negativa in £ € M e A, B sono sottoin-
siemi misurabili disgiunti di F allora

/AUBs(x)dx:/As(:z:)dx—i—/Bs(x)dx

e o-additivita: Se s € S non negativa in £ € M e Ag, k € N, sono
sottoinsiemi misurabili disgiunti di E allora, posto A = ;o Ak,

risulta
s(z)dr = / s(z) dx
fyae= ],

Dalla definizione si ha in particolare che per ogni insieme misurabile £ C R™
risulta

[ et dz = ue)

Da cui ad esempio otteniamo che la funzione di Dirichlet ha integrale nullo

D(x) dz = / Yomou) (@) dz = u(@N[0,1]) = 0.
[0,1] [0,1]

Sia ora f : E C R™ — R una funzione non negativa e misurabile sull’insieme
misurabile £ C R", e sia s, : £ C R" — R una successione crescente di
funzioni semplici non negative convergente puntualmente ad f(x) in E. Si
definisce integrale di Lebesgue di f(z) in F il limite

/f(ac)da: := lim sp () dx
E

n—+400 E

Osserviamo che essendo la successione crescente il limite a secondo membro
esiste (eventualmente infinito). Si puo inoltre provare che tale definizione
non dipende dalla successione approssimante scelta.

Una definizione alternativa puo essere data utilizzando il seguente risultato

TEOREMA 5.8.
Sia f(x) funzione misurabile non negativa nell’insieme misurabile E C R™.

Allora
/ f(z)dx = sup{/ s(x)dx|s € 8,0 <s(z) < f(z) Ve € E}.
E E

Dmm. Sia s, : E C R" — R crescente di funzioni semplici non negative convergente
puntualmente ad f(z) in E. Per ogni n € N risulta s, € S € 0 < sp(z) < f(z) per ogni
x € E. Allora posto

I:sup{/Es(a:)da:|s €8,0<s(z) < f(z) Vz € E},
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risulta I > [, sn(x) dz per ogni n € N e quindi dalla definizione si ottiene

> /Ef(x) dx

Viceversa, dalla definizione di estremo superiore, preso comunque € > 0, sia s; € S tale
che 0 < s1(z) < f(z) per ogni z € E e

/sl(m)dmZIfE
B 2

L = sup{/E s(z)dz|s € S,s1(x) < s(z) < f(x) Ve € E},

e sia s € S tale che 0 < s1(x) < s2(x) < f(z) per ogni z € E e

Poniamo

/EsQ(w)dwzhsz/Esl(x)dxfi217372

Procedendo per induzione, si ottiene una successione (s, )nen di funzioni semplici tali che
$n(x) < sny1(z) < f(x) per ogniz € E e

2. ¢

k

/ Sn+1(x) dx Z I —
E

[\]

k=1

Poiche (sn(x))nen € successione crescente, sia g(x hlf sn(x) per ogni z € E.
— 400

n

Otteniamo allora che g(z) & misurabile e che, per definizione,

. o~ €
/Eg(ac)dac: lim Ean(m)dmZI—Zz—k:I—a
k=1

n—+oo

Essendo g(z) < f(x) per ogni € E ne segue che

/Ef(w)dxz/Eg(w)dmZI—s

e dall’arbitrarieta di € > 0 otteniamo la tesi. O

Se f(x) e funzione misurabile sull’insieme misurabile £ C R"™, potremo
decomporla come differenza della sua parte positiva e negativa: f(x) =

ft(z) — f(z) essendo
[T (x) := max{f(z);0} e f (z):=max{—f(z);0}, VzcE,

funzioni misurabili e non negative in £. Se almeno uno dei due integrali
I5 f*(x) dzx ¢ finito, si dice integrale di Lebesgue di f(x) su E la quantita

| t@ar= [ fraie= [ @

Se [, f(x)dx & finito (ovvero se [, f*(z)dz sono entrambi finiti) , si dice
che f : E C R" — R ¢ integrabile (o sommabile) secondo Lebesgue su FE.
La famiglia delle funzioni a valori reali sommabili in F verra denotata con
L1(E;R).

Osserviamo che essendo |f(z)] = fT(x) + f~(z), si ha che una funzione
f(z) risulta sommabile in E se e solo se risulta tale | f(z)|. Possiamo quindi
scrivere

LYE;R) = {f: ECR" — R misurabili| /E |f(z)|dz < 4o00}.
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Osserviamo inoltre che se s : R” — R ¢ funzione semplice allora s(z) risulta
sommabile in R"™ se e solo se la serie in (22)) & convergente.

Utilizzando la definizione si possono provare le seguenti proprieta dell’inte-
grale di Lebesgue

e linearita: Per ogni o, € R e ogni f,g € L}(F;R) risulta che
af + Bg € LYE;R) e vale

/Eaf(x)—l—ﬁg(x)d:v:a/Ef(ﬂc)dx+B/Eg(a:)dx

e monotonia: Se f,g € L(E;R) e f(x) < g(z) per ogni x € E allora

[ s@as < [ gwyan

e Se f € LYE;R) e A & sottoinsieme misurabile di E allora f €

LY(A;R) e
/A (@) da < /E ()| da

e additivita: Se f € LY(E;R) e A, B sono sottoinsiemi misurabili
disgiunti di E allora

o= i | s

o o-additivita: Se f € LY(E;R) e Ay, k € N, sono sottoinsiemi
misurabili disgiunti di £ allora posto A = Uk,:1 Ay, risulta

/Af(x)dx:kzl Akf(gv)d:v

e Se ¢ € LY(E;R) e f & misurabile in E con |f(x)| < ¢(z) per ogni
r € E, allora f € LY(E;R).

Infine, se f : F C R®™ — C, diremo che f(x) ¢ misurabile sull’insieme
misurabile F se risultano tali la sua parte reale e la sua parte immaginaria.
Allo stesso modo, diremo che f(z) ¢ sommabile in E se sono tali la sua parte
reale e la sua parte immaginaria. In tal caso, se f(z) = u(x) + iv(z), dove
u,v: E CR"™ — R, si pone

/Ef(x)deiZ/Eu(a:)da:+i/Ev(x)dxe(C

Denoteremo con £!(E;C) la famiglia delle funzioni a valori complessi som-
mabili in E. Come nel caso di funzioni a valori reali abbiamo che f €
LY(E;C) se e solo se |f| € LY(E;R) e possiamo scrivere

LYE;C)={f:ECR" — C misurabili| /E |f(z)|dz < 4o00}.
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Le proprieta elencate per l'integrale di funzioni reali possono essere este-
si all’integrale di funzioni complesse eccetto le proprieta che coinvolgono
I'ordinamento di R.

Considerata una famiglia P(x) di proposizioni dipendenti da x € E C R",
diremo che P(x) & vera quasi ovunque (per brevita q.o.) se l'insieme {z €
E|P(x) ¢ falsa} ¢ misurabile di misura nulla.

Ad esempio, affermare che f(xr) = g(z) q.0. in FE significa che u({zx €
E| f(z) # g(x)}) = 0: ad esempio abbiamo che la funzione di Dirichlet ¢
q.o. nulla in [0, 1] essendo x([0,1] N Q) = 0.

Osserviamo che, dalla definizione di integrale, se f(x) = g(x) q.0. in E e
g(x) risulta sommabile in E allora anche f(x) risulta sommabile in E e

/Ef(x)dx:/Eg(a:)daz

Viceversa, abbiamo che se [, |f(x)| dz = 0 allora u(E) = 0 oppure f(z) =
per q.o. x € F.

Nel seguito penseremo quindi identificate in £'(E;C) funzioni q.o. uguali
e scriveremo che f = g in £!(FE;C) intendendo che f(x) = g(x) per q.o.
re kL.

4. CONFRONTO TRA L’'INTEGRALE DI LEBESGUE E DI RIEMANN

Mostreremo nel prossimo risultato che ogni funzione limitata integrabile
secondo Riemann in un intervallo [a,b] C R risulta integrabile secondo Le-
besgue in tale intervallo e che i due integrali coincidono. Vedremo inoltre che
affincheé una funzione risulti integrabile secondo Riemann questa dovra sod-
disfare a delle condizioni di continuita piuttosto restrittive. Abbiamo quindi
che la teoria dell’integrazione di Lebesgue estende la teoria di Riemann ad
una classe molto pitt ampia di funzioni. Altro vantaggio e che, utilizzan-
do l'integrale di Lebesgue, risultano semplificate le ipotesi per il passaggio
al limite sotto il segno integrale (si veda la prossima sezione), risultati che
torneranno utili nel seguito.

Data f : [a,b] — R, denoteremo nel seguito con ff f(x) dx lintegrale di
Riemann e con f[a ] f(x) dz l'integrale di Lebesgue. Vale allora

TEOREMA 5.9.
Se f(x) ¢é funzione integrabile secondo Rz’emann nell’intervallo [a,b] allora
f(zx) & integrabile secondo Lebesgue in [a,b]

DiM. Dalla definizione di integrale di Riemann, sia (Pk)keN una successione di partizioni
di [a, b] tale che per ogni k € N, Py, C Py, |z —y| < 7 perogni z,y € Py e

Jim S(Py) =S(f) e kgrfws(Pk)— s(f)
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dove ricordiamo che se P = {a = 2o < 1 < .... < &, = b} allora

n n

S(P) =Y (win1—w)sup{f(2) |z € [ws,win]} e s(P):i=Y (win1—w:) inf{f(2) |z € [z, 2i11]}

=0 1=0

mentre
S(f) := inf{S(P) | P partizione di [a,b]} e s(f):=sup{s(P)|P partizione di [a,b]}
Per ogni partizione Py = {a = zf <z} < ... < xﬁk = b} poniamo

Ur(a) = f(a) e Ug(z) =sup{f(z) |z € [zf, 2f, 1]}, seal <z <af,

Li(a) = f(a) e Li(z)=inf{f(z)|z € [mf,xfﬂ}}, sexh <z < xf_,_l.

Allora, dalla definizione si ha

U(e)dz =y sup{f () |z € [zi,zita]}p((ei, zia]) = S(Pe)
[a,b] i=0
e analogalmente

/ Li(x)dz =) inf{f(2) |z € [z, w1 ] }p([s, wit1]) = s(Pr)

[a,b] i—0

Inoltre poiché per ogni = € [a,b] risulta Li(z) < Lit1(z) < f(z) < Ukgi(z) < Ur(z),
le successioni (Lk)ken € (Uk)ken ammettono dunque limite puntuale che denotiamo ri-
spettivamente con L(x) e U(z). Tali funzioni, in quanto limiti di funzioni semplici, sono
misurabili in [a, b] e, dalla definizione di integrale di Lebesgue, risulta

U(z)dz = li U de= 1 S(Py) =S
[ vEde= i [ U= S0 = S

e analogalmente, f[a y L(@) dz = s(f).

Per definizione, abbiamo che f(x) risulta integrabile secondo Riemann se e solo se s(f) =
b
S(f)= [, f(z)dz , ovvero se e solo se

/[a,b] U(x)—/[ayb]L(m)dm_/abf(m) i

e dunque f[a ] U(z) — L(z)dz = 0. Poiche U(z) > L(z) per ogni = € [a
verificato se e solo se U(z) = L(z) per q.0. = € [a,b]. Essendo infine L(z) <
per ogni z € [a, b], otteniamo che

,b], cid sara
(z) <U(x)

L(z) = f(z) = U(x) per q.0. z € [a,b]

e dunque che f(z) & misurabile in [a,b] con

b
z)dr = U(x)dr = x) dx
e /H (@) / 0

Ne segue inoltre

TEOREMA 5.10. (D1 VITALI-LEBESGUE)
Sia f(x) funzione limitata nell’intervallo [a,b]. Allora f(z) é integrabile
secondo Riemann in |a,b] se e solo se f(z) é q.o. continua in |a,b].
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Div. E sufficiente osservare nella precedente dimostrazione che f (z) risulta integrabile
secondo Riemann se e solo se U(z) = L(z) per q.o. = € [a,b] e che tale condizione &
verificata se e solo se f(x) risulta q.o. continua in [a, b]. Infatti, se © & Pi per ogni k € N
allora U(x) = L(x) se e solo se f(x) risulta continua in z. Essendo J,cy Pr un insieme

numerabile, segue la tesi. U

Il classico esempio di funzione limitata non integrabile secondo Riemann ma
integrabile secondo Lebesgue ¢ la funzione di Dirichlet in [0, 1], osserviamo
difatti che tale funzione non ¢ continua in ogni z € [0, 1].

Riguardo all’integrale improprio di Riemann, abbiamo la seguente relazione
con l'integrale di Lebesgue. Abbiamo che se |f(x)| risulta integrabile in senso
improprio in (a, b] allora f(x) risulta integrabile secondo Lebesgue in (a, b]
e vale

b
[ t@ae= [ jds
a (a,b]

Si ha invece che la funzione non risulta integrabile secondo Lebesgue in (a, b]

se I'integrale improprio f; |f(z)| dz risulta divergente anche se f; f(z)dx
converge. Infatti ricordiamo che f(x) risulta integrabile secondo Lebesgue se
e solo se risulta tale | f(z)|. Un esempio ¢ dato dall’integrale fol 1 sind dz che
risulta convergente ma non assolutamente convergente, la funzione %sin%
non risulta quindi integrabile secondo Lebesgue in (0, 1].

Analogalmente, nel caso di funzione integrabile in senso improprio in un
intervallo illimitato, abbiamo che f(x) risulta integrabile secondo Lebesgue
in [a,400) se l'integrale improprio risulta assolutamente convergente ed in

tal caso vale N
| fwd= [ @
a [a,+00)

*% dx risulta convergente ma non assoluta-
mente convergente. Dunque la funzione *-* non risulta integrabile secondo
Lebesgue in [1,+00) pur essendo integrabile in senso improprio.

Ad esempio ¢ 'integrale ffroo

Infine, vediamo come si estende il Teorema fondamentale del calcolo inte-
grale nella teoria dell’integrale di Lebesgue. Sia f(z) funzione integrabile
secondo Lebesgue in [a,b] C R e sia

F(z)= [ ]f(t)dt, x € [a,b]

r q.0. x € (a,b).
(x) & integrabile

allora F'(z) risulta q.o. derivabile in [a,b] e F'(z) = f(x
Viceversa, se F'(x) ¢ derivabile in [a,b] (non solo q.0.) e
secondo Lebesgue in [a, b] allora

F(x) :F(a)—i—/[ ]F’(t)dt.

pe
F/
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5. PRINCIPALI TEOREMI SULL'INTEGRALE DI LEBESGUE

Iniziamo con il riportare i principali risultati riguardanti il passaggio al
limite sotto il segno di integrale. Ricordiamo che per quanto riguarda l’inte-
grale di Riemann abbiamo che se (f,(z))nen € una successione di funzioni
continue in |a,b] a valori complessi, uniformemente convergente ad f(x) in
[a,b], allora

b b
/ fn(x)dxﬁ/ f(z)dx pern — 4oo.

L’integrale di Lebesgue permette di generalizzare il precedente risultato
considerando condizioni di convergenza piu deboli. Abbiamo difatti

TEOREMA 5.11. (D1 B. LEVI DI CONVERGENZA MONOTONA)

Sia (fn)nen una successione di funzioni reali misurabili sull’insieme misu-
rabile E C R™ tale che 0 < fu(x) < fuy1(x) per qo. x € E e ognin € N.
Se per n — +00, fn(x) — f(x) per q.o. x € E, allora

/fn(x)dx%/fn(a:)da: per m — +00.
E E

Ne segue in particolare

COROLLARIO 5.1. (INTEGRAZIONE TERMINE A TERMINE)
Sia (fn)nen una successione di funzioni reali misurabili e non negative sul-
linsieme misurabile E C R™. Se

flx) = an(x) per q.o. v € E,

keN

[E f@yde =Y /E f() da

keN

allora

Vale inoltre

TEOREMA 5.12. (D1 H. LEBESGUE SULLA CONVERGENZA DOMINATA )

Sia (fn)nen una successione di funzioni misurabili sull’insieme misurabile
E C R™ e sia ¢ funzione sommabile in E tale che |fn(x)| < o(z) per g.o.
x € E. Se pern — +o00o, fo(xr) = f(x) per qo. x € E, allora f risulta
sommabile in E e

/fn(x)dq:%/f(x)dx, per n — +oo.
E E

Il prossimo risultato estende all’integrale di Lebesgue le note formule di
riduzione per l'integrale multiplo di Riemann. Dato un sottoinsieme misu-
rabile £ C R™ x R™, poniamo

E,={yeR"|(z,y) € E}, 2 €R", e E,={zecR"|(z,y) € £}, y e R™,

ed osserviamo che tali insiemi risultano misurabili rispettivamente in R™ e
R™. Nel seguito, una funzione f misurabile in £ C R"™ x R™ la penseremo
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definita in tutto R™ x R™ ponendo f(z,y) = 0 per ogni (z,y) € E. Vale
allora

TEOREMA 5.13. (D1 FUBINI-TONELLI)
Sia f € LY(E,C) essendo E C R™ x R™ insieme misurabile. Allora risulta
fCG,y) € LYE,,C) e f(x,-) € LYE,,C) e vale

[enaa= [ (| sepaa= [ (| sepaa @

Osserviamo che dall’esistenza degli integrali

/( f(z,y)dz)dy e /( f(z,y)dy) dx
m JE, n JE,

non si pud dedurre la sommabilita di f(z,y) in E ne’ lidentitd ([23). Ab-
biamo invece che, se esiste almeno uno degli integrali

L[ wewlid e [ ( 1wyl

Yy x

allora f(z,y) risulta sommabile in E e vale (25).

Infine, consideriamo una funzione f(t, x) dipendente dal parametrot € A C
R (o C) e misurabile rispetto ad € E C R™ con E misurabile. Per ogni
t € A risulta definita la funzione

F(t) ::/Ef(t,x) dx.

e dal Teorema di convergenza dominata si ottengono le seguenti proprieta
di continuita e derivabilita

TEOREMA 5.14. (PROPRIETA DELL'INTEGRALE DIPENDENTE DA UN PARAME-
TRO)

Sia f(t,x) definita in un sottoinsieme A x E C R x R™ con E misurabile.
Se la funzione f(-,x) é continua in A per q.o. x € E, la funzione f(t,-) é
sommabile in E per ognit € A ed esiste g € L'(E,R) tale che

|f(t,z)| < g(x) perognite Aeqo. z€FE

allora F(t) = / f(t,x) dz risulta continua in A.

Se inoltre la funzione f(-,z) é derivabile in A per g.o. x € E ed esiste

h € LY(E,R) tale che

0
|6—J;(t,$)| < h(x) perognite Aeqo v€FE
‘ o ) of
allora F(t) = [ f(t,x)dx risulta derivabile in A e F'(t) = a(t,x) dzx.
E E
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DiMm. Proviamo innanzitutto che la funzione risulta continua in A. Preso comunque
to € A e una successione ¢, — to per n — oo, & sufficiente provare che F(t,) — F(to)
per n — +o0o. A tale scopo, posto fn(x) := f(tn,x) per ogni x € E, osserviamo che per
ipotesi fn € LY(E,C) e |fn(z)| < g(x) per qo. © € E e ogni n € N. Inoltre, essendo
f(-,x) continua in A per q.o. ¢ € E, abbiamo che fn(z) = f(tn,z) — f(to,z) := fo(z)
per q.o. x € E. Dal Teorema di convergenza dominata otteniamo allora che

F(tn):/Efn(x)dw%/Efo(a:)da;:F(to), per n — 400.

Analogalmente, per provare che F(t) risulta derivabile in ogni to € A con F'(to) =
fE %(to, x) dx, proviamo che per ogni successione t,, — to per n — 400, risulta

M*}/ %(to,x)dx pern%JrOO.
tn — to g Ot

Osserviamo allora che

Fll) = Fllo) _ [ fn.0) = flosa)
tn —to B tn —to
_ f(tn.2)~f(t0,2)

%o verifica le ipotesi del Teorema di
n

e che la successione di funzioni hy(z)
convergenza dominata essendo

() = f(tn,x) — f(to, ) N %
tn — 1o ot
e, per il Teorema di Lagrange, |hn(z)| < h(z) per q.o. © € F e ogni n € N. Ne segue
allora che per n — 400 risulta

F(tn) = F(to) of
W:/Ehn(:p)d:p—)/]aa(to,x)dx

(to,x) per n > +o0 e q.0. € E






CAPITOLO 6

PROIEZIONI ORTOGONALI E SERIE DI FOURIER

1. SPAZI VETTORIALI NORMATI E SPAZI DI BANACH

Ricordiamo che uno spazio vettoriale reale (o complesso) ¢ un insieme non
vuoto V' in cui siano definite le operazioni di somma u+v, per ogniu,v € V,
e di prodotto per uno scalare Au, per ogni u € Ve A € R (risp. C)
soddisfacenti alle proprieta

e commutativa: U+ v = Vv + u per ogni u,v e V,

e associativa: (u+v)+w =u+ (v+ w) per ogni u,v,w € V,

e csistenza dell’elemento neutro: esiste 0 € V tale che u+ 0 = u per
ogniu €V,

e csistenza dell’opposto: per ogni u € V esiste v € V tale che u+v =

07

A(u+v)=Au+ Av per ogniu,v € Ve XA € R (risp. C),

(A+v)u=Xu+vuperogniuecVe\veR (risp. C),

A(vu) = (Av)u per ogniu € Ve \,v € R (risp. C),

lu=uperogniuecV.

Sono esempi di spazi vettoriali reali gli insiemi R™ delle n-uple ordinate di
numeri reali con le operazioni

x+y=(x1+y1, 22+ Y20y Tn +Yn) € AX = (AT1, T2, ..., A\Tp)
essendo A € R, x = (z1,22,...,2,) €y = (Y1,Y2, ..., Yn) € R™.

Altro esempio di spazio vettoriale complesso e 'insieme C([a,b], C), delle
funzioni continue su un intervallo [a,b] C R a valori complessi munito delle
operazioni di somma f 4 g e di prodotto per uno scalare Af, A € C, definite
come segue

(f+9)@) = flz) +9(x) e (Af)(z)=Af(z)
per ogni z € [a, b].

Dato uno spazio vettoriale reale (o complesso) V', diciamo che un sottoin-
sieme W C V & un sottospazio vettoriale di V se 0 € W e per ogni u,v € W e
ogni A € R (o C) risulta A\u € W e u+v € W. In particolare, dati k vettori
V1, Vo,...,Vi € V, si dice sottospazio generato dai vettori vi,vo,...,vi € V il
sottospazio

span|vi, va, ..., vi| == {v = Mivi+Aavaet.. .+ Vi | A € R(risp. C),i=1,2,...

95

K}
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Ricordiamo inoltre che k vettori vi,vo,...,vi € V sono detti linearmente
indipendenti se I'uguaglianza

AMVE+Aovo+ ...+ v =0

e verificata solo per A\ = Ay = ... = A\; = 0. In caso contrario i vettori sono
detti linearmenti dipendenti.

Dati k vettori vq, va, ..., v € V linearmente indipendenti, diciamo che que-
sti costituiscono una base del sottospazio W = span[vi,va,...,vg]. Dalla
definizione segue allora che per ogni v € W esistono A, Aa, ..., \x € R (0 C)
tali che

vV = )\1V1 + )\QVQ + ...+ )\kvk
e che (essendo i vettori linearmente indipendenti) tale rappresentazione &
univocamente determinata.

Si puo inoltre verificare che due diverse basi di un sottospazio vettoriale
sono necessariamente costituite dallo stesso numero di vettori. Tale numero
¢ detto dimensione del sottospazio W.

In particolare, se lo spazio vettoriale V risulta generato dalla base v1, va, ..., v, €
V diremo che V' ¢ spazio vettoriale di dimensione n e scriveremo dim(V') = n.

Ad esempio, R™ ¢ spazio vettoriale di dimensione n essendo
er = (1,0,...,0), e = (0,1,...,0), ..., en = (0,0,...., 1)
una sua base (base canonica).
Nello spazio C([0, 1], R), risultano linearmente indipendenti le funzioni fo(z) =

1, fi(x) = z,..., fo(z) = 2™, il sottospazio W da queste generato ¢ l'insieme
dei polinomi di grado minore o uguale a n e risulta dim(W) = n + 1.

Dato uno spazio vettoriale reale o complesso V', si dice norma un’applica-
zione v — ||v|| da V in R soddisfacente le seguenti proprieta

|[v|l > 0 per ogni v € V;

se |[v|| = 0 allora v = 0;

IAv|| = |Al||v]| per ognive VeXeR (oC)

Diseguaglianza triangolare: ||{u+v|| < ||ul|+]v| per ogni u,v € V.

Uno spazio vettoriale dotato di una norma viene detto spazio vettoriale
normato.

Osserviamo che una norma in uno spazio vettoriale normato V determina
una distanza, e dunque una metrica, ponendo

d(u,v) := [lu—v]|

A partire da tale metrica si deduce una topologia in V: si definisce intorno
sferico di raggio r > 0 del vettore vy € V l'insieme

Br(vo) :=={v e V|d(v,vo) =||v—vol <7}

Diremo quindi che un sottoinsieme A C V' ¢ aperto se per ogni vy € A esiste
r > 0 tale che B,(vg) C A.
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Inoltre, a partire da tale metrica possiamo definire il concetto di successione
convergente nello spazio vettoriale normato V: si dice che una successione
di vettori (vy,)neny C V' converge a v in V, e scriveremo

lim v, =vg in V,
n——+o0o

se per ogni € > 0 esiste v € N tale che per ogni n > v risulta v,, € B.(vy),
ovvero se risulta

d(vn, vo) = ||V, — vol| = 0 per n — +oo.

Ad esempio, lo spazio R" & spazio vettoriale normato munito della norma
euclidea

x| == \/x% + 23+ +a2=

essendo x = (x1,x9,...,x,)inR™. La distanza indotta da tale norma &
I'usuale distanza euclidea:

e un intorno sferico di raggio r > 0 di x € R” corrisponde alla palla n-
dimensionale di raggio » > 0 e centro X:

n
Bi(X) ={x €R"| > (2 — T;)* < r’}
k=1
Osserviamo che in R" risultano norme anche le applicazioni

n
Ixlo =Y loil e Il =, max ol
k=1
Si puo verificare che tali norme risultano tra loro equivalenti, nel senso che
vale

[1%[loo < [x]] < [Ix[lo < 7f%[lo, ¥x €R"

Altro esempio di spazio vettoriale normato ¢ lo spazio C([a,b],C) munito
della norma

[ flloo := max [f(z)]
z€[a,b]

Osserviamo che una successione di funzioni (f,)neny C C([a,b], C) converge
ad f in C([a,b], C) rispetto alla norma || - ||ec, || fr. — flleoc — O per n — +o0,
se fn(z) = f(z) uniformemente in [a, b].

Infine, dato uno spazio vettoriale normato V', una successione (vy),en in
V si dice successione di Cauchy se per ogni € > 0 esiste v € N tale che per
ogni n,m > v risulta ||v, — vl <e.



98 6. PROIEZIONI ORTOGONALI E SERIE DI FOURIER

E immediato verificare che ogni successione convergente in V. risulta suc-
cessione di Cauchy. Non & vero in generale il viceversa. Uno spazio vetto-
riale normato (o piu in generale uno spazio metrico) in cui ogni successione
di Cauchy risulta convergente viene detto completo. Uno spazio vettoriale
normato completo viene anche detto spazio di Banach.

Si puo provare che ogni spazio vettoriale normato di dimensione finita ¢
uno spazio di Banach. In particolare, R™ per ogni n € N & spazio di Banach.
Altro esempio di spazio di Banach ¢ lo spazio C([a, b],C) con la norma || - ||«
sopra definita. Non risulta invece spazio di Banach lo spazio C([a, b],C) con
la norma integrale

b
wma/mmm.

2. SPAZI VETTORIALI CON PRODOTTO SCALARE E SPAZI DI HILBERT

Sia V uno spazio vettoriale complesso, un’applicazione a : V x V — C si
dice prodotto scalare su V se verifica le seguenti proprieta:
(i) a(Au,v) = Xa(u,v) perogni A€ Ceu,v eV,
(ii) a(u+v,w) =a(u,v) + a(v,w) per ogni u,v,w € V,
(iii) a(u,v) = a(v,u) per ogni u,v € V (dove z denota il coniugato di
z € C),
(iv) se a(u,u) =0 allora u = 0,
(v) a(u,u) > 0 per ogni u € V (osserviamo che essendo a(u,u) =
a(u,u) risulta a(u,u) € R per ogniu eV ).

Nel caso di spazio vettoriale reale, un prodotto scalare & un’applicazione
a: VxV — R soddisfacente alle proprieta sopra elencate dove considereremo
A € R e la condizione (iii) sostituita con la condizione di simmetria

(iii)” a(u,v) = a(v,u) per ogni u,v € V.
Nel seguito, per il prodotto scalare di due vettori u,v € V, useremo la
seguente notazione
(u,v) :=a(u,v)

sono spesso utilizzati anche i simboli (ulv) o u-v.

Negli spazi R™ risulta prodotto scalare (prodotto scalare canonico) I'appli-
cazione

n
<Xa y> = Z LYk
k=1

dove x = (21,22, ....,2,) € ¥ = (Y1,Y2,---,yn) € R™. Altro esempio e dato
dallo spazio C([a, b], C) dove risulta prodotto scalare ’applicazione

b
mw=/fmmmm (24)
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In uno spazio vettoriale V' con prodotto scalare ¢ possibile definire una
norma (detta norma indotta dal prodotto scalare) ponendo

[v]| := (v,v)2, veV

Difatti, dalla definizione di prodotto scalare risulta immediatamente che
||v|| > 0 per ogni v € V e che ||v]| = 0 solo se v = 0. Inoltre | Av| = |A|||v]].
Per provare la diseguaglianza triangolare, osserviamo innanzitutto che vale
la seguente diseguaglianza di Schwarzlﬂ

per ogni u, v € V risulta [(u,v)| < |Ju|||v].
Si ottiene allora che
a2 = [l + (u,v) + [, v) + v?
2
<l + 2[(uw, v) | + [[vI]* < [lul® + 2[al[[[v]| + [[v]]* = (lu] +[[v]])
da cui [lu+ v < [[uf| + [|v].
Abbiamo dunque che uno spazio vettoriale con prodotto scalare ¢ uno spazio
normato, se tale spazio risulta completo rispetto alla norma indotta dal

prodotto scalare diremo che & uno spazio di Hilbert (spazio euclideo nel caso
in cui risulti di dimensione finita).

Ad esempio in R"™ la norma indotta dal prodotto scalare canonico ¢ la norma
euclidea

qu—xx%:<2x>

e risulta spazio euclideo. In C([a, b], C) la norma indotta dal prodotto scalare

risulta essere
b
1
191 = ([ 1f)Pdn)?,

con tale norma C([a,b],C) non & completo e dunque non risulta spazio di
Hilbert.

Iper provare tale diseguaglianza osserviamo che risulta banale se v = 0 altrimenti,
per ogni A € C risulta

0 < flu=Av|? = [full® = XMu,v) = Av,u) + [AP||v]|?
e scelto A = % se ne deduce che

0 < [fufl* = [{u, v)[*[lv]]*.



100 6. PROIEZIONI ORTOGONALI E SERIE DI FOURIER

3. GL1 spAzI LP

Dato un insieme misurabile E C R™, per ogni p € [1,+00) poniamo
LP(E;C)={f:E CR" — C misurabile | / |f(x)]P de < 400}
E

Si definisce inoltre
L®(E;C)={f:E CR" — C misurabile | 3M > 0, |f(x)| < M per q.o. z € E}.

In tali spazi penseremo identificate funzioni q.o. uguali in F.
Tali spazi risultano spazi vettoriali normati muniti rispettivamente della
norma

1l = </E F@)Pda)F, sel<p< oo,

| flloo := inf{M > 0| |f(z)| < M per q.0. x € E}
ovvero, per ogni p € [1,400] valgono le seguenti proprieta
e ||fll, > 0 per ogni f € LP(E,C);
e se ||f|[, = 0 allora f = 0 in LP(E,C) (ovvero f(xz) = 0 per g.o.
x € E);
e per ogni A € C e ogni f € LP(E,C) risulta | Af|l, = [Alllfllp;
e Diseguaglianza triangolare o di Minkowski: ||f +gllp, < || fllp+ l9llp
per ogni f,g € LP(E,C).
Caso particolare ¢ lo spazio £?(E,C), difatti la sua norma risulta indotta
dal prodotto scalare

(f.g) = /E f(2)g(x) da

Tale prodotto risulta ben definito in quanto dalla diseguaglianza 2ab < a® +
b2, per ogni a,b € R segue che

g < L)
da cui, se f,g € L2(E,C), si ottiene che fg € LY(E,C) e vale ||fg|; <
1 2 2
2UIF1z + llgll2)-

Si puo inoltre dimostrare che ogni spazio LP & completo , dunque spazio di
Banach ed in particolare £? risulta spazio di Hilbert.

In £2(E,C) vale inoltre la diseguaglianza di Schwarz

[l < A fll2llgllzs Vf,g € £2(E,C)

ovvero vale
) 2 4oyb( [ lo(a) 2 da)b 2(5.0)
I/Ef(x)g(x)deS(/E\f(x) ) </E|g< J2dz)}, Vg€ £X(E,C)

11 seguente risultato generalizza la precedente diseguaglianza agli spazi LP(E, C).
A tale scopo, per ogni p € [1,+oc| definiamo coniugato di p il valore p* €
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[1,+0o0] tale che % + 1% =1, con la convenzione che se p = 1 allora p* = oo

e viceversa. Vale allora

TEOREMA 6.1. (DISEGUAGLIANZA DI HOLDER)
Per ogni p € [1,4+00], se f € LP(E,C) e g € LP (E,C) allora fg € L' (E,C)
e vale

Ifglly < [1£1Ipllgll-

Osserviamo che dal precedente risultato segue che se pu(F) < +oo allora
LYE;C) C LP(E;C) per ogni 1 < p < ¢ < +oco infatti, osservato che

(2)* = %L si ha
Lit@ras< ([ r@mif a

g/ "~ gq-p
a-p
1fllp < 1 Fllqp(E) #a
mentre per ogni 1 < p < +oo risulta L2(E;C) C LP(E;C) essendo

1l = ( /E F@)P dz)s < || flleop(E)

Infine, vale il seguente risultato di densita

Qs

da cui

B =

TEOREMA 6.2. (DI DENSITA)
Per ogni p € [1,+00), lo spazio C}(E;C) ¢ denso in LP(E;C), ovvero, per
ogni f € LP(E;C) ed ogni € > 0 esiste g € C1(E,C) tale che ||f — gll, < e.

4. VETTORI ORTOGONALI E PROIEZIONI ORTOGONALI

In uno spazio vettoriale (reale o complesso) V' munito di prodotto scalare
diciamo che due vettori non nulli u,v € V' sono ortogonali se risulta (u,v) =
0.

Osserviamo che se u e v sono vettori ortogonali allora vale 'identita di
Pitagora

[+ v|[* = J[ul* +[Iv]
Ne segue in particolare che se vi,va, ..., vy, sono ortogonali, ovvero (v;,v;) =
0 per ogni i # j, allora

n n
Y S oell? = floell?
k=1 k=1

€ Vi, Vo, ...,V Tisultano linearmente indipendenti.

Diremo in tal caso che i vettori vq,vo,..., v, costituiscono una base orto-
gonale del sottospazio W = span|vi,va,...,v,]. Se inoltre ||v;|| = 1 per
ognii=1,2,...,n, diremo che i vettori vy, vo, ..., v, sono ortonormali e costi-
tuiscono una base ortonormale di W. Osserviamo che se v, va, ..., vV, sono
ortonormali allora

1 sei=j

i Vj) = 0ij =
Vi, vi) 7 {0 sei#j
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Ad esempio, i vettori ey, es, ..., e, della base canonica di R™ costituiscono
una base ortonormale di R™.

Nello spazio £2([—, 7], C) munito del prodotto scalare integrale
o= [ e

la famiglia di funzioni e™*, n € Z, risulta ortogonale. Infatti risulta

0 sen#m
2r sen=m

<eznx’ ezmx) — / eznzefzmx dx —
[77‘-771-]

in
e

Ver’

Otterremo allora una famiglia ortonormale considerando le funzioni
n € Z.

Osserviamo che se vi, vy, ..., vy, sono vettori ortonormali e W = span|vy, va, ...

allora ogni w € W verra rappresentato come

n
w = Z(W,vk>vk
k=1

Infatti, se w € W, dalla definizione esistono A1, Az,...,A\n € C tali che w = >0 Apvi.
Poiche vi, va, ..., v, sono ortonormali otteniamo, dalle proprieta del prodotto scalare, che
per ogni j = 1,2, ..., n risulta

(w,v;) = (Z AkVE, Vi) = Z/\k<vk:"j> =
k=1 k=1

Ne segue in particolare che per ogni w € W = span|vy, va,...v,] vale
n
Iwil* = [(w, vi) (25)
k=1

Vale inoltre il seguente risultato

TEOREMA 6.3. (METODO DI ORTONORMALIZZAZIONE DI GRAM-SCHMIDT)

Sia V' spazio vettoriale con prodotto scalare e siano vi,Vva,...,Vy,, n vetto-
ri linearmente indipendenti di V. Allora esistono n vettori uy, uo, ..., U,
ortonormali tali che

span|vi, va, ..., Vo] = spanfuy, ug, ..., uy).

DiM. Per induzione sun € N, se n = 1 sara sufficiente considerare u; = ﬁ Supponiamo

ora vera l'affermazione per n — 1, abbiamo allora che esistono n — 1 vettori ortonormali,
ui, us, ..., u,—1 tali che
span|vi, va,...,vp_1] = spanfui, uz, ..., Un_1].

n—1
1=1

(Vn,u;)u; risulta ortogonale a u1, ug, ..., Un—1 € posto u, = o

Il vettore u = v, — > [all>

avremo che uj, ug, ...u, risultano ortonormali e

span[vi, va, ..., vy] = spanur, ug, ..., uy].
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Dato uno spazio vettoriale con prodotto scalare V siano vi,va,..., vy, n
vettori ortonormali in V. Denotato con W = span[vy, va, ..., v,], per ogni
u € V chiameremo proiezione ortogonale di u su W il vettore

n
Py (u) = Z(u,vk)vk eW.
k=1
Vale difatti la seguente caratterizzazione

TEOREMA 6.4. (SULLE PROIEZIONI ORTOGONALI)

Sia V uno spazio vettoriale con prodotto scalare, vi,va,...,V,, n vettori
ortonormali in Ve W = span[vi,va, ..., vy]|. Allora Py (u) risulta 'unico
elemento di W soddisfacente alle proprieta

(i) Pw(u) —u risulta ortogonale ad ogni elemento di W :
(Py(u) —u,v) =0, VYveWw,
(i7) [lu = Pw ()| = min{flu —v|[|v e W}.
Vale inoltre la relazione
la = Py (w)[* = [|ul® — || P (w)||? (26)

da cut, in particolare
n
1w (@) =D [(w,vi)* < lul® (27)
k=1

Dim. Proviamo innanzitutto che Py (u) — u risulta ortogonale ad ogni elemento di W.
Infatti per ogni j = 1,2, ..., n risulta

(Pw () —u,v;) = O (W, vi)vi —u,v;) = > (0, vi)(ve, v;) — (u,v;) =0

k=1 k=1

Se v € W abbiamo che v =} "_, (v, v;)v; e dunque, per quanto sopra (Py (u)—u,v) = 0.
Viceversa, proviamo che se 1 € W ¢ tale che (@ — u,v) = 0 per ogni v € W allora
u = Py (u). Infatti poiche a € W = span[vi, v, ..., vn] abbiamo che . = > 7 _ (@, Vi) Vi.
Inoltre per ipotesi, per ogni k = 1,2, ..n abbiamo che (@i — u, vx) = 0 e dunque (@, vi) =
(u,ve) da cui = >7_,(u,vi)ve = Pw(u).
Proviamo ora che Py (u) verifica (ii) e che risulta I'unico elemento di W avente distanza
minima da u. Infatti, per (i), abbiamo che, per ogni v € W, i vettori u — Pw(u) e
Py (u) — v risultano ortogonali. Dall’identita di Pitagora risulta allora

lu = vI[* = Ju = Pw (@)|* + || Pw () = v[* > [[u — Pw(u)[?

e vale 'uguaglianza se e solo se v = Py (u).

Infine, osserviamo che da (i), essendo u — Py (u) ortogonale a Py (u), dall’identita di
Pitagora si ha che ||u||®> = |Ju— Pw (u)||® + || Pw (1) ||* e dunque vale (26). Inoltre, essendo
i vettori vi,va, ..., v, ortonormali, dalla definizione di Pw (u) e da (25)) otteniamo

[Pw ()]* = [(u,vi)[?
k=1
Da segue allora . O

Ad esempio in C([—1,1],R), con prodotto scalare integrale, consideriamo
la famiglia linearmente indipendente delle potenze p,(z) = z", n € N* =
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NU{0}. Le combinazioni lineari di tali potenze forniranno I'insieme di tutti
in polinomi in [—1, 1]. Ortonormalizzando tale famiglia otteniamo il sistema
ortonormale P, (z) con n € N* dove

Po() = \}i Pu(z) = \/gx Poa) = \/g(g 2 _ %)

Tali polinomi sono detti polinomi di Legendre e si puo provare che

1 [2n+1d"
Pow) =~/ = nt (@ —1)", VneN

Data una funzione f € C([—1, 1], R) la sua proiezione ortogonale sul sotto-
spazio W,, generato dai polinomi P;(z) con ¢ = 0, 1, ...,n sara allora

P (@) = S NPi(z) dove A= (f(x / S
1=0

e per quanto provato nel Teorema sulle proiezioni ortogonali, abbiamo che
Pw. (f) ¢ la migliore approssimazione (nella norma indotta dal prodotto
scalare integrale) della funzione f mediante polinomi di grado minore o
uguale ad n:

1f = Pw, (f)ll2 = min{[[f = pll2[p € W}

ed inoltre risulta

> o) < |1 fl2

=0
per ogni n € N.

5. SERIE DI FOURIER IN L%([-7,7],C)

Come esempio notevole di applicazione del Teorema delle proiezioni, consi-
deriamo nello spazio £2([—n, 7], C) il sottospazio Py, n € N, generato dalle

. . ikx . . . <
funzioni f/T con k = —n,...,n: avremo che il generico elemento di P,, sara
v

rappresentato da

n
= Z Ne€*® N e C,i=—n,..,n.
k=—n
Gli elementi di tale spazio vengono detti polinomi trigonometrici di ordine n.
Data una generica funzione f € £2([—, 7], C) la proiezione ortogonale di f
su P, sara allora

dove
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¢ detto k-esimo coefficiente di Fourier di f(z). Dal Teorema sulle proiezioni
ortogonali risulta che il polinomio f,, € la migliore approssimazione, in norma
|| - [|2, della funzione f mediante polinomi trigonometrici di ordine n:

1f = falla = min{|lf = pnll2[ pn € Pu}- (28)

Osserviamo che per ogni n € N il polinomio di Fourier f,(x) risulta essere
la ridotta m-esima della serie

. 1 ,

Z cre®® dove ¢ = — f(x)e " da, (29)
keZ 27 S

detta serie di Fourier di f(x). Ci si pone quindi il problema di sapere se,

e in che senso, la successione dei polinomi di Fourier (f,)nen converge alla

funzione f, ovvero se ed in che senso risulta valida la rappresentazione

fl@) =" cre™. (30)

kEZ

e CONVERGENZA PUNTUALE E UNIFORME

Vediamo innanzitutto alcuni risultati riguardanti la convergenza puntuale

ed uniforme della serie di Fourier. A tale scopo osserviamo che data f €
LY([~m,7],C), essendo per ogni k € Z, x € R, [¢’**| = 1, risultano ben
definiti i coefficienti di Fourier

1

_ = —ikx
=5 [_mr]f(a:)e dx

Ck

e dunque i polinomi di Fourier

fn(l‘) _ Z Ckeika:

k=—n

Data allora f € L([—m, 7], C), risulta

n

o) = 3 = 3T ([ e an ot

k=—n k=—n
n

L F&) > ehl=) gy

271- [_ﬂ-vﬂ-] k=—n

Si puo verificare inoltre che per ogni n € Ne z € R vale
n s 2n+1
Z oz — sin(#42)

2
Sl 5
k=—n 2
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Infatti,

n n
2 : ezk:z _ efznz 2 : el(k+n)z — efznt(l + e’LZ + 621z 4.+ €z2nZ)
k=—n k=—n

_ ei(2n+1)z e—inz _ ei(n+1)z e—i

_ plz - _ piz —1
1—e 1—e e

—inz 1

whe[ ke

e~in+3)z _ pitn+3)z gin((n+ 1)2)

eii% — ei% sin%

Quindi otteniamo

fn(z)

27 sin “Tx

1 sin(mT‘*'1 (t—x))
[

Pensando f(x) estesa per periodicita su tutto R ed operando la sostituzione
z =t — x, essendo l'integrale invariante per traslazione, si ottiene

: 2n+1
Ful() 1/ P
[771-777}

= — " =
2 sin &

La funzione
n 2n+1 Z)

, sin(
D,(z):= Z etk — 7sin25
k=—n 2

¢ detta nucleo di Dirichlet ed ¢ immediato verificare che

/ D, (z)dz = 2=
[_7r17r]

Si ottiene allora che

) = 1@ =50 [ () - 1@

: 2n+1
sin( == 2
('722) dz (31)
Sin bl
Abbiamo quindi che la convergenza della successione dei polinomi di Fou-
rier f,(x) ad f(x) seguira dalla convergenza a zero dell’integrale (31]). Al

riguardo vale il seguente risultato

LEMMA 6.1. (DI RIEMANN-LEBESGUE)
Se g € L([a,b],C) allora

lim g(x)sin(Az)dr =0 e lim g(x) cos(Ax) dz = 0.
A—400 [a,b] A—400 [a,b]

DiM. Supponiamo innanzitutto g € C*([a, b], C), allora, integrando per parti otteniamo

dr —0 per \— +o©

b . cos A\a cos A\b b, cos Az
[ ot@)singaa) do = g(@) 5 - 90) 5 + [ 9@

Ricordando che C*([a,b],C) & denso in £'([a,b],C), per ogni g € L' ([a,b],C) e ogni e > 0
esiste g € C*([a,b],C) tale che ||g — g<|l1 < e. Da quanto sopra provato, abbiamo allora
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che esiste M > 0 tale che | f[a b Je (z) sin(Az) dz| < € per ogni A > M e dunque, per A > M
concludiamo

I/ g(x)sin(Az)dz| <[ [ (9(z) = ge(2)) sin(Az) dz| +| [ ge(2)sin(Az) dz|
[a,b] [a,0] [a,?]

<lg=gls+1 [ gu(@)sin(ha) dal < 2.
[a,b]

Allo stesso modo si procede per f: g(z) cos(Azx) dx. ([l

Siamo ora in grado di provare il seguente risultato

TEOREMA 6.5. (CONVERGENZA PUNTUALE)
Se f € LY([~m,7],C) e per x € (—m,m) esistono § >0 e M > 0 tali che

[flz+2) = f(z)] < Mlz|, Vze€(=6,0) (32)

allora f(z) — f(z) per n — 400, ovvero la serie di Fourier (29) converge

ad f(z):
cheilm = f(x).
keZ
DiM. Da abbiamo che
1 sin(2% 2)
falz) = f(z) = o [_mﬂ(f(x +2) - f(x))v dz
1 flx+2)—flx) . 2n+1
=5 — sin( 5 z)dz

[—m,m] 2

Posto

2

f(I+F);f(z) sez#0
gz =4 3
0 se z =0

dalla condizione (32)), abbiamo che g(z) risulta limitata in (—d, §) ed essendo f € £ ([, 7],C)
otteniamo che g € L ([, n],C). Allora, poiche

1 . 2n+1
foe) = 1@ =5 [ ge)sin(* e
T S m]
dal Lemma di Riemann-Lebesgue, segue la tesi. U

Osserviamo che U'ipotesi (32) puo essere indebolita richiedendo che esista

0 > 0 tale che
z

tale condizione viene detta condizione di Dini.

In modo analogo a quanto provato nel precedente teorema si puo provare
che se f € L1([-m,7],C) e per x € (—, ) esistono § > 0 e M > 0 tali che

|[f(x£2) = fa®)] < Mlz|, Vz€ (=6, (33)

dove f(z*) = lim,_,,+ f(t), allora
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Osserviamo inoltre che I'ipotesi di continuita non e sufficiente per provare la
convergenza puntuale della serie di Fourier E| avremo invece che la condizione
risulta verificata in x se la funzione risulta continua ed ammette derivate
destra e sinistra finite in z (punti angolosi).

Si puo in effetti provare che se f € C([—m, 7], C) (o anche solo continua e
C! a tratti) la serie di Fourier converge uniformemente, essendo in tal caso
la condizione verificata uniformemente in ogni x € [—m,w]. Abbiamo
difatti il seguente risultato

TEOREMA 6.6. (CONVERGENZA UNIFORME)
Se f € CY[—m,7],C), allora f, — f uniformemente in [—m, 7], ovvero la
serie di Fourier (@) converge uniformemente ad f in [—m,7|:

Z cre®® = f(x),  uniformemente in [—m, 7).
kEZ

e CONVERGENZA IN MEDIA QUADRATICA

Proviamo ora, senza ipotesi supplementari, che data f € £2([—,7],C), la
corrispondente serie di Fourier converge a f in £2([—7, 7], C):

flx) = cheikz in £2([—7,7],C), (34)

kEZ

ovvero, che la successione dei polinomi di Fourier (f,)nen converge alla
funzione f in £2([—m,n],C). Si dira in questo caso che la serie di Fourier
converge in media quadratica.

Ricordiamo innanzitutto che dal Teorema sulle proiezioni ortogonali val-

gono le seguenti proprieta. Per ogni n € N, dall’identita di Pitagora,

risulta
n

A= S leP e IFB=1F - FBHIAB  69)

da cui
2
< — .
> lal? < o I1f13
k=—n

e quindi, passando al limite per n — 400 si ottiene la disequaglianza di
Bessel

1
2 2
> lex* < o 12 (36)
i
keZ
Proviamo allora che la serie di Fourier converge in media quadratica

2.8 puo provare che se f & funzione continua allora la successione dei polinomi di
Fejer, ottenuti come media aritmetica dei polinomi di Fourier di f, risulta uniformemente
convergente ad f.
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TEOREMA 6.7. (CONVERGENZA IN MEDIA QUADRATICA)
Se f € L?[-n,7],C) allora f, — f in L2([~7,7],C), ovvero la serie di
Fourier @) converge in media quadratica ad f:

flx) = cheikw in  L([-m,7],C).

kEZ

Vale inoltre lVidentita di Parseval

1
S ekl = o I1£15.

kEZ

DiM. Proviamo innanzitutto che se f, — f in £*(E,C) allora vale 'identita di Parseval
(e viceversa). A tale scopo osserviamo che da , si ha

1 = Fallz = 1IF115 = 11 £2113

e dunque avremo che

m |[f = falz =0<= lim _|[[fallz =[]
n——+o0o n—-+4o0o

Poiche inoltre risulta

508 = 30 K@), a=e™ ) =2 3 lauf

k=—n k=—n

avremo che lim ||f — fu|l2 = 0 se e solo se vale 'uguaglianza
n—-+oo

1
> lerl? = 5 I3

keZ

Dimostriamo ora che la serie di Fourier converge in £?([—n, 7], C). Per ogni € > 0, essendo
C'([~m, n],C) denso in L*([—m,7],C), sia g € C*([—, n],C) tale che ||f — g2 < &. Detto
gn il polinomio di Fourier di ordine n relativo a g, dal Teorema di convergenza uniforme
della serie di Fourier abbiamo che per n sufficientemente grande risulta ||g — gnllec < €.
Per n sufficientemente grande, dalla proprieta del polinomio di Fourier abbiamo allora

If = fallz < (I = gnll < If = gllz + lg = gnllz < If = gll2 + V27llg = gnlleo <&+ V2me
e dunque che f,, — f in £2([—7, 7], C). ([

Dal precedente risultato segue immediatamente che se f € L2([-7,7],C) &
tale che (f(x),e™®) = 0 per ogni k € Z allora f = 0 in £L2([—, 7], C) ovvero
f(z) =0 per q.o. x € [-7,m]. Ne segue dunque che la famiglia ortonormale

eznx

Ver
nulli ortogonali ad ogni elemento di tale famiglia:

& massimale in £2([—, 7], C) nel senso che non esistono elementi non

COROLLARIO 6.1. Se f € L2([—7,7],C) ¢ tale che (f(z),e™ ™) = 0 per ogni
k € Z allora f(x) =0 per q.o. x € [—m,].

Il prossimo risultato prova come, viceversa, a partire da una successione
(ck)rez C C sia possibile risalire ad una funzione f avente come coefficienti
di Fourier la successione data:
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TEOREMA 6.8. (DI RIESZ-FISCHER)
Per ogni successione (cx)kez C C tale che

Z |ck]2 < 400,

kEZ

esiste f € L2(|~m,7],C) tale che cy = & [ fla)e™h" dr.

DiM. Per ogni n € N poniamo
n
pn(z) = Z cre'™™
k=—n

Avremo allora che p, € P, C L3([—7,7],|C) e dall’identita di Pitagora per ogni m > n

in N risulta 1
Iom = pal3 =1 > ™ B=5 3 el

n<|k|<m n<|k|<m
Poiche la serie ), ., |cx|? converge, avremo che la successione delle sue ridotte & succes-
. . . . 2
sione di Cauchy. Dunque per ogni € > 0 esiste v € N tale che Zn<|k‘§m lek|® < €27 per
ogni m > n > v. Ne segue che per ogni m > n > v risulta
2
lpm —pnllz <€

e dunque che la successione (pn)nen & successione di Cauchy in £2([—n,7],C). Essendo
£? spazio completo, avremo che esiste f € L2([—m, n],C) tale che ||p, — f|l2 — 0. Dalla
diseguaglianza di Schwarz si ottiene allora che per ogni k € Z risulta

[(pn(@) = (@), ™) < V2rlpn = fll2 =0 n— +o0
e dunque che

(f(@),e™) = lim (fu(z),e™) = cr.

n—-+oo

Consideriamo lo spazio
by = {(ck)rez | Z x| < +oo}
kEZ

con la norma )
lell := (3" lexl?)?, Ve = (ci)kez € bo.
keZ

Dai precedenti risultati abbiamo che I'applicazione F : L2([—7, 7], C) — fo
che associa ad ogni f € £?([—m,7],C) la successione dei suoi coefficienti di
Fourier:

= [ e,
27 [—m,7]

risulta una bijezione. Difatti, dal Corollario abbiamo che F ¢ iniettiva
in £L2([~m,n],C) e, dal Teorema F risulta suriettiva su /3. Osserviamo
inoltre che dall’identita di Parseval risulta

IF I =

e dunque che F ¢ un’isometria.

F(f) = (ck)kez dove cx

1
e
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Abbiamo inoltre che data f € L!([—m, 7], C), denotati con cx(f) i suoi
coefficienti di Fourier valgono le seguenti proprieta:

e F ¢ lineare in £!([—m, 7], C):
Flaf + Bg) = aF(f) + BF(9), VYf.ge L' (- 7)), a,feC
ovvero per ogni k € Z risulta

ce(af + Bg) = ace(f) + Bee(g) V f.g € L (-7, 7)), o, B € C.

e denotato con

(f *9)(x) =

T o

[ fe e 959 € £ (a0

il prodotto di convoluzione di f,g € [,1([—7r,7r]7(C)E|, risulta
F(fxg)=F(f)Flg) Vf.ge L= n]C)
ovvero per ogni k € Z risulta

cr(f*9) = en(f)ex(g) ¥ f,9 € L2([-m,7],C).

Infatti, pensando ad f(x) e g(z) prolungate per periodicita su tutto R, dal Teo-
rema di Fubini-Tonelli e dall’invarianza per traslazione dell’integrale, otteniamo

2| Uro@e ™ a
_ ! L f t)g(t) dt)e”*d
= or [47#](% S (95 - )9( ) )6 x
1 —ikx
= ' flz—t da)dt
Vs /H’ﬂm ) /[] (x — t)e =+ dz)
1 —ik —ikt
= Yd d
o /H’ﬂgu)( /Hﬂf(y)e y)e

1 —ikt gy 1 —iky
s /H’ﬂga)e ) (5 /Hm]f(y)e dy)

e se f € L!([—7,7]) & derivabile con derivata f’ € L!([-n,7]) allora

ci(f') =ikey(f), VkeZ

Infatti, osservato che dal teorema fondamentale sul calcolo integrale si ha che
vale la regola di integrazione per parti

f(@)g (x) dz = F(b)g(b) — f(a)g(a) — / F(@)g(x) da

[a,b]

—~

[a,b]
per ogni f,g € L'([a,b]) derivabili con f',¢’ € L'([a,b]), supposto f(r) =
f(—m), otteniamo

1
2w

1 . —ikx . 1 —ikx
o f(x)(—ike )dx = ik— flx)e dz

fl($)€7ikzd$ — _ o

[—,7] [=m,7] [—,7]
3utilizzando il Teorema di Fubini-Tonelli si pud provare che per ogni f,g €
LY([~7,7],C) la convoluzione f % g risulta definita q.0. in [—m,7] e che f x g €

ﬂl([fw,r],(C).
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Consideriamo ora il caso di funzioni a valori reali. Osserviamo, che essendo
e** = cos(kx) + isin(kx), risulta

eikx efika: eik:z: _ efikx
cos(kx) = e te ™ e sin(kr) = ———,
2 24
e una base dello spazio P,, dei polinomi trigonometrici di ordine n a valori
reali sara data dalle funzioni cos(kz) e sin(kz), k = 0,1,...,n. Se f €

LY ([, 7], R), posto per ogni k € N

ar =c_r+cp e bk:w
i
e ag = 2cgy, dove
1 ,
k= 5= o f(z)e ™ dg,

si ottiene

1 1 .

a = — f(z)cos(kx)dr e R e by =— f(z)sin(kx)dzr € R
Q [—7T,7T] 4 [—7‘(,71']

Si ottiene che il polinomio di Fourier di ordine n relativo ad f sara

n

n
fu(z) = Z cre™ = co + Z ke 4 c_pem ke

k=—n k=1

=co+ Z(Ck + c_) cos(kz) + i(ck — c—g) sin(kx)

k=1
a = :
= 50 + kzl(ak cos(kx) + by sin(kz))

La serie di Fourier di una funzione f € £([—, 7], R) sara allora

+0o0
ag .
5t Z(ak cos(kx) + by sin(kx))
k=1
e i risultati sopra elencati saranno validi anche nel caso di una funzione
a valori reali considerando la serie di Fourier reale appena descritta. In
particolare, I'identita di Parseval diventa

|ao|?

O+ (arl? +10eP) = IIfI3, VF € £, w]. ).

k=1

Infine, osserviamo che i precedenti risultati potranno essere estesi a funzioni
definite in intervalli della forma [—T,7T] con T > 0 arbitrario. Osserviamo
difatti che nello spazio £L2([-T,T],C), munito del prodotto scalare

o= [ s
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le funzioni ¢**“* dove w = 7, costituiscono un sistema ortogonale:

/ einw:pefimw:v dor = 0 sen 7£ m
[~T,7) 2T sen=m.

Data allora f € £L2([~T,T}],C) potremo considerarne la corrispondente serie

di Fourier
Z Ckeisz
NneZ
dove
1 ik
k= — f(x)e " d.
2T [_T)T}

Nel caso invece di funzione a valori reali, potremo considerare la serie

% + keZN ay, cos(kwt) + by sin(kwt)

dove

1 [T 17T _
ap = T/—T f(z)cos(kwz)dx e by = T/—T f(z) sin(kwz) dz.

EsEMPI

e Serie di Fourier dell’onda triangolare. Consideriamo la funzione continua
in [—m,7]
0
x)=——|z
fa)="1 ~la]
estesa per periodicita su tutto I'asse reale. Tale funzione risulta reale e pari

e quindi risulta

1 ™
by = — f(x)sin(kzx)de =0 VkeN
™ —T
mentre
1 [7 2 [T 0 k ¢ i 1l
ap = — f(z) cos(kx) dx = / (z—x) cos(kz)dr = q i ? p.arl o.nu ?
L - T Jo 2 —= sek ¢ dispari
Si ottiene allora che la serie di Fourier di f(z) &
+o0 +oo
4 4 cos(2k + 1)z
_ 2k +1)x = — _
kZ:O T U I; 2k + 1)

Essendo f(z) di classe C! a tratti in R dai precedenti risultati abbiamo che
tale serie converge uniformemente ed in media quadratica a f(x) in ogni
intervallo di ampiezza 27.
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ondatriangolare-eps—-converted-to.pdf

e Calcoliamo la serie di Fourier della funzione f(z) = 2% in [~, 7], prolun-

gata per periodicita su tutto 1’asse reale. Tale funzione risulta reale e pari e
quindi risulta

1 ™
b, = — f(z)sin(kx)de =0 VkeN
™ —T
mentre
1 (7 P 21 sek=0
ap = — 77Tf(:c)cos(k:a:)dx: 7r/0 x* cos(kz) dx = {(Sl)k,fz wk>1

Si ottiene allora che la serie di Fourier di f(z) ¢

2 “+o00
T (—1)
3 +4]§1 12 cos(kzx)

kol

Essendo f(z) di classe C! a tratti in R dai precedenti risultati abbiamo che
tale serie converge uniformemente ed in media quadratica a f(x) in ogni
intervallo di ampiezza 27.
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x2-eps-converted-to.pdf

Se ne deduce in particolare che per x = 7 risulta
2 +oo
9T 1
f(m)=m —»i§—+-4§£:2§
k=1
e dunque che
k2 6
k=1
mentre per x = 0 si ottiene

2 +o0 (_1)k
f(o):0:3+4; v

da cui

k2 12

e Serie di Fourier dell’onda quadra. Nell’intervallo [—7, 7| consideriamo la
funzione

fz) =

-1 sexz € [-m0)

{1 se z € [0, 7]
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estesa per periodicita su tutto R. Poiche la funzione risulta reale e dispari
avremo

1 ™
ay = — f(z)cos(kx)de =0 Vke N
™ —T
mentre
1 (" . 2 ("
b = — f(z)sin(kx) de = / sin(kx) dz
™ J_x ™ Jo

0  sek e pari

= i(1 — cos(km)) = { 4

km 7= sek e dispari

Si ottiene allora che la serie di Fourier di f(z) &

= 4 _ 4 X sin((2k — 1)x)
g;w@k—1)““@k_1“):wkﬂ 2% — 1

Essendo f(x) di classe C! in (—m,0) e in (0,7), dai precedenti risultati
abbiamo che tale serie converge uniformemente a f(x) in tali intervalli,
dunque:

oo .

4 2k —1

4 Z sm((—)x) =1 uniformemente in (0, 7T)
T

2k —1
k=1
e
4 X sin((2k — 1)z)
= Z ——————> 2 =—1 uniformemente in (—,0)
T 2k —1

Osserviamo invece che in + = 0 e x = =£7 la serie risulta identicamente
nulla. Abbiamo quindi che la serie converge (puntualmente) alla somma

1 sexze(0,m)
flz)=4¢-1 sexz e (—m,0)
0 ser=0ecx==xm

coincidente con f(z) in (—m,0) e (0,7). Notiamo che nei punti di disconti-
nuita di f(z) risulta

z )+ f(zg
f(mo) — f( 0 ) 2 f( 0 )
essendo f(zf) = limjE f(z). La funzione f(zx) ¢ detta regolarizzata della

.Z’_>x0
funzione f(x).



5. SERIE DI FOURIER IN £2([—,7],C) 117

ondaquadra-eps-converted-to.pdf

Si ha che la serie non converge uniformemente a f(z) in [—m,7]. Infatti,
osserviamo che i polinomi di Fourier di tale funzione risultano essere

2 —1
fon—1(x) = — Z sm2]€k_ . Z/ cos(2k — 1)tdt

4 2nt
= / Zcos (2k — 1)tdt = / M dt
0 T Jo  sint

k=1

Si ottiene allora che
2 sin(2nz)
T sinz

f?n 1( )

e dunque che fo,_1(x) ammette punti di massimo relativo nei punti

(2k+ )7

kel
on <

Si puo provare che nel punto di massimo piu prossimo alla discontinuita di
f(x), 5, il polinomio di Fourier assume, per valori di n grande, un valore
strettamente maggiore di 1:

2 [T si
lim fgn 1(7T)_/ Slnxdl’ﬁl,lS
0

n—-+00 2n ™ T
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Si ha quindi che la serie di Fourier di f(z) non converge uniformemente alla
somma f(x): si presenta un fenomeno di “sovraoscillazione” (detto fenomeno
di Gibbs) nell’intorno della discontinuita di f(x).

gibbs-eps-converted-to.pdf

6. QUALCHE APPLICAZIONE

Vediamo qualche applicazione della serie di Fourier per determinare solu-
zioni di equazioni differenziali alle derivate parziali.

e EQUAZIONE DEL CALORE

L’equazione del caloreE] ¢ un’equazione differenziale alle derivate parziali,
che modellizza 'andamento della temperatura in un mezzo conduttore in
funzione delle coordinate spaziali e del tempo.

Supponiamo di avere una sbarra di lunghezza il cui raggio ¢ trascurabile
rispetto alla lunghezza, in modo da rendere il problema unidimensionale,
I’equazione prende la forma

U (x,t) = a?0,e U (x, 1)
4 Fu proprio lo studio dell’equazione del calore a motivare il matematico francese

Joseph Fourier (1768-1830) nello formulazione della teoria dello sviluppo in serie di seni e
coseni che portano il suo nome.
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dove a ¢ il coefficiente di diffusione (che nel seguito, per semplicita, suppor-
remo pari a 1) e U(z,t) indica la temperatura della sbarra nel punto = e
al tempo t. Cerchiamo soluzioni dell’equazione soddisfacenti alla condizione
iniziale U(z,0) = f(z) e a delle condizioni al contorno in modo da tenere
le due estremita della sbarra a temperatura costante (per semplicita nulla).
Cerchiamo quindi soluzioni del problema:

U (z,t) = OpzU(x,t), x€[0,7],t>0,
U(z,0) = f(z), x € [0, 7],
U,t) =U(mt)=0, t>0.
Per risolvere tale problema, utilizziamo il metodo di separazione delle varia-

bili, ovvero cerchiamo soluzioni U(x,t) come prodotto di due funzioni, una
della sola variabile spaziale e una della sola variabile temporale:

Uz, t) = X(2)T(t).

Sostituendo nell’equazione differenziale avremo che tali funzioni dovranno
soddisfare 'identita

T'(t) _ X"(x)

T(t) X(2)
ed osservato che i due termini dell’'uguaglianza sono funzioni di variabili
diverse, affinche 'uguaglianza sussista per ogni ¢t e per ogni x, dovremo
avere che entrambi i termini risultano uguali ad una costante, poniamo .
Abbiamo dunque che le due funzioni X (z) e T'(t) dovranno risultare soluzioni
delle equazioni differenziali ordinarie

T'(t) = AT(t) e X"(z) = \X(x).

Riguardo alla prima equazione, abbiamo che ammette come soluzione gene-
rale

T(t) = ceM, dove ¢ € R & costante arbitraria.
Per la funzione spaziale abbiamo invece il problema ai limiti
X"(z) = AX (),
X(0)=X(m)=0.

Si vede facilmente che, per evitare soluzioni banali EL deve essere A < 0 e
dunque, integrando ’equazione otteniamo

X(z) = crsin(vV—=Az) + cacos(V—Az), c1,c2 €R

e le condizioni al bordo implicano X (0) = ¢ = 0e X (1) = ¢y sin(v/—An) =0
da cui ¢; € R arbitrario e v/—X = k € N, da cui A = —k?. Abbiamo quindi

STnfatti se A > 0 avremo che Vintegrale di U” (z) = AU(z) & U(z) = c1e¥>" + coe™ V7
e dalle condizioni iniziali U(0) = U(7w) = 0 otteniamo che ¢; = ¢ = 0. Se A = 0 la generica
soluzione di U”(z) = 0 sarad U(x) = c1 + cax e nuovamente avremo U(0) = U(w) = 0 solo
per c1 = c2 = 0.
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che ogni funzione della forma
Ug(z,t) = ce_kztsin(kx), keN,

¢ soluzione dell’equazione di partenza soddisfacente le condizioni U (0,t) =
Ug(m,t) = 0. Tuttavia, eccetto il caso in cui f(x) = csin(kx), nessuna di
esse soddisfa il dato iniziale U(z,0) = f(x). Sfruttiamo dunque la linea-
rita dell’equazione e costruiamo una nuova soluzione sovrapponendo tutte
le soluzioni Ug(z,1):

Z cxe Fsin(kx), (cp)pen C R

Tale soluzione soddisfera il dato iniziale se supponiamo f € C*([0, 7]). Esten-
dendo f(z) come funzione dispari in [—m, 7], avremo, per quanto visto,
che

= Z b sin(kx), uniformemente in [—, 7],

dove

Imponendo allora che

+o0 +oo
0) = Z cx sin(kz) = Z by sin(kx) = f(x)
k=1 k=1

dovremo avere che c¢; = b per ogni k € N e dunque soluzione del problema
sara

Z bre Kt sin(kx)

dove b sono i coefficienti dello sv11upp0 di Fourier di f(z).

e FQUAZIONE DELLE ONDE

Supponiamo di avere una corda il cui diametro risulta trascurabile rispetto
alla lunghezza £ > 0, in modo da rendere il problema unidimensionale, tesa
tra due estremi (0,0) e (0,¢). Denotata con u(z,t) Iordinata all’istante ¢
del punto della corda di ascissa x, il movimento della corda risulta descritto
dall’equazione prende la forma

1
Opzu(x,t) = gattU(:U,t)

dove a € una costante pari alla tensione della corda fratto la densita del-
la corda. Cerchiamo soluzioni dell’equazione soddisfacenti alle condizione
iniziali u(z,0) = f(z) e dyu(x,0) = h(x) (configurazione e velocita iniziale
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della corda) e alle condizioni al contorno w(0,t) = u(¢,¢t) = 0. Cerchiamo
quindi soluzioni del problema:

U (z,t) = Oy U(x,t), x€[0,4],t>0,
u(z,0) = f(x), x €10,4],
Ou(z,0) = h(x), x € [0,4],
u(0,t) =u(l,t) =0 t>0.
Per risolvere tale problema utilizziamo nuovamente il metodo di separazio-

ne delle variabili, ovvero cerchiamo soluzioni u(z,t) come prodotto di due
funzioni, una della sola variabile spaziale e una della sola variabile temporale:

u(z,t) =U(z)V (t),

chiamate anche soluzioni stazionarie. Sostituendo nell’equazione differen-
ziale avremo che tali funzioni (supposte non nulle) dovranno soddisfare
Iidentita
1 U’ (x) 1 V'(t)
U'(x)V(t)= SsU(@)V"(t) < == :
(V1) = UV (1) o = E VI

a2
Poiche i due termini dell’'uguaglianza sono funzioni di variabili diverse, do-
vremo avere che entrambi i termini risultano uguali ad una costante, ponia-
mo A. Abbiamo dunque che le due funzioni X (x) e T'(¢) dovranno risultare
soluzioni delle equazioni differenziali ordinarie

U'(z) =XU(z) e V"(t) =MV (1).

Osservato che dalle condizioni al contorno dovra risultare U(0) = U({) =
0, riguardo alla funzione spaziale abbiamo che questa dovra verificare il
problema ai limiti

U(0) = X(£) = 0.

Si vede facilmente che, per evitare soluzioni banali, deve essere A = A\, =

{U”(m) = \U(z),

2.2 . .
—"E,nE e dunque, integrando otteniamo

U(x) = cpsin(y/ =) = ¢y sin(%m), cn, € R.

Posto allora w, = a”f > 0 con n € N nella seconda equazione otteniamo
che la funzione temporale dovra verificare I’equazione V" (t) = —w2V (t) che
ammette come soluzioni

V(t) = ap cos(wnt) + by sin(wnt).

Onfatti se A > 0, come nel caso dell’equazione del calore, avremo che ['unica
dell’equazione U”(x) = AU(z) soddisfacente alle condizioni U(0) = U({) = 0 ¢ la
funzione identicamente nulla. Mentre se A < 0, lintegrale di U"(z) = AU(z) sara
U(z) = c1sin(v/=Ax) + c2 cos(v/—Az) e dalle condizioni iniziali si ottiene U(0) = c2 = 0
e U() = cisin(v/=X) = 0. Dunque vV—M = nm per qualche n € N, ovvero

22

A=Ap =20
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Abbiamo quindi che ogni funzione della forma
up(z,t) = sin(n%x)(an cos(wpt) + by sin(wpt)), n €N,

dove ay, b, € R e w, = a"}, ¢ soluzione dell’equazione di partenza soddisfa-
cente le condizioni al contorno

un(0,t) = up(4,t) = 0.

Osserviamo che essendo 1’equazione lineare, ogni combinazione lineare finita
delle soluzioni uy, (z, t) sara ancora soluzione, tuttavia, affinche risultino sod-
disfatte le condizioni iniziali dovremo considerare somme infinite. Cerchiamo
dunque una soluzione sovrapponendo tutte le soluzioni u,(z,t):

+o00

u(x,t) = Z sin(n—gr:n)(an cos(wnt) + by sin(wpt)), ag, b, € R (37)

n=1
Tale soluzione soddisfera il dato iniziale se supponiamo f,h € CL([0,7]).
Estendendo f(x) e h(z) come funzione dispari in [—¢, £], avremo, per quanto
visto, che

+o00

flx) = Z Cn sin(@a}), uniformemente in [—/, /],
n=1 ¢
e
= Z Cy sin(%x), uniformemente in [—¢, ¢],
dove

14
:i/o f(x) sin(n%a:) dez e C, g/ ) sin( x)dz‘

Avremo allora che

Z ap sin( Z p sin( = f(x)

e dunque a, = ¢, per ogni n € N. Inoltre, derivando rispetto a t la serie
(37) (supposto che cio sia lecito) si ottiene

Opu(z,0) anb sin( —x ZC” sin( —x = h(x)

C’

da cui b, = per ogni n € N. Dunque si ¢ ottenuta la soluzione
= nm C
u(z,t) = Z sin(T:U)(cn cos(wnt) + w—z sin(wpt)).



CAPITOLO 7

TRASFORMATA DI FOURIER

1. DEFINIZIONE E PRIME PROPRIETA

Data una funzione f € £!(R, C) si dice trasformata di Fourier di f la funzione
e(f)w) = [ S ar, veR
R

denotata anche con f(v). Osserviamo che tale funzione risulta definita in
ogni v € R essendo

B ()| = | /R F()e 2 ar| < /R )] dt < oo

per ogni f € L!(R,C). In particolare si ottiene che ®(f) € L>(R,C) e che

12()lle < Iflls Vf € LYR,C)

da cui segue che se (f;) C L1(R,C) ¢ tale che ||fx — fll1 — 0 per k — +oo,
allora ||®(f) — ®(f)|leo — 0 per k — +o00. Si ha quindi che ® : L}(R,C) —
L>*(R,C) e funzione continua. Si ha inoltre

TEOREMA 7.1. (SULLA CONTINUITA DELLA TRASFORMATA DI FOURIER)
Se f € LY(R,C) allora ®(f) € C(R,C) ed inoltre
lim @(f)(v)=0.

|v]|—+o00

DiMm. La continuita segue dal Teorema sulla continuita dell’integrale dipendente da
un parametro: essendo g(v,t) = f(t)e”>™*" funzione continua nella variabile v € R per
ogni t € R tale che

lg(v, )| < |f(1)] € L' (R, R).
Per quanto riguarda il comportamento per |v| — +o00, osserviamo che poiche e
cos(2mvt) — isin(2nvt) e f € LY(R,C), dal Lemma di Riemann-Lebesgue si ottiene che
O(f)(v) — 0 per |v| — +o0. [l

—2mivt __

Denotato con Cy(R,C) lo spazio delle funzioni continue infinitesime al-
I'infinito, abbiamo dunque che se f € L}(R,C) allora ®(f) € Co(R,C).

Vediamo come primo esempio di calcolare la trasformata di Fourier della
funzione caratteristica x(4)(t), risulta

b
; 1 sev=20
RO Il
a Iriv se v 70

123



124 7. TRASFORMATA DI FOURIER

In particolare si ha che

1 sev=20

CI)(X[fa,a])(V) - {GQTriau_eQ‘/riaV _ sin(2a7r1/) se v % 0

2miv 2

Denotata con sinc x, seno cardinale, la funzione

. 1 sex =20
SINCTX = sin(ﬂx) e 1 ?é 0

T

otteniamo che ®(x[_q,q))(v) = 2asinc(2av).

sinc-eps—converted-to.pdf

Vediamo ora alcune proprieta elementari della trasformata di Fourier. E
immediato verificare che ® ¢ lineare, ovvero vale

O(af + fg) = a®(f) + (), Vf.ge€ L(R,C),a,feC.

Data una funzione f : R — C, si dice simmetrizzata di f(z) la funzione
f(z) = f(~z), x € R. Osserviamo che se f(x) & funzione pari allora f(z) =
f(z) per ogni € R, mentre se f(x) & funzione dispari allora f(z) = — f(z)
per ogni x € R. Si dice invece coniugata della simmetrizata la funzione

f#*(z) = f(—z). Valgono allora le seguenti proprieta

PROPOSIZIONE 7.1. Per ogni f € L}(R,C) risulta
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(i) la trasformata della simmetrizzata é pari alla simmetrizzata della
trasformata:

®(f) = o(f);
(ii) la trasformata della coniugata ¢ la coniugata della simmetrizzata
della trasformata:

o(f) = (2(f))";
(iii) la trasformata della coniugata della simmetrizzata € la coniugata
della trasformata:

®(f*) = ®(f).

DiM. (i) Operando la sostituzione s = —t si ha
3 _ 3 —2mivt — _ —2mivt
() = [ Foe = [ pnear
= [ e s = a(1) () = 2P0,

(ii) Osservato che l'integrale del coniugato ¢ uguale al coniugato dell’integrale si ottiene

s()0) = [T = [ T

- / F(t)e=2miC-0tdt = B(F)(—v) = (@(f))" ().

(iii) Analogalmente, posto s = —t otteniamo

O(f(v) = /Rme_%i"tdt: /Rmezmusds

- / [T ds = B(F)(v).

In particolare, otteniamo

o se f(x) é sommabile in R e pari allora ®(f)(v) é pari.

Infatti, essendo f = f, da (i) segue che ®(f) = ®(f) e dunque che ®(f) & pari.

e se f(x) é sommabile a valori reali e pari allora ®(f)(v) é a valori
reali.
Infatti, essendo f a valori reali e pari si ha che f*(t) = f(—t) = f(—t) = f(t)
per ogni t € R. Dunque, da (iii) segue che ®(f) = ®(f*) = ®(f) da cui che

d(f) risulta a valori reali.

Essendo e~ 2™ = cos(2mut) — isin(2mvt), otteniamo che se f(x) e

sommabile a valori reali e pari allora
(f)(v) = 2/ f(t) cos(2muvt) dt.
[0,400)

o se f(x) é sommabile e dispari allora ®(f)(v) é dispari.
Infatti, essendo f = —f, da (i) e dalla linearita della trasformata si ottiene che

—0(f) = (f) = 2(/)-
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e se f(x) e sommabile a valori reali e dispari allora ®(f)(v) é valori
1IMMaginar: puri.
Infatti essendo f a valori reali e dispari si ha che f*(t) = f(—t) = f(—t) = —f(t)
per ogni t € R. Dunque, da (i) segue che —®(f) = ®(f*) = ®(f) e dunque
che ®(f) risulta a valori immaginari puri.
Otteniamo quindi che se f(z) & sommabile a valori reali e dispari
allora

B(F)(v) = —2i / F(#) sin(2mvt) dt.

[0,400)

Utilizzando le precedenti proprieta, calcoliamo la trasformata di Fourier
della funzione f(t) = e 1*l. Osservato che f(t) & sommabile, reale e pari, da
quanto sopra si ha che ®(f) risulta reale e pari. Si ha dunque

o(f)(v) = 2/ e ! cos(2mut) dt.

[0,400)

Osservato che l'integranda risulta assolutamente integrabile in senso impro-
prio, integrando per parti due volte otteniamo

+oo
I= / e cos(2mvt) dt = / e~ ! cos(2mut) dt
[0,+00) 0
+oo

= [ cos(27wt)]:)roo - 27TV/ e tsin(2nvt) dt

0

+ oo
=1-2m([—e" sin(Zm/t)]O <+ 2771// e cos(2mv) dt)
0

“+oo
=1- (27ru)2/ e teos(2mv)dt) = 1 — (2nv)?1
0

da cui
1
I =
1+ (27v)?
e quindi
2
P = R.

Vediamo ora il comportamento della trasformata rispetto ad omotetie e
traslazioni.

PROPOSIZIONE 7.2. Data f € LY(R,C) e a € R\ {0}, posto
fa(t) = flat) e 7of(t):= f(t—a),

—0(NE) e B(rf)) = (@), WwER
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DiM. Per provare la prima identita, operando la sostituzione s = at, se a > 0 otteniamo
—2miv —orivs 1 1 v
= [ fane = [ peetE L s = L),
R R a a a

Se invece a < 0, allora (osservato che con la sostituzione s = at gli estremi di integrazione
vengono scambiati) otteniamo

—2miv —omivs 1 1
/f (at)e > dt = /Rf(s)e 2 aads:—gcb(f)(g).
Per provare la seconda identita, posto s =t — a, si ottiene
Q(Taf)(l/) — / f(t _ a)672ﬂ'iytdt _ 672Triua / f(8)6727riys ds = 6727riua¢(f)(]/)'
R R
O

Utilizziamo i precedenti risultati per calcolare la trasformata di Fourier
delle funzioni triangolari. Consideriamo la funzione

f(t) = max{1l —|t[;0}, teR.

Essendo la funzione pari e reale, otteniamo che ®(f) risulta reale e dunque

1
O(f)(v) =2 /0 (1 — t) cos(2mut) dt

in(2 oot
Sm(mjt)] + / sin(27vt) dt
0 0

vz

:2[(1—t)

2mv
1 cos(2ry 1—cos(2mv)  sin®(2mv) sine2(y
= S [Teos@mtlly =~ = e = sinc(v)

Dalla precedente Proposizione otteniamo allora che, per a > 0, la funzione

(t) = max{1 — |10} = /(5)

ha trasformata
®(g)(v) = a®(f)(va) = asinc*(va).

Calcoliamo ora la trasformata di Fourier di f(t) = 17 tQ Osservato che la
funzione e pari e a valori reali, utilizzando il Teorema dei residui abbiamo

provato che
0 cos(2mut
B(f)(v) = / cos(2mut) . oy
oo 1412

Ne segue allora che la trasformata di Fourier delle funzioni Lorentziane

fa(t) = a2+t2 - azf( )

B() = Zlald(f)(aw) = e

Si ha inoltre

PROPOSIZIONE 7.3. Se f € LY(R,C) ea € R allora, posto g,(t) = €™ f(t),
risulta

(2 (1)) (v) = B(f)(v —a), Vv ER.
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DiM. Osservato che e*™*! f(t) € £L'(R,C) si ha
(I)(eQwiatf(t))(y) — / f(t)e27riat€—27riz/t dt = / f(t)6—27ri(u—a)t dt = q)(f)(y _ a).
R R
O

, dalla precedente propo-

elZ _e— iz

29

. iz —1iz .
Ricordando che cosz = % esinz =

sizione si ottiene

PROPOSIZIONE 7.4. Se f € LY(R,C) e a € R allora

B(F(t) cos(2rat)) () = ~(B(F)(v — a) + B(f)(v + a)), Vv ER,

2
mentre
B (1) sin(2mat))(v) = () (v —a) ~ () +a)), e’
Ad esempio, essendo
@(Hiﬂ)(y) = e~ 2l
otteniamo
(P 0) = LB ) ) (L)) = (e e,

Vediamo ora il comportamento della trasformata rispetto all’operazione di
derivazione. Abbiamo

PROPOSIZIONE 7.5. Se f € LY(R,C) ¢ tale che, posto g(t) = tf(t), risulta
g € LYR,C), allora ®(f) € C(R,C) e vale

(f) (v) = —2mi®(g)(v), WveR,
ovvero risulta

d(f) (v) = —2mi /R tf(t)e ™tdt Vv € R.

Dim. Il risultato segue dal Teorema[5.14]sulla derivabilita degli integrali dipendenti da un
parametro. Infatti g(v,t) = f(t)e """ & funzione derivabile rispetto alla variabile v € R
per ogni t € R e risulta

\%(z« )| = [2mitf(t)e ™| < 2x|tf(t)] € L' (R, R).
O
Pinu in generale abbiamo

PROPOSIZIONE 7.6. Se f € LY(R,C) ¢ tale che, posto gm(t) = t™f(t) per
m € N, risulta g, € LY(R,C), allora ®(f) € C™(R,C) e vale

()™ (v) = (=2mi)"B(gm)(v), Vv ER,
ovvero risulta

()™ (v) = (=2mi)™ /R tm (e L Yu e R,
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Riguardo alla trasformata della derivata abbiamo
PROPOSIZIONE 7.7. Se f € LY(R,C) ¢ continua e C' a tratti con f' €
LY(R,C), allora

O(f)(v) =2miv ®(f)(v), Vv eR.

DiM. Infatti, osservato che per ogni z € R risulta f(z) = f(0) + f[o 2] 1'(s) ds, si ottiene

lim f(a;):f(o)+/[0+ Seds e tm f(m):f(O)—/(i LS

T—r+00 T—r— 00

Essendo f' € L£L'(R,C), si ottiene che i precedenti due limiti esistono finiti. Poiche f €
Lt (R, C), tali limiti non potranno che essere nulli. Ne segue che

lim |[f(z)e >™| = lim |f(z)]=0, VveR.
z—too

z— 100
Quindi, integrando per parti, si ottiene

w0 = [ F e = [ )]

" oy / " F(O)e T dt = 2miv ®(f) (v).

O

Dal precedente risultato si ottiene inoltre

PROPOSIZIONE 7.8. Se f € LY(R,C) ¢ di classe C™~ con 1) di classe
C' a tratti e se f*) € LY(R,C) per ogni k = 1,2, ...m, allora
O(f0)(v) = @riv)"®(f)(v), Vv ER.
Ricordando che per ogni g € £!(R,C) risulta ®(g)(v) — 0 per |v| — +o0,
nelle ipotesi del precedente risultato si ha che
2mv)"®(f)(v) - 0 per |[v| - 400

e quindi che lordine di infinitesimo di ®(f)(v) per |v| — +oc & maggiore di
m.

Come applicazione proviamo che la trasformata delle funzioni Gaussiane
2 N .
fa(t) = e " con a > 0 ¢& pari a

O(fo)(v) = \/Ze”?f

A tale scopo, consideriamo innanzitutto la funzione f(t) = e~t*. Abbiamo

che

“+oo

o(f)(v) = / e e gt

—0o0
e per calcolare I'ultimo integrale potremo utilizzare il Teorema dei residui.
In alternativa, osserviamo che

+oo
2= [ e ar=vr

Abbiamo inoltre che
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ed applicando la trasformata di Fourier ad ambo i membro, da quanto sopra,
otteniamo

B(f) () = =0 (1) ).
Poiche @(f")(v) = 2miv®(f)(v), ne segue che

2iv®(f)(v) = %(I)(f)l(’/)

ovvero che ®(f)(v) deve risolvere I'equazione differenziale ®(f)'(v) = —2m2v®(f)(v)
con la condizione iniziale ®(f)(0) = /7. Ne segue allora che

O(f)(w) = Ve ™",

Dai precedenti risultati segue allora che essendo fy(t) = e~ = f(/at) si
ha

B(L)0) = =01 (7) = 3*

Calcoliamo ora la trasformata della funzione g,(t) = . Posto fu(t) =
e_“tQ, dai precedenti risultati otteniamo

O(fa)'(v) = —2mi®(ga) (v).

Poiche abbiamo visto che

T _ %2
O(fa)(v) =1/—e o,
a
ne segue
1 1 T 2,2 7T2V s ™ 22
i) S )} / = JleTTa (=2 Y= —ju—,]/—e " a
()0) = — @) () = 5= [T (2T ) = i T [T
In alternativa, osservato che g,(t) = —i fL(t), dai precedenti risultati

otteniamo

D(ga)(v) = *%@(f;)(y) = *ﬂq)(fa)( ) = iyz\/je_w?au?

Vediamo infine il comportamento della trasformata rispetto al prodotto di
convoluzione:

:/Rf(t—s)g(s)ds, Vf, g € LY(R,C).

Osserviamo che f * g € L}(R x R,R) in quanto, dal Teorema di Fubini e
dall’invarianza per traslazione dell’integrale, risulta

/|f*g |dt<//yft—s §)|ds) dt = //|ft—s|dt)|g()|ds
=A||f||1|9(5)d5= 1£1111lgll1

da cui in particolare segue che ||f * g|[1 < || f|l1]lg/l1.- Abbiamo
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TABELLA 1. Alcune Trasformate di Fourier

f(t) (f)(v)
Funzioni caratteristiche X[=a,a] (1) 2asinc(2av)
Punzioni triangolari ~ max{1 — |%[;0} asinc?(av)
Funzioni esponenziali e~ latl %
a’+(27v)
Funzioni Lorentziane ﬁ I%le_%'a” |
Funzioni Gaussiane e_at2, a>0 e ﬂQaVQ

PROPOSIZIONE 7.9. Se f,g € L}(R,C) allora
O(fxg)(v) =2(f)(v)2(9)(v), YreR

DiM. Dal Teorema di Fubini-Tonelli, essendo h(t,s) = f(t —s)g(s)e” > in L' (R x R, R)
per ogni v € R, abbiamo

o(f*xg)(v) = /IR frgtye ™ dt = /R ( /IR Ft —8)g(s)ds)e """ dt
= [ ([ st = s ange)e v as

:/]R(/Rf(e)ef%riue da)g(s)ef%'rius dS:/Rf(O)€727”.V6 do /Rg(s)ef%rius ds
=o(f)(1)2(9)(v)
([l

2. ANTITRASFORMATA E TEOREMA DI DUALITA
Risulta utile determinare quando e possibile risalire ad una funzione una
volta nota la sua trasformata. Diamo allora la seguente definizione.
Data f € LY(R,C), si dice antitrasformata di Fourier di f la funzione

U(f)(t) := /Rf(y)e%“’tdy, veR.

Osserviamo che U(f)(z) = ®(f)(—z) ovvero U(f) & la simmetrizzata di
®(f) e dunque vale

U(f) = 2(f) = 2(f).
L’antitrasformata verifica ovviamente tutte le proprieta della trasformata.
Abbiamo inoltre

TEOREMA 7.2. (FORMULA DI INVERSIONE)
Sia f € LY(R,C) tale che ®(f) € LY(R,C). Allora f € Co(R,C) e per ogni
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TABELLA 2. Proprieta della Trasformata di Fourier

(af + Bg) = a®(f) + 52(g) flgeLl a,peC
O(f(at))(v) = 1 2()(%) ferl aeR\{0}
D(f(t —a)) = e ad(f)(v) feLr,acmk
(™ f(t)(v) = (f)(v — a) feLllaeR
D(cos(2mat) f(t))(v) = 3(2(f)(v — a) + ©(f) (v + a)) feLaeR
O(sin(2rat) f(t))(v) = 3;(2(f)(v — a) = 2(f)(v + a)) fel' aeR
O(f)™ (v) = (=20 @™ f(1))(v) tmf(t) € L
() (v) = 2miv)™(®(f)(v) fecm fMerl 1<k<m
O(fxg)(v) = 2(f)(V)2(9)(¥) fger!

t € R vale
10 = @0 = [ a0 o = [ ([ e ase

Si osservi che per provare la precedente formula non si puo scambiare 1’or-
dine di integrazione in quanto la funzione f(s)e2™™({=%) non appartiene a
LY(R x R), infatti | f(s)e>™E=9)| = |f(s)| ¢ LY(R x R). Per la dimostra-

zione viene usato un metodo di regolarizzazione mediante la convoluzione.

Ne segue in particolare
COROLLARIO 7.1. ® : L1(R,C) — Co(R,C) ¢ iniettiva.

DiM. Infatti, se f, g € L'(R,C) sono tali che ®(f) = ®(g), allora ®(f —g) =0 € L' (R,C)
e dalla formula di inversione otteniamo che f(t) — g(t) = 0 in R e dunque che f = g in

L'(R,C). O
Si ottiene allora che ® : LY(R,C) N Cy(R,C) — LY(R,C) N Co(R, C) risulta

una bijezione.

Come esempio di applicazione, determiniamo il prodotto di convoluzione

a

2
X[-g,a] * X[-g a)(t) = /RX[—;,;}(t — 5)X[-2,2)(s)ds = /

a

2

X[-g,a)(t — s)ds.

Abbiamo visto che la trasformata di Fourier della funzione caratteristi-
ca X[-a aj(t) & asinc(va), mentre la trasformata di Fourier della funzione
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triangolare fo(t) = max{l — |£];0} & asinc?(va). Dunque
D(x[-2 a))P(x[-2 2)) = a®(fa)

Dal precedente risultato abbiamo allora che

X[-g,2)* X[-g 2)(t) = afa(t) = max{a — [t]; 0}

Determiniamo ora il prodotto di convoluzione f, * fb essendo fa(t) = e*“tz,

a € R\ {0}. Abbiamo visto che ®(f,)(v) = /Ze - e dunque

B(fo* fy) () = B(fa) (v VhJ 2+ ¢ pU(R)

Posto % = é + % abbiamo allora che

e e

Essendo la trasformata iniettiva ne segue allora che

Fur fot) = [ Lo = [ e

Abbiamo inoltre

TEOREMA 7.3. (LEMMA DI DUALITA)
Se f,g € LY(R,C) allora

[etnwawd= [ soo
R R
DiMm. Osservato che

/R ( / |F(£)e 20 |db)|g(6)[d8 = | flls[lglls < +oo

dal Teorema di Fubini-Tonelli otteniamo

/R B(f)(t) g(t) dt = / ( / F(8)e™2%" d6)g(t) dt = / ( / g(t)e=2"%" dt) £(6) db = / B(9)(6)/(6)do.

0

3. TRASFORMATA DI FOURIER IN L2

Come nel caso delle serie di Fourier, la teoria della trasformata in £?(R, C)
¢ pill simmetrica rispetto a quella in L' (R, C). Faremo solo un breve cenno.

Osserviamo che L2(R,C) ¢ £1(R, C) mentre dalla diseguaghanza di Holder
si ha che per ogni R > 0 risulta £?([-R, R],C) Cc L'([— D Da-
ta allora f € L2(R,C), osservato che per ogni n € N si ha X[-nn]f €
L2([-n,n],C) C L'([-n,n],C) e dunque risulta definita ®(x[_, 1 f)(v) per

Linfatti risulta || f]jx < ,LL(E)%HfHQ per ogni £ € M con u(E) < 400
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ogni n € N, diciamo trasformata di Fourier di f (o anche trasformata di
Fourier-Plancherel) la funzione

— 1; N —2mivt
¢(f)(y) = nEIJ,I-loo (I)(X[fn,n}f)(y) - ngl—}-loo ] f(t)e dt, veR,
dove il limite si intende in £2(R, C).

Si puo provare (Teorema di Plancherel) che tale definizione ¢ ben posta,
ovvero che la successione delle trasformate ®(x[_, nf)(v) ¢ convergente in

L2(R,C).

Si ha inoltre che se f € L2(R,C) N LY(R,C), allora ¢(f) = ®(f). Infine si
puo provare che vale la seguente identita, analoga dell’identita di Parseval
per le serie di Fourier:

1)z = [1.fll2-

Osserviamo che dalla definizione, se f € £2(R,C) e risulta integrabile se-
condo Riemann in ogni intervallo della forma [—n,n| allora risulta

B(f)(v) = lim /_ " et gt — / % femt gy,

n—-+o0o o
dove abbiamo denotato con v.p. il valore principale secondo Cauchy.
Ad esempio, abbiamo visto che la funzione sinc ¢ la trasformata della fun-

zione caratteristica X[-1 1] Osservato che sinc & El(R, C) mentre sinc €
272

L2(R, C) e risulta integrabile secondo Riemann in ogni intervallo della forma
[—n, n], possiamo calcolarne la sua trasformata nel seguente modo

+o0 n

¢(sinc)(v) = v.p. / sinc(t) e 2™ dt = lim [ sinc(t) e 2™Vt dt.
— 00 n—+oo J_ .

Essendo sinc(t) pari e a valori reali otteniamo che per ogni n € N risulta

n . n o3 t
/ sinc(t) e 2™Vt dt—2/ Sm: cos(2mwt) dt

—n 0 s
B /" sin(2rvt + wt) — sin(2wvt — wt) dt
a 0 7t
e dunque
1 [T sin(2nvt + wt 1 [T sin(2nvt — wt
b(sinc)(v) = / sin(27vt + t) gt — / sin(2mvt — 7t) Qb
m™Jo t m™Jo t

Operando la sostituzione § = 7(2v + 1)t nel primo integrale e § = w(2v — 1)t
nel secondo, ricordando che con il metodo dei residui abbiamo provato che

+00 o3
/ smedezz
0

0 2’
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otteniamo
1 [ sing 1 [ sing
¢(sinc)(v) = sgn(2v + 1); /0 Slg df — sgn(2v — 1)7T/0 Slg do
1 selv|<i
1 1
= §(sgn(2y +1) —sgn(2v —1)) =70 se|v|>3
% se v = :l:%

e dunque che ¢(sinc) coincide con la regolarizzata della caratteristica X[-L 1)
denotata talvolta con rect(t).

4. APPLICAZIONE ALLE EQUAZIONI DIFFERENZIALI

L’utilizzo della trasformata di Fourier alla risoluzione di equazioni differen-
ziali si basa sul fatto che essa trasforma ’operazione di derivazione in quella
di prodotto per una variabile indipendente.

e F.QUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE LINEARI

Supponiamo di avere un’equazione differenziali lineare a coeflicienti costan-
ti:

y(n) + aly(n_l) + ...+ anfly, +apy = f(t)
Applicando la trasformata di Fourier ad ambo i membri dell’equazione e
denotata con z(v) = ®(y)(v) e g(v) = ®(f)(v), otteniamo 'equazione
algebrica
(2miv)™ + a1 (2miv)" ™ + ..+ an_1(27iv) + an)2(v) = g(v)

Tuttavia il metodo non viene spesso utilizzato in quanto ’operazione risulta
lecita solo se si suppone che la funzione incognita y(¢) risulti sommabile in
tutto R, e cio per le soluzioni di equazioni differenziali lineari non ¢ sempre
valido.

Come ulteriore esempio, determiniamo le soluzioni dell’equazione differen-
ziale lineare del secondo ordine a coefficienti non costanti

y"(t) + 2ty (t) + 27y (t) = 0.
Supposto y,v',y” € LY(R) e denotata con z(v) = ®(y)(v), osservato che
1

D2ty (1)) = — (=2t (1)) = 24/ (1)) (V)

= L Qriva()) = ~2(=(v) + 72 (),

applicando la trasformata di Fourier ad ambo i membri dell’equazione otte-
niamo allora

(2miv)22(v) — 27 (2(v) + v2' (V) + 212(v) =0 & 2(v) = —27vz(v)
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. 72 1,2
che ammette come soluzione z(v) = z(0)e™™". Essendo e™™" la trasformata
. 2 . . . . .
di e7™" (gaussiana con a = 7), ne deduciamo che soluzioni dell’equazione
42
sono y(t) = ke™™".

L’applicazione della trasformata di Fourier risulta invece essenziale nella
risoluzione di equazioni differenziali alle derivate parziali dove permette,
sotto opportune ipotesi, di ridurre ’equazione ad un’equazione differenziale
ordinaria. Come esempio notevole consideriamo nuovamente I’equazione del
calore.

e EQUAZIONE DEL CALORE

Supponiamo di avere un mezzo conduttore di lunghezza infinita. Indicata
con U(z,t) la temperatura del mezzo nel punto =z € R al tempo ¢t > 0
I’equazione prende la forma

Opu(x,t) = Oggu(z,t).

Cerchiamo soluzioni dell’equazione soddisfacenti alla condizione iniziale U(x, 0) =
ug(z). Supposto che ug, uf, uj € L1(R,R), cerchiamo soluzioni della nostra
equazione tali che:

- u(x,t), Opu(x,t) e Oppu(x,t) sommabili rispetto ad z in R;

- esiste ¢ € L(R, R) tale che per ogni T > 0 si abbia |dyu(z,t)| < ¢(x) per
ogni x € R e ogni t € [0, 7).

Applicando la trasformata di Fourier (rispetto alla variabile x € R) ad
ambo i membri dell’equazione differenziale. Essendo

®(Dypu) (N t) = (27miv)2®(u) (v, t) = —4n2 2D (u) (v, t)

mentre, dal Teorema sulla derivabilita dell’integrale dipendente da un para-
metro otteniamo

O (Qu) (v, t) = / Opu(x, t)e 2™V dg = at/ u(z,t)e 2 dr = 9, (u) (v, t).
R R

Posto allora v(v,t) = ®(u)(v,t), 'equazione differenziale si riduce all’equa-
zione ordinaria
(v, t) = —4n?vu(v,t) (38)

che dovra verificare il dato iniziale

v(v,0) = ®(ug)(v) = vo(v).
La soluzione di tale problema risulta evidentemente la funzione

v(p,t) = Uo(V)€747r2y2t.

Per ottenere la soluzione del problema iniziale, dobbiamo risalire alla fun-
zione u(z,t) che ha per trasformata v(v,t). Ricordando allora che

2 T 77r21/2
a

(e ) (v) = e a
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riconosciamo )

—47202%¢ 1 -z
e = d(e ) (v).
N0

1 2 1 a?

D, 1)) = v(,1) = (o)) B3 e () = B (e (v).

Dunque si ottiene

Dall’iniettivita della trasformata segue allora che

1 «? 1 2
u(z,t) = muo(a:) ke 4t = W /Ruo(x - §)e’§17 d¢.






CAPITOLO 8

TRASFORMATA DI LAPLACE

1. DEFINIZIONE E PRIME PROPRIETA

Data una funzione f : I C R — C definita in un intervallo I contenente il
semiasse RT := [0, +00), si dice trasformata di Laplace di f la funzione

A = [ fear
definita nell’insieme
S(f) :={s e C|f(t)e ™ € L'(RT)},

detto insieme di convergenza assoluta della trasformata A(f).

Osserviamo che la funzione f(t)e™*! risulta sommabile in RT se e solo se
risulta tale |f(t)e™%!| = |f(t)|e~T¢()!. Inoltre, se o € C & tale che Re(o) >
Re(s), allora |e™7t] < |e7®!| e dunque |f(t)e™ | < |f(t)e™*!|. Abbiamo
allora che S(f) risulta un semipiano e precisamente, posto

p(f) :=inf{p e Rl f(t) € L'(RT)},

risulta

S(f) ={s € C[Re(s) > p(f)} oppure S(f)={s € C|Re(s) = p(f)}.

Infatti, se Re(s) > p(f) allora esiste p € R con e P f(t) € LY(RT) tale che p < Re(s),
ne segue allora che |f(t)e™*"| < |f(t)e”P| € L*(RT) e dunque che s € S(f). Se invece
Re(s) < p(f), allora e Bt f(t) & LY (RT) e dunque e 5 f(t) & LY(RT), ovvero s & S(f).
Rimane invece dubbio il caso in cui Re(s) = p(f).

Nel seguito chiameremo p(f) ascissa di convergenza della trasformata A(f).
Osserviamo che per quanto sopra provato abbiamo che eventualmente p(f) =
—00, in tale caso avremo che S(f) = C.

Diremo nel seguito che una funzione f : I — C (con R™ C I) ¢ trasformabile
secondo Laplace o brevemente L-trasformabile se esiste s € C tale la funzione
f(t)e " risulti sommabile in RT, ovvero per la quale S(f) # 0.

Osserviamo che data una funzione f(t) definitain I D R™ ed L-trasformabile,

posto
) ft) set>0
Jolt) = {0 set <O,

139
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risulta A(fo)(s) = A(f)(s) per ogni s € S(f). Nel seguito penseremo quindi
ad una funzione L-trasformabile come ad una funzione nulla per ¢ < 0.

Come primo esempio, calcoliamo la trasformata di Laplace della funzione
di Heaviside:

1 set>0

0 set<0’

H(t) = xpo () = {

Osserviamo innanzitutto che e™s¢ risulta sommabile in RT se e solo se

Re(s) > 0. Infatti, per s # 0 abbiamo che

+o0 —st7+o0 —st
e 1 e
/ e Stdt = / e stdt = [ ] = —— lim )
R+ 0 s o S totoo S

Osserviamo allora che il limite

lim e %
t——4o00

esiste finito se e solo se Re(s) > 0 ed in tal caso risulta nullo. Infatti
0 se Re(s) >0

= +oo se Re(s) <0
1 se Re(s) =0

lim e*Re(s)t
t—+o00

Abbiamo quindi che se Im(s) # 0, allora e~ = e ) (cos(Im(s)t) —
sin(I/m(s)t) ammette limite se e solo se Re(s) > 0. Otteniamo allora che
S(H)={s € C|Re(s) >0} e p(H) =0 eche per s € S(H) da quanto sopra
risulta

A(H)(s) = / et =1,

R+ S

Vediamo ora di calcolare la trasformata di Laplace della funzione esponen-
ziale e, a € C. Per quanto gia osservato nel precedente esempio, la funzione
eet = ¢~ (579! yrisulta sommabile in R* se e solo se Re(s —a) > 0 ovvero
se e solo se Re(s) > Re(a). Avremo dunque che S(e®) = {s € C| Re(s) >
Re(a)} e che p(e®) = Re(a). Per s > Re(a) abbiamo che la trasformata di

Laplace di e risulta

A = |

[0
_[ e<sa>t]*°° 1 et g

+o0
eMe St dt = / e~ (5=t gy

s—a
0

Calcoliamo ora la trasformata di Laplace dell’impulso di durata h > 0:

1 setel0,h),
0 altrimenti

fo(t) = X)) = {
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abbiamo che fj,(t)e™*! risulta sommabile in RT per ogni s € C (dunque
S(fn) =C e p(fn) = —o0) e che per s # 0 si ha

_ h _
6st:| 176hs

S

h
M) = [t |-
mentre A(f)(0) = h.

0 S

Vale il seguente risultato

TEOREMA 8.1. Sia f L-trasformabile con ascissa di convergenza p(f). Al-
lora per ogni pg > p(f), A(f) risulta limitata nel semipiano Sy = {s €
C|Re(s) > po} ed inoltre

Re(grLlJroo A(f) (S) =0

DiM. Per s € C con Re(s) > po risulta

AN [ 1o = [ ol O as [ e

Rt Rt

ed essendo po > p(f) si ha che [, |f(t)[e?*"dt = Cy € R. Ne segue allora che per ogni

s € C con Re(s) > po risulta |A(f)(s)] < Co.

Per provare che A(f)(s) — 0 per Re(s) — 400, consideriamo una successione (Sn)nen

tale che Re(s,) — +00 per n — +oo e poniamo f,(t) = f(t)e”***. Fissato po > p(f), sia

v € N tale che Re(s,) > po per ogni n > v. Allora per ogni t € RT e ogni n > v si ha
[fa()] = [F(©)e*" = [f(B)]e”TCt <[ f(1)]e™™" € £1(RT).

Inoltre, essendo per ogni ¢t > 0 e~ Belsn)t 0 per n — +o0, ne segue che per q.o. t € R

risulta fn(t) = f(t)e *"* — 0 per n — +oo. Dal Teorema di convergenza dominata

concludiamo che

A(f)(sn) = / fa(t)dt — 0, per n — 4oc.
R+
U
Non ¢ in generale vero che A(f)(s) — 0 per |s| — +o0o. Ad esempio per
I'impulso di durata 1 si ha che

1 _ —S
A(X[O,l))(s) = Se — 400 pers€eR, s > —o0.

Il prossimo risultato prova che la trasformata di Laplace risulta olomorfa
(e dunque continua) nel suo dominio. Vale infatti

TEOREMA 8.2. (OLOMORFIA DELLA TRASFORMATA DI LAPLACE)

Sia f L-trasformabile con ascissa di convergenza p(f). Allora A(f)(s) risulta
olomorfa nel semipiano Re(s) > p(f). Precisamente, la funzione g(t) =
tf(t) risulta L-trasformabile con ascissa di convergenza p(g) = p(f) e vale

A(f)'(s) = =Alg)(s), Vs €C, Re(s) > p(f),

ovveTro

d / ft)e stdt = / tf(t)e stdt, V¥se C, Re(s) > p(f).
[0,400)

ds [0,4-00)
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DiM. Proviamo innanzitutto che la funzione g(t) = tf(t) & L-trasformabile con p(g) =
p(f). Infatti, se Re(s) > p(f), siano a,b € R tali che Re(s) > a > b > p(f). Essendo a > b,
si ha che te~* = o(e™*) per t — +00, e dunque che esiste C' > 0 tale che te™ % < Ce™%
per ogni t > 0. Allora essendo Re(s) > a e b > p(f), risulta

lg(®e™ | = |tf(t)e| < |f(Dlte™" < ClF (D)™™ € L(RY) vt >0.
Quindi g & L-trasformabile con p(f) > p(g). La diseguaglianza opposta ¢ immediata es-
sendo |f(t)e™ | < [tf(t)e™*!| € L*(RT) per ogni t > 1 e s € C con Re(s) > p(g).
Per concludere la dimostrazione & sufficiente applicare il Teorema sulla derivabilita dell’in-

tegrale dipendente da un parametro. Infatti la funzione h(s,t) = f(t)e™*' risulta derivabile
rispetto ad s con

0 _ —st
Eh(s,t)— tf(t)e™>", VseC

Fissato b > p(f), procedendo come sopra, si ottiene che per ogni s € C con Re(s) > b
esiste C' > 0 (indipendente da s) tale che risulta

12 hs )] = It (e < CLFD]e™ € £ ®Y) ¥t >0
Ne segue allora che
AN = [ s ar
R+

risulta derivabile in ogni s € C con Re(s) > b e

A(f) (s) = 4 ft)e *tdt = —/ tf(t)e " dt.
ds J10,4-00) [0,4-00)
Essendo b > p(f) arbitrario si ottiene la tesi. ([l

Dai risultati sulle funzioni olomorfe abbiamo allora che A(f)(s) risulta
di classe C*™ nel semipiano Re(s) > p(f) ed applicando iterativamente il
precedente risultato otteniamo che p(t(™) f(t)) = p(f) per ogni m € N e

A())(s) = (=1)"AE"f(1))(s), s € C, Re(s) > p(f).

1
s—a

Ad esempio, ricordando che A(e®) = per Re(s) > Re(a) otteniamo che

per tali valori risulta

1
A at — _A aty/ —
(16) = —A(Y(5) =
e piu in generale che
|
A — (—1)™A at\(m) _ m. )
() = (C) A (s) =

Infine, ricordando che la trasformata della funzione di Heaviside H(t) &
A(H)(s) = 1, per ogni Re(s) > 0, e che

n!

A(H)(n)(s) = (_1)nsn+17
posto
t" set>0
P,(t)=t"H(t) = -
®) ®) {O set <O,
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risulta |
A(Po)(s) = (=1)"A(H)™(s) = % Vn € N.

In particolare abbiamo che
—+00
/ t"e tdt = A(H,)(1) = n!
0

Osservato che il precedente integrale risulta convergente anche se conside-
riamo potenze t* con x > —1, per ogni z > 0 risulta definita la funzione

+0o0
['(z) ::/ t"le7tdt, Vo >0
0

detta funzione gamma di Eulero e da quanto sopra osservato risulta I'(n+1) =
n! per ogni n € N.

Abbiamo inoltre

TEOREMA 8.3. (TRASFORMATA DI LAPLACE DI FUNZIONI PERIODICHE)
Sia f(t) funzione periodica per t > 0 di periodo T > 0. Se f(t) risulta
sommabile in [0,T] allora f risulta L-trasformabile e per Re(s) > 0 risulta

AP = —— [ pweta

1—e= Jio
Dim. Dall’additivita dell’integrale abbiamo

A — —std — —std
(£)(s) /[O’m)f(t)e =3 /[kT,MT]f“)e .

ed operando la sostituzione 7 = ¢t — kT in ciascuno degli integrali, essendo f(t) periodica
di periodo T ne segue

ANG =S [ e T ar = [ e
k>0 (0,77 k>0 [0,T]

k s

La serie Y, ., e "7 & serie geometrica di ragione e *” e risulta convergente se e solo se

le=*T| = e T < 1 oyvero se e solo se Re(s) > 0. Quindi, se Re(s) > 0 otteniamo
1 _
A)s) = 7—=7 (T)e™""dr.
L—e=" Jiom

Ad esempio, consideriamo ’onda quadra

1 sete2n,2n+1], n €N,
q(t) = .
0 altrimenti.

Abbiamo che f(t) risulta periodica di periodo 2 e dal precedente risultato
abbiamo

— ; —st _ ; —st
A@)(s) = /[0’2] )t = /M e dt

o et 1 1—e

S l—e | —s], l—e2 s s(l+e)
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2. PROPRIETA ELEMENTARI
Si ha immediatamente che se a € C e f ¢ L-trasformabile allora
Alaf)(s) = aA(f)(s), Vse S(f).

Ad esempio, consideriamo "impulso unitario di durata h:

1 L setel0,h)
Sn(t) = — t)y=3" e
n(t) hX[O’h)( ) {0 altrimenti.

Ricordando che la trasformata di Laplace dell’impulso di durata h, x[o ), ¢

_,—hs
12 se s # 0,

Aumﬁ»@>:{h B

da quanto sopra otteniamo

_,—hs
1 £ se s # 0,

1 se s = 0.

A@M$=;MMMM$={

Osserviamo ora che per ogni s € C, risulta

hm A(or)( / Sp(t)e stdt =1
mentre
hméh() 0 se t # 0,
h—0 400 set=0

Si pud provare che per ogni funzione ¢(t) continua in R risulta

lim | 6,()p(t) dt = (0)

h—0 Jgr

L’operatore ¢ € C(R) +— ¢(0) viene detto delta di Dirac. Si puo dimostrare che non esiste

alcuna funzione 6(t) tale che
[ 50et)dt = 40
R

Viene comunque impropriamente indicata con (t) la delta di Dirac e si pone

/5 t)dt == lim | 0n()p(t) dt = (0)

h—0 R
La delta di Dirac e i precedenti concetti possono essere formalizzati nell’ambito della teoria

delle distribuzioni.

Si ha inoltre che 'applicazione A & lineare e precisamente vale il seguente
risultato

PROPOSIZIONE 8.1. Se f e g sono L-trasformabili, con ascissa di conver-
genza rispettivamente p(f) e p(g), allora f + g risulta L-trasformabile con

p(f +g9) = max{p(f); p(g9)} e vale
A(f +9)(s) = A(f)(s) + Alg)(s), Vs> p(f +g)
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DiM. La dimostrazione segue dalla linearita dell’integrale una volta osservato che
S(f)NS(g) = {s € C|Re(s) = p(f) e Re(s) = p(9)} = {s € C| Re(s) = max{p(f), p(g)}}.

dove le precedenti diseguaglianze possono essere strette. O

Ad esempio, ricordando che A(e)(s) = -1 per s € C con Re(s) > Re(a),
otteniamo che per ogni w € R e s € C con Re(s) > 0 risulta

; 1 ; 1
A iwt — A —iwt —
(06 = e AT () =
da cui, essendo cos(wt) = M e sin(wt) = %ﬁﬂm otteniamo
1 1 1 s
A t = = R 0
(eon(w)(s) = St )= P Re(s) >0,
mentre
1 1 1 w
Alsin(wt))(s) = — _ _ .
(sinfwt))(s) 21'(5 —w s+ iw §2 4+ w? Re(s) >0
In particolare si ha
1
Alcost)(s) = ——— e A(sint)(s) Re(s) > 0.

s2+1 T 241
Dal Teorema sull’olomorfia della trasformata, per Re(s) > 0 otteniamo
allora che

Altsin(wt)) = —A(sin(wt)) () = (5223;2)2
mentre 22
A(t cos(wt)) = —A(cos(wt)) (s) = [CETEE

Analogalmente, per ogni w € R e s € C con Re(s) > w risulta

L e A()(s) = —

S —w S+ w

A(e”")(s) =

—wt

da cui, ricordando che cosh(wt) = &;Wt e sinh(wt) = ewt_; , weR
otteniamo che per s € C con Re(s) > w risulta

A(cosh(wt))(s) = e A(sinh(wt))(s) =

S w
2 _ 2 2 _ w2°
Riguardo al comportamento della trasformata rispetto a traslazioni e omo-
tetie, come nel caso della trasformata di Fourier abbiamo

PROPOSIZIONE 8.2. Se f é funzione L-trasformabile con ascissa di conver-
genza p(f), allora
(i) A(f(at))(s) = LA(f(1))(2) per ognia > 0 e s € C con Re(s) >
ap(f);
(ii) A(f(t—a))(s) = e *A(f(t))(s) per ognia > 0 e s € C con Re(s) >
p(f);
(iii) A(e®f(t))(s) = A(f)(s —a) per ognia € C e s € C con Re(s) >
p(f) + Re(a).
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DiM. Possiamo provare (i) operando la sostituzione 7 = at, ottenendo

M@ = [ ganeta= 0 p@eiTar= LA

[0,+00) a a

per ogni s € C con Re(2) = RET(S) > p(f).
Per provare (ii), osserviamo che essendo f(t) = 0 per ¢t < 0, avremo che f(t —a) = 0 per

t < a. Posto allora 7 =t — a otteniamo

AU -a)s) = [ f@—ME“ﬁ:/

f(r)e™> T dr = e" " A(f)(s),
[0,4+0) [0,+00)

per ogni s € C con Re(s) > p(f).

Infine, per provare (iii) abbiamo

A SO = [ poetta= [ et a = A - a)
[0,400) [0,400)

per ogni s € C con Re(s —a) > p(f).

Ad esempio, da (iii) con a = +iw, essendo cos(wt) = M e sin(wt) =
%, otteniamo che per ogni funzione f L-trasformabile e ogni s € C
con Re(s) > p(f) risulta

A(f(t) cos(wt))(s) = %(A(f)(s — iw) + A(f)(s +iw))

1

A(f () sin{wt))(s) = o

(A()(s —iw) = A(f)(s +iw)).

Da (iii) otteniamo inoltre che per Re(s) > Re(a)
e sin(wt))(s) = A(sin(wt))(s — a) = ——

(s —a)® +w?

s—a

A(eat Cos(wt))(s) = A(cos(wt))(s - (1) = m

In particolare, dalla prima ne segue che se ¢ — % >0 e Re(s) > —% allora
1 1 1

s2+bs+c - (5 + %)2 + w2 = ;A(Sin(wt))(s + g) = %A(e*gt Sin(wt))(s)

dove abbiamo posto w? = ¢ — bz.

Abbiamo inoltre

TEOREMA 8.4. (TRASFORMATA DI LAPLACE DELLA CONVOLUZIONE)
Siano f e g funzioni L-trasformabili nulle per t < 0, allora fxg & L-
trasformabile con p(f * g) < max{p(f),p(g)} e per ogni s € C con Re(s) >

max{p(f), plg)} risulta
A(f * 9)(s) = A(F)()A(g)(s).
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DiM. Abbiamo

/]R . frg(t)e " dt = /R +( /]R F(t=0)g(6) dt)e™" dt = /R +( /R f(t—0)g(0)e*" dd)e =9 at.

Osserviamo allora che
1= [ 10O anig@) o = [ ([ O o) an)lg(o)]e " do
R JRt+ Rt JRT

Posto 7 =t — 6, per s € C con Re(s) > max{p(f); p(g)}, risulta allora

1= [ ([ i@l o anig@le s = [ |l O [ jg@)e " ds < +00
R+ JRT R R+

+

Dal Teorema di Tonelli segue allora che h(t,0) = f(t — 0)g(6)e™** risulta sommabile in
R x R. Ne segue allora f * g(t)e " € L'(R™) per ogni Re(s) > max{p(f); p(g)} e per tali

valori si ha
Mo = | / £t - 0)g(0)e™*" do)e™*=

/ f()e ™ dr / 9(0)e=" 46 = A(F)(s)A(g) ().
[

Vediamo infine di determinare la trasformata della derivata, risultato che
sara particolarmente utile per le applicazioni alla risoluzione di equazioni
differenziali:

TEOREMA 8.5. (TRASFORMATA DI LAPLACE DELLA DERIVATA)

Sia f(t) funzione continua e C' a tratti in RY con f'(t) L-trasformabile.
Allora f(t) risulta L-trasformabile con p(f) < max{p(f’),0} e per ogni s € C
con Re(s) > max{p(f’);0} risulta

A(f')(s) = sA(f)(s) — f(OF).
dove f(0F) = lim f(¢).

t—0t

DiM. Osserviamo che dal Teorema fondamentale del calcolo per ogni t > 0 risulta

= f(0") + /t 1'(6)do

Inoltre, essendo f(t) = 0 per t < 0 e ricordando che H(t) = xg+ (t0, otteniamo

t):/RH(t—G de—/f

Ne segue allora che per ¢ > 0 risulta

F(&) = FOOT)H () + (H * f')(t)
Dal Teorema sulla trasformata del prodotto di convoluzione otteniamo allora che f risulta
L-trasformabile con p(f) > max{p(H); p(f')} = max{0, p(f')} e che vale

A(F)(s) = FOT)ACH) (s) + A(H)(s)A(f) (5)-
Essendo A(H)(s) = 1 per ogni Re(s) > 0, ne segue che

sA(f)(s) = F(0T) + A(f)(s), Vs €C, Re(s) > max{0, p(f)}.
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Iterando il precedente risultato si ottiene che se f(¢) risulta di classe C™
in RT, nulla per t < 0 con f("™ L-trasformabile, allora f®*) risulta £-
trasformabile per ogni £ =0,...,m — 1 e vale

A(FIV)(s) = s™A(F)(s) = s LF(O0T) = 82 F1(0F) — = FD(0T)
m—1
= s"A(f)(s) = Y st (0
k=0

per ogni s € C con Re(s) > max{p(f™);0}.

Osserviamo inoltre che dal precedente risultato, ricordando che A(g)(s) — 0
per Re(s) — +oo per ogni g L-trasformabile, si ottiene che nelle precedenti
ipotesi risulta

lim  sA(f)(s) = F(0*).

Re(s)—+o0

Tale risultato prende il nome di Teorema del valore iniziale. Si puo inoltre
provare che se esiste finito f(+00) := , liin f(t), allora
—+00

lim  sA(f)(s) = f(+o0),

s—0, Re(s)>0

vale cioe il Teorema del valore finale.

TABELLA 1. Proprieta della Trasformata di Laplace

A())M(s) = (=)™ AE™f(1))(s) Re(s) > p(f)
Alaf + Bg)(s) = A(f)(s) + BA(g)(s) Re(s) > max{p(f),p(g)}, @, B € C

A(f(at))(s) = ZAN)(2) Re(s) > ap(f), a>0
A(f(t —a)) = e **A(f)(s) Re(s) > p(f), a>0

A(e® f())(s) = A(f)(s — a) Re(s) > p(f) + Re(a), a € C
Afcos(wt) f(1)(v) = 3(A(f)(s —iw) + A(f)(s + iw)) Re(s) > p(f), a €R
A(sin(wt) f (1) (v) = 5;(A(f) (v — iw) — A(f) (v +iw)) Re(s) > p(f), a €R

A(f #g)(s) = A(f)(s)A(g)(s) Re(s) > max{p(f); p(9)}

A(fT) () = s™A(f)(s) = iy "D (0T) Re(s) > max{p(f"™); 0}
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3. CONFRONTO CON LA TRASFORMATA DI FOURIER E FORMULA DI
INVERSIONE

Ricordiamo che data f € £!(R, C) abbiamo denotato con

/ fe ¥ dt, v eR,

la sua trasformata di Fourier. Supposta f(t) L-trasformabile con ascissa di
convergenza p(f), per a > p(f) poniamo

f(te ™t set>0,
t) =
9a(1) {0 set <0.

Risulta allora che g, (t) & sommabile in R e per ogni @ > p(f) e v € R si ha
P(ga)(v) = f(t)e ote=2mt gy — F(t)e @2t gy — A(f)(a+2miv).
R+ R+

Ricordiamo ora che per la formula di inversione della trasformata di Fourier,
se ®(gq) € LY(R, C) allora g, € Co(R,C) e

Jga(t) = / O(go)(W)eT™ dy, VteR, VteR,
R
ovvero, per t > 0, risulta
f(t)e ™ = / A(f) (o 4 2miv)e*™™ dy
R

da cui, moltiplicando entrambi i membri per e® e ponendo w = 2wy si
deduce

- / AP @+ 2mi)elet 200 dy = / A(f)(a+ iw)el@H )t g,
R 27T R
Si ha allora

TEOREMA 8.6. (FORMULA DI INVERSIONE)

Sia f(t) funzione L-trasformabile (nulla pert < 0) con ascissa di convergen-
za p(f). Se per ae > p(f) si ha che A(f)(a + iw) risulta sommabile rispetto
aw in R, allora f(t) é continua e

ft) = % /RA(f)(a +iw)el @@t dy vt > 0.

Ad esempio, consideriamo la funzione sint. Abbiamo visto che per ogni
a > 0 risulta

1 1
1+ (@+iw)? 1+a2—w?+20w  w?
Dunque A(sint)(a + iw) risulta sommabile rispetto a w in R e dalla formula
di inversione

A(sint)(a+iw) = w — Fo0.

1 e(a+iw)t
sint=— [ ———dw, Vt>0,Va>0.
21 Jp 14 (o + iw)?
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Osserviamo pero che la condizione A(f)(a + iw) sommabile rispetto a w in
R non ¢ invece verificata dalla trasformata di Laplace di cos(t),

A(cost)(s)

s

142

Vale pero il seguente risultato, che fornisce un analogo del Teorema di
convergenza puntuale della serie di Fourier.

TEOREMA 8.7.
Se f(t) ¢ funzione C* a tratti in RY, L-trasformabile allora per ogni o > p(f)
risulta

W - %v.p- / A @+ i) i, ez 0,

Quindi ad esempio otteniamo che per ogni o > 0 e ¢t > 0 risulta

+ .
cost = 1v.p./ = %e(a-ﬂw)t dw.
27 oo 14 (a4 iw)

—0o0

Vediamo ora come esempio di determinare, se esiste, la funzione f(t) per
la quale
1
Af)(s) = ———.
(N6 = 2027
Osservato che A(f)(s) risulta sommabile in R rispetto alla parte immaginaria
di s, dalla formula di inversione abbiamo che

1 e(a+iw)t
t) = — d t>0.
1®) 27 /R (o +iw)?((a +iw)? + 1) “ot=
Scelto & = 1 (ma potremo scegliere un qualunque « > 0) e posto
ezt
otteniamo
1 e(lJr’iw)t 1
t) = — dw = — 14 1w)d t>0.
10 =5 /R A+i)2(1+iw?+1) 7 20 /Rg( tiw)dw, ¢

Calcoliamo 'ultimo integrale utilizzando il metodo dei residui. La funzione
g(z) risulta olomorfa in C eccetto che nei poli zp =0 e zx = +i. Preso R >
1, consideriamo la curva I'p frontiera positivamente orientata del domino
Dr ={z € C||z — 1] < R, Re(z) < 1}. Dal Teorema dei residui abbiamo
allora che per ogni R > 1 risulta

1

21 T'r

9(z) dz = Res(g,0) + Res(g, ) + Res(g, —1).
Essendo
ezt teZt(l 4 22) _ ezt2z

T 2 1 . _
Res(g,0) = Iy D("g(2)) = g D(Z—) = =5 =
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mentre "
ezt +ie it
R 7:‘: ) = =
(9 2) = S T T ) 725 s 2
otteniamo
1 it it
— g(z)dz:t+w + = =t—sint, VR> 1.
271'7, I'r 2 2

Osserviamo ora che T = [1 — iR, 1 + iR] U v dove yg(f) = 1 + Re?,
0 € [Z,3Z]. Abbiamo che

li dz = 0.
A, 9

Infatti osserviamo che essendo ¢t > 0 e Re(z) < 1 per ogni s € g, otteniamo che |e*| =

eRe ()t < ¢! per ogni 2z € yg. Allora, poiche |z| > [z —1|—1=R—1e |22 +1| > |2|* -1 >
(R —1)? — 1 per ogni z € vg, otteniamo

et

(R=1)2((R=1)> = 1)’

l9(2)] < Z€TR

e dunque
t

e 27 Re'
], o941 e [, S R ey 0 e R

Inoltre, essendo y(w) = 1 + iw con w € [—R, R] una parametrizzazione del
segmento [1 — iR, 1+ iR], si ha che

R
/ g(z)dz = z/ g(1+iw) dw.
[1—iR,1+iR] “R

Ne concludiamo allora che per ¢t > 0 risulta

R

1 , L ,
f(t) = by Rg(l + iw)dw = %REIEOO 7Rg(1 + iw)dw

1 1
= — lim / g(z)dz = lim / g(z)dz =t —sint.
27TZ R—+o00 [l—iR,l-i-iR] R—+o00 27TZ I'r

Dalla formula di inversione segue in particolare che la trasformata di Laplace
risulta iniettiva. Infattise f(t) e g(¢) risultano L-trasformabili con A(f)(s) =
A(g)(s) per ogni s € C con Re(s) > max{p(f);p(g)}, allora f — g risulta
L-trasformabile con A(f — ¢)(s) = 0 per ogni Re (s) > max{p(f);p(9)}. In
particolare A(f — g)(a + iw) risulta sommabile rispetto a w in R per ogni
a > max{p(f); p(g)} e dalla formula di inversione si ottiene che f(t) = g(¢)
per ogni t > 0.

Utilizzando l'iniettivita della trasformata e le proprieta elementari, dedu-
ciamo nuovamente la funzione f(¢) per la quale risulta

M) = Ty
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Osserviamo che
1 1 1

s2(s2+1) T2 1452
e che per Re(s) > 0 abbiamo
1 1
2= A(t)(s) e T2

Ne segue allora che

= A(sint)(s)

A(f)(s) = A(t —sint)(s)
e dunque, dall’iniettivita della trasformata, che per ¢ > 0 risulta f(t) =
t —sint.

TABELLA 2. Alcune Trasformate di Laplace

f(t) pert >0 A(f)(s) p(f)
1 1 0
e L Re(a)
_e—hs
X[o,n) (1) ;L L z i ! —00
_o—hs
FX[00) (1) i hs 2 i 0 —00
sin(wt) P 0
cos(wt) Py 0
sinh(wt) =2 w
cosh(wt) = w
e sin(wt) —a)25a? Re(a)
e cos(wt) (3—2)% Re(a)
tn it 0
edtn W Re(a)
t sin(wt) (Sgisgz)z 0
t cos(wt) % 0
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4. RISOLUZIONE DI EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI
Data un’equazione differenziale lineare a coefficienti costanti di ordine n €
N
! (n—1) (n) _
apy + ary’ + ... + an1y" " + any'™ = f(t)
dove a; € C, i = 0,1,..n, e f(t) risulta L-trasformabile, ne cerchiamo le

soluzioni che risultino di classe C™ con derivate L-trasformabili soddisfacenti
alle condizioni iniziali

y(0T) = o,
y/(0+) =Y,

y(n_l) (O+) = Yn—1-

Applicando la trasformata di Laplace ad ambo i membri dell’equazione, dal
Teorema sulla trasformata della derivata, otteniamo

aoA(y)(s) + a1(sA(y)(s) — yo) + a2(32A(y)(5) — 5Yo — Y1)
oo an(s"A(Y)(s) — 8" ryo — 8" Y1 — o — SYn—2 — Yn—1) = A(f)(5)

da cui
k

(O arsh)Aw)(s) = Af)(s) + Zak Zsk yio1)
k=0

Detto allora P(s) = Y j_,as" il polinomio caratteristico dell’equazione e

posto
k

n
)= ar(d s Ty;),
k=1 j=1

osserviamo che ¢(s) risulta polinomio in s (dunque L-trasformabile). Posto
allora F'(s) = A(f)(s) otteniamo che

p(s) + F(s)

Aw)(s) = Fo5

Nota la trasformata A(y)(s) dovremo risalire alla soluzione y(t) utilizzando
le proprieta elementari della trasformata oppure applicando la formula di
inversione.

In alternativa, osserviamo che denotata con 7(t) la funzione, detta risolvente
dell’equazione differenziale, per la quale

abbiamo

SHEL = MDA = A0 = [ =0
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Dungque se denotiamo con ¢(t) la funzione avente per trasformata la funzione

razionale # , otteniamo
s)

Ay)(s) = Alg)(s) + A(f *n)(s)
e quindi
y(t) =g(t) + (f*n)(t), t=0.
Come primo esempio consideriamo ’equazione differenziale omogenea
y' =2y +y=0

con il dato iniziale y(0) = 1 e 3/(0) = 0. Applicando la trasformata di
Laplace ad ambo i membri dell’equazione otteniamo

s*A(y)(s) = sy(0) =y (0) — 2(sA(y)(s) — y(0)) + A(y)(s) = 0

da cui, utilizzando il dato iniziale,
s—2
Ay)(s) = 5¥————.
W) = F 9511
dove P(s) = s> —2s+1 = (s — 1)? & il polinomio caratteristico associato
all’equazione. Osserviamo ora che
§—2 s—2 1 1

2—2s+1 (s—1)2 s—1 (s—1)?2
= A(e")(s) + Ae") (s)

= A(e")(s) — A(te")(s) = A(e! — te!)(s).

Otteniamo dunque che per ¢ > 0 la soluzione del problema dato ¢

y(t) = e' — te'.

Consideriamo ora I’equazione non omogenea
" / t
Yy +2y +2y=e

con i dati iniziali y(0) = 1 e y/(0) = —1. Applicando la trasformata di
Laplace ai due membri dell’equazione otteniamo

s"A(y)(s) — sy(0) = y'(0) + 2(sA(y)(s) — y(0)) + 2A(y)(s) = A(e")(s)

da cui, utilizzando il dato iniziale e ricordando che A(e’) = 2= si ricava

s+1 1 52

Ay)(s) = 2+ 25 + 2 + (s —1)(s%+2s + 2) - (s —1)(s2+2s+2)
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dove P(s) = 5242542 ¢ il polinomio caratteristico dell’equazione. Abbiamo

s Lt o, 2+l
(s—1)(s24+25+2) 5\s—1 “s24+25+2

_(r s 1
S 5\s—1 (s+1)2+1 T(s+1)2+1

= é(A(et)(S) +4A (e cost)(s) — 2A(e "t sint)(s))

Dunque
1 —t
y(t) = g(et +4e ' cost — 2e tsint) = %(6% +4cost — 2sint)

¢ la soluzione cercata in RT.

Consideriamo infine la seguente equazione del terzo ordine:
y/// — 8y = 24621&
con i dati iniziali y”(0) = —4, ¥’(0) = 0 e y(0) = 1. Applicando la
trasformata di Laplace otteniamo
s*A(y)(s) — s°y(0) — s/(0) — y"(0) — 8A(y)(s) = 24A(e*)(5)
da cui, essendo A(e*)(s) = &5 otteniamo
s?—4 24
A = .
Uy P P ey
Abbiamo che P(s) = s3 — 8 = (s — 2)(s? + 25 + 4) e risulta
s+ 2 24 1 2 s+2

A = - 9

W)(s) 52+ 2s +4+(s —2)2(s2+25+4) s — 2+(8 — 2)2+ s +2s+4

Osserviamo ora che

PRI = A(te?)(s)

mentre
s+ 2 s+1 1

212544 (5+1243  (s+1)2+3

—t 1 —t .
= A(e ! cos(V/3t))(s) + %A(e sin(v/3t))(s)

Otteniamo allora che

Aly)(s) = —A(e*)(s)+2A(te>) (s)+2A (e cos<¢§t>><s>+j§A<et sin(v/36)) (s)

e dunque che la soluzione cercata, per t > 0, € pari a

¢ —t L.
y(t) = (2t — 1)e* + 2¢ ! (cos(V/3t) + 7 sin(v/3t)).
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