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Introduzione

Il corso di Analisi Matematica 4 si potrebbe intitolare “Misura ed Integrazione” visti
i suoi obiettivi e contenuti. In particolare, vogliamo completare la base del calcolo
integrale e differenziale in uno e pit1 variabili presentando il concetto di misura astratta
con particolare attenzione alle misure di Lebesgue e di Hausdorff per arrivare ad una
teoria di integrazione moderna ed adeguata per trattare in modo rigoroso e uniforme
i teoremi fondamentali del calcolo in piti variabili. Piti precisamente, i nostri obiettivi
sono quattro.

Obiettivo 1: Migliorare la teoria di integrazione secondo Riemann (e la misura di Peano-
Jordan associata).
Questo ci portera a introdurre la misura e I'integrale di Lebesgue grazie ai quali potremo:

e arricchire la classe di insiemi “ammissibili” per includere tutti i sottoinsiemi di
R" della forma U aperto, C chiuso, K compatto. Per la misura di Peano-Jordan,

esistono aperti, chiusi, compatti non ammissibili;

e indebolire le ipotesi che consentono il passaggio al limite sotto il segno di integrale

i J = J (im fico) ax

Per l'integrale di Riemann, sono richieste la convergenza uniforme della successione
{filkew € la limitatezza di E. Queste richieste sono troppo forti per avere una teoria
robusta;

e eliminare la divisione nella teoria di integrazione in integrabilita e poi integrabilita
in senso generalizzato.

Obiettivo 2: Estendere la teoria di integrazione su spazi M non piatti.
Questo ci portera a introdurre la misura di Hausdorff ed integrali associati pgrazie ai quali
potremo:

e integrare su curve, superficie, ipersuperficie (immerse in R");

e definire concetti come valor medio di una funzione su M.

iii
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Obiettivo 3: Formulare una versione del TFCIEIin piti variabili.
Questo vera fatto tramite ['integrazione per parti e la derivazione di integrali con parametro e
ci permettera di ottenere:

e i Teoremi di Gauss-Green, della divergenza, di Stokes;
e un’apertura verso tantissime applicazioni.

Obiettivo 4: Completare la base del calcolo di integrali.
Questo vera fatto tramite:

e formule di cambiamento di variabili generali;
e iteoremi tipo TFCI ed IPP EI gia nominati;

o formule di riduzione per “bucce”.

Nota al lettore: Questi appunti sono un riassunto completo delle lezioni del corso. In
particolare,

e per irisultati enunciati ma non dimostrati nelle lezioni, una referenza sara fornita;

e per irisultati dimostrati nelle lezioni con dimostrazione che segue uno dei testi del
corso, sara usata la frase “fatta a lezione” e sara anche fornita una referenza;

e solo nel caso che la dimostrazione non segua uno dei testi, la dimostrazione sara
presentata.

!Teorema Fondamentale del Calcolo Integrale
?IPP= integrazione per parti



Capitolo 1

Misura ed integrale di Lebesgue

In questo capitolo, iniziamo con il primo obiettivo del corso. Il percorso che seguiremo

e il seguente:

1. Definire la misura di Lebesgue m su una famiglia di sottoinsiemi di R"” che com-

prendano in particolari aperti U e chiusi C.

N
2. Per funzioni semplici s = CiXE; definire l'integrale
j=1

N
f (x)dm(x) = Z c¢jm(ENE;), E misurabile,
j=1

(dove ogni E; & misurabile, E; N Ex = O per j # ke cj # 0in R).

. Introdurre le funzioni misurabili (ammissibili per l'integrazione) e mostrare che
3. Introd le f bil bil I'int t h

sono ben approssimate da funzioni semplici.

4. Definire l'integrale di Lebesgue di f tramite un’approssimazione con integrali di

funzioni semplici.

1.1 Misura di Lebesgue

1.1.1 Misura esterna di Lebesgue

Il primo passo nella nostra costruzione della misura di Lebesgue é la definizione di una
funzione m* : P(R") — [0, +oo] detta misura esterna che associa una grandezza m*(A) ad
ogni sottoinsieme A di R". Il punto di partenza ¢ di ricoprire A con un numero al pit
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numerabili di intervalli compattﬂ
I:[allbl]x"'x[anlbi’l]l ﬂ]sb], j:1,...,7’l

dove ricordiamo che il volume (n-volume) di I viene definto daP]

o(l) = H(bj ~aj).
j=1

Definizione 1.1.1. Sia A C R". Si chiama ricoprimento di Lebesgue (rdL) di A una collezione
{It}kexe con K € N (al pitt numerabile) t.c. A C Ugexc k-

N.B. Ogni A ha un rdL. Basta prendere Iy = [~k k]" per ogni k € N perché [; / R"
ricopre tutto lo spazioE]

Definizione 1.1.2. Sia A C R". Si chiama misura esterna (di Lebesgue) di A la quantita

1.1.1) m*(A) = inf {Z o) {Lesc @ un rdL di A} .

keK
Osservazione 1.1.1. (Confronto con la misura esterna di Peano-Jordan m}]) La misura
esterna di Lebesgue m* = m;] ¢ definita per ogni A C IR"” mentre quella di PJ solo per A
limitato. Inoltre, m] ¢ definita usando ricoprimenti con un numero al pitt numerabili
di intervalli compatti anziché un numero finito di intervalli nel caso di m;] (anche presi

con interni disgiunti). Quindi abbiamo

my (A) < mp (A), AcC R" limitato,

ovvero che mj & piu fine di .
Il primo esempio, prevedibile ma utile, & il seguente.
Esempio 1.1.1. Per ogni intervallo compatto I, si ha m*(I) = v(I).

Infatti, essendo {I} un rdL di I, abbiamo m*(I) < v(I). Per la disuguaglianza apposta
m*(I) > v(I), si usa la seguente proprieta di intervalli inscatolatiﬁ Per ogni intervallo
compatto I ed ogni & > 0 esistono intervalli compatti H, ] t.c.

Hclrclc)e
o()—e <o) <v(H) + e

1P(X) indica I'insieme delle parti di un’insieme X.

?La notazione “:=" vuol dire “uguale per definizione”.

$Usiamo i simboli Ay /* A, Ar \s A per indicare successioni {Ahen crescente, decresente (rispetto alla
relazione di inclusione) con unione, intersezione A.

4Con A° intendiamo l'interno di A rispetto alla topologia di R"
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Dato questo fatto, preso un rdL arbitrario {[xjrex di I, scegliamo un ricoprimento
leggermente pit1 grande {J}xex dove

LTy e v(Jy) - 27 <o), ke K.

Abbiamo I € Ugex Ik € Ukex J;- Per la compatezza di ], esiste N € N per cuil C UkN: Iz
Quindi

N
o) < ) (o) + e27¥) < e+ Y o).
k=1

ke
Si conclude prendendo 'estremo inferiore rispetto alla famiglia di tutti i rdL {I}xeq di L.

Teorema 1.1.1. (Prime proprieta di m*) Siano A, B, Ay € R". Allora
{Il) m*(A) € [0/ +OO] con m*((b) =0e m*(IR”) = 400,

b) A C B = m"(A) <m*(B) (monotonia);

o) m (U Ak) < Z m*(Ay) (subdadditivita numerablile).
keK ke

Dimostrazione. Fatta a lezione (v. Teorema 5.1.2 di [4]). O

Osservazione 1.1.2. Come per la misura di PJ, un ruolo importante ¢ giocato dagli
insiemi “trascurabili” ovvero dagli insiemi di misura esterna nulla, cioe dagli insiemi A
tali che m*(A) = 0. Dal Teorema|1.1.1/abbiamo

a) m*(A) = 0 = m*(B) = 0 per ogni B C A (per la monotonia);

b) m*(Ax) = 0 per ogni k € K = m"

U Ak] = 0 (per la subadditivita).
keK

Esempio 1.1.2. (A con m*(A) =0)

a)A=1= H';:l [a/, bj] intervallo compatto con almeno un lato di lunghezza nulla (a; = b;
per qualche i) . Infatti

m*(I) = o(I) = H(bj ~a)=0

=1

b) A = dl il bordo di un intervallo compatto. Infatti dI = Uizfl F; con F; una faccia di dI.
Ogni F; e un intervallo del tipo a), per cui

2n
m@) <Y m'(F) =0.
i=1
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) A al pitt numerabile (finito o numerabile). Infatti, se A = {a = (11, ...,4,)} € un punto
solo, A = [a1,a1] X - X [ay, a,] percio m*(A) = 0. Se A = UpegcAg con Ay = {ai} dove
ar € R", allora per la subadditivita si ha

OSm*(UAk

ke

< Z m*(Ag) = 0.

ke

d) A = Q" € numerabile, quindi m*(Q") = 0.
Osservazione 1.1.3. Esistono insiemi pitt che numerabile A C R” con m*(A) = 0. Un

esempio importante & il seguente.

Esempio 1.1.3. (L'insieme di Cantor per n = 1) Si definisce C C I = [0,1] con C = ﬂ,:r:i Ck
e la famiglia {Ci}xen € costruita per induzione:

e C1=1\(1/3,2/3) =[0,1/3] U [2/3,1];
e C2=C1\[(1/9,2/9) U (7/9,8/9)], etc.
e al passo k, Cy & I'unione di 2F intervalli chiusi di lunghezza 37

C é chiuso e si verifica che ogni punto di C & un punto di accumulazione per C, ovvero C
€ un insieme perfetto. Quindi C & pilt che numerabile (v. §4.5 di [MV]). D’altre parte, ha
misura estena nulla perché

k

m'(C) < m'(CY) = =, VkeN.

?/

Si puo consultare Cap. 3 di [7] per diverse generalizzazioni.

1.1.2 Insiemi misurabili e la misura di Lebesgue

Osservazione 1.1.4. (Importante) Anche se € comodo avere m* definita per ogni A C R",
per l'integrazione ¢ MOLTO UTILE EI avere 'additivita numerabile della misura:

{Archkex ?
(1.1.2) ) =>m' Al = m*(Ag).
La misura esterma m" non soddisfa questa proprieta per tutti i sottoinsiemi di R". In

particolare, 4 Ay, A, disgiunti t.c. m* (A1 U Ap) < m*(Aq1) + m*(A2).

Esempio1.1.4. (Paradosso di Banach-Tarski) Datala bolla unitaria B1(0), esistono Ay, A, C
B1(0) disgiunti per cui

B1(0) = A1 U Ay e m"(Ar) = m"(A2) = m*(B1(0)).

5Per esempio per essere in grado di scomporre gli integrali associati in somme di integrali su sottodomini.
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Per questo motivo, vogliamo ridurre la classe di insiemi “ammissibili”. Sara usata un’i-
dea di Carathéodory di distinguire quelli insiemi che “tagliano bene” ogni sottoinsione
di R".

Definizione 1.1.3. E C R" & detto misurabile (secondo Lebesgue) se e solo se
(1.1.3) m(A) =m"(ANE)+m (ANES), YACR".

Denotiamo con M(IR") la famiglia di tutti i sottoinsiemi misurabili secondo Lebesgue di
R".

Definizione 1.1.4. La misura di Lebesgue & la restrizione della misura esterna m" agli
insiemi misurabili M(IR"); cioe

(1.1.4) m(E) := m*(E), ¥ E € M(R").

N.B. La misura m = m" g € automaticamente monotona e subadditiva su M(IR").

Vogliamo dimostrare che & anche additiva, ovvero vale la proprieta (I.1.2).
Proposizione 1.1.1. E ¢ misurabile se e solo se E° e misurabile.

Dimostrazione. Usare la definizione ed il fatto che (E€)* = E O
Proposizione 1.1.2. Sia E con m*(E) = 0. Allora E é misurabile e m(E) = 0.

Dimostrazione. Fatta a lezione (v. Osservazione 5.1.8 di [4]). Si usa la mononotonia e la
subadditivita di m". O

Dato che insiemi di misura esterna nulla sono misurabili, tutti gli insiemi dell’Esempio
sono misurabili (e hanno misura nulla). Inoltre, anche gli intervalli compatti sono
misurabili e la loro misura e uguale al loro n-volume.

Proposizione 1.1.3. Ogni intervallo compatto I é misurabile e
m(Il) = m*(I) = v(I).

Dimostrazione. Consultare [4] Teorema 5.1.10. Il punto chiave e stabilire (1.1.3) per A = |

un intervallo compatto; cioe

m () =m*(JN D) +m'(JNI), V]
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Teorema 1.1.2. Siano Eq1, E; € M(R"). Allora
1) Ey UEy, Ey N Ey, Es \ E; € M(RY).
b) E1NEy =0 = m(E1 U Ep) = m(Eq) + m(Ep).
c) E1 € E; con m(Eq) < 400 = m(Ey \ Eq) = m(Ep) — m(Eq).

Dimostrazione. Fatta a lezione (v. Teorema 5.1.13 di [4]). Notiamo solo che per la a), si
taglia prima con E; e poi con E; nella definizione di misurabilita per avere 1’affermazione
sull'unione. Le altre affermazioni seguono facilmente usando anche la Proposizione
111 O

Osservazione 1.1.5. Usando il Teorema [1.1.2] e I'induzione, si mostra facilmente che
unioni ed intersezioni finite di insiemi misurabili sono misurabili e che la misura &
additiva finitamente; cioe

N N
(1.1.5) m(U Ek] =Y m(E) se Ey,...Ey disgiunti.
k=1 k=1

Inoltre, queste affermazioni valgono anche per le famiglie al pitt numerabili di insiemi
misurabili. Questo ¢ il contenuto del seguente teorema fondamentale.

Teorema 1.1.3. Sia {E}ien con Ex € M(R). Allora

a) U Ey, ﬂ Ej sono misurabili.
kelN keN

b) Se inoltre Ej N Ey = 0 per ogni j # k, allora
(1.1.6) m [U Ek] =Y m(Ey).
keN keN
Dimostrazione. Fatta a lezione (v. 5.1.15 di [4]). O
Osservazione 1.1.6. La terna (R", M(IR"), m) & uno spazio di misura (X, A(X), 1); cioe
i) R" un insieme;
ii) M(IR") un o-algebra di sottoinsiemi di IR"; cioe

o DeR";
e £ C M(R") = E° € M(IR")

o {Exherc € M(R") = || Ex € M(R")
keK
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Quindi, usando ii), anche R" € M(IR") e ﬂ Er € M(R")
keK

iii) m : M(R") — [0, +o0] € una misura (positiva); cioe

o m(P) =0;

e m soddisfa la proprieta di additivita numerabile.

I seguente corollario & molto utile nel calcolo della misura.

Corollario 1.1.1. Sia {Ei}ren € M(R"). Allora

+00
a) Se Ej e crescente in k allora m (U Ek) = lim m(Ey).

k=1 k—+o0
+0o
b) Se Ey é decrescente in k e m(E1) < +co allora m [ﬂ Ek] = klim m(Ey).
— 400
k=1
Dimostrazione. Fatta a lezione (v. Cor. 5.1.16 di [4]). O

1.1.3 Teoremi di struttura

Avendo ridotto la classe di insiemi ammissibili a quelli misurabili, vogliamo sapere in
che modo tali insiemi sono fatti. In particolare, le questioni sono:

1. Quali sono classi di sottoinsiemi “buoni” e misurabili? In particolari, insiemi con

proprieta topologiche familiari (aperti, chiusi, compatti) sono misurabili?

2. Dato un insieme E misurabile, possiamo approssimarlo bene con insiemi “buoni”?

Ci sono modi utili di decomporlo in insiemi “buoni” e “trascurabili”?

Il primo risultato dice che c’e una buona relazione tra misurabilita (secondo Lebesgue) e

la topologia di IR".

Teorema 1.1.4. (Misurabilita di insiemi aperti, chiusi e compatti)
a) Ogni U C R" aperto e misurabile.
b) Ogni C € R" chiuso e misurabile.
c) Ogni K € R" compatto é misurabile e m(K) < +oo.

Dimostrazione. Per gli aperti U, si sfrutta il fatto che esiste una collezione {I;}en di
intervalli compatti t.c.
ENR=0, j#k e U=| K
kelN
(v. Proposizione A.7 di [4]). Il resto e facile. O
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Osservazione 1.1.7. Un’implicazione importante del Teorema e che la misura di
Lebesgue ¢ una misura di Borel su R"; cioe la ¢g-algebra di insiemi misurabili secondo
Lebesgue M(IR") contiene la o-algebra di Borel B(IR") generata dagli insiemi aperti, ovvero
la pit1 piccola o-algebra che contiene gli aperti. Si puo consultare §4.4 di [5]. Nella sezione
2 del Capitolo 2, tratteremo in modo sistematico la questione di quando la restrizione
(alla o-algebra degli insiemi misurabili secondo Carathéodory) di una misura esterna e
una misura di Borel.

Una classe ancora pitt ricca di insiemi misurabili viene fornita dalla combinazione dei

Teoremi[l.1.3le[1.1.4
Corollario 1.1.2. (Insiemi di tipo G e Fo f]

a) G C IR" e misurabile se G e di tipo G, ovvero se G = ﬂ Uy con Uy, aperto per ogni k.
kex

b) F C R" é misurabile se F é di tipo F,;, ovvero se e solo se F = U Fy con Fy chiuso per ogni k.
ke

Osserviamo che ogni insieme G & misurabile ma non necessariamente aperto e che F
€ misurabile ma non necessariamente chiuso. Queste classi possono essere usate per

caratterizzare gli insiemi misurabili nel modo seguente.
Teorema 1.1.5. Sia E € M(IR") un insieme misurabile qualsiasi.
a) Esistono un insieme G di tipo Gs ed un insieme Z di misura nullat.c. E=G)\ Z.
b) Esistono un insieme F di tipo F; ed un insieme Z di misura nullat.c. E=FU Z.
Inoltre ogni insieme della forma G \ Z o F U Z é ovviamente misurabile.
N.B. Gli insiemi Z sopra sono (in generale) diversi fra loro.

Dimostrazione. Il punto chiave ¢ il Lemma seguente “approssimazione” mediante insiemi
aperti/chiusi (v. Proposizione 5.1.18 di [4]).

Lemma 1.1.1. Siano E € M(IR") e ¢ > 0 arbitrario. Allora
a) Esiste U =U(e)t.c. UDEem(U\E) <e.
b) Esiste C = C(e) t.c. CCEem(E\C) < e.

Dato il lemma, la parte a) segue usando G = (e Uk con € = 1/knel Lemmae Z = G\ E.
La parte b) segue dalla parte a). |

®La termonologia nasce in Germania e Francia: G per Gebiet (Tedesco: intorno aperto), § per Durchschnitt
(Tedesco: intersezione), F per fermé (Francese: chiuso) e o per somme (Francese: somma)
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Osservazione 1.1.8. (Commenti conclusivi)

a) Esistono insiemi non misurabili, per cui M(R") € P(R"). Ad esempio, l'insieme
dell’Esempio (Paradosso di Banach-Tarski) oppure l'insieme di Vitali per
n=1(v. §4.5di [5]).

b) Ci sono definizioni alternative di misurabilita secondo Lebesgue. Abbiamo usato la
formulazione di Carathéodory mediante il concetto di “tagliare bene”. Altre sono:

i) L'uguaglianza della misura esterna m* e misura interna m. (da definire); cioe
E € M(R") © m*(E) = m.(E).

Si puo consultare §5.1 di [4] per la definizione di m. ed un discorso sulla

equivalenza.

ii) La proprieta di approssimare bene la misura esterna con quella di insiemi
aperti; cioe

Ee MR") & Ye>03U, DE (aperto) con m*(U, \ E) < &.

Questa e la definizione usata in [5] e [7]. L'equivalenza delle definizioni e
legata alla dimostrazione della parte a) di Lemma

1.2 Funzioni misurabili

Obiettivo: Definire una classe ampia di funzioni ammissibili per I'integrazione secondo
Lebesgue (rispetto alla misura di Lebesgue). Consideriamo sempre (se non specifichiamo
ulteriormente) funzioni

f:E—>TR con E€ M(R") e R=RU {+oo}.

1.2.1 Funzioni misurabili e prime proprieta

Definizione 1.2.1. Una funzione f : E — R & detta misurabile (secondo Lebesgue se e solo

se tutti i suoi sopralivelli sono misurabili (secondo Lebesgue); cioe
VaeR: {f>a}={x€E: f(x)>a} € MR").

Denotiamo con Mis(E, R) o semplicamente Mis(E) I'insieme di tutte le funzioni misurabili
(su E).

7 Sarebbe forse pili chiaro dire misurabile rispetto alla misura di Lebesgue.
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Esempio 1.2.1. Ogni funzione f : E — R continua e misurabile. Infatti
VaeR: {f>a)=fla+)=UNE
dove U é aperto in R". Essendo U, E misurabile, anche {f > a} lo e.

Ci sono diversi modi equivalenti di formulare la misurabilita di f tramite sopralivelli e
sottolivelli.

Proposizione 1.2.1. Sia f : E — R. TFAE]
a) {f > a} e misurabile per ogni a € R;
b) {f < a} & misurabile per ognia € RR;
¢) {f < a} & misurabile per ogni a € R;
d) {f > a} & misurabile per ogni a € R.
Dimostrazione. Fatta a lezione (v. Proposizione 5.2.1 in [4]). O

Osservazione 1.2.1. Nella Definizione e nella Proposizione [1.2.T| basta controllare
le condizioni necessarie per a € R anziché a € R. Ad esempio, nella Definizione se
{x e E: f(x) >a} € M(R") per ogni a € R, allora per a = +oc0 abbiamo {x € E: f(x) >
+0o} = 0 € M(R") e per a = —oo0 abbiamo

xeE: f(x)>—oo} = ﬂ{x €E: f(x)> —k} € M(R").
keIN

Osservazione 1.2.2. Usando il fatto che M(IR") & una o-algebra (v. Teorema|1.1.3), ogni
funzione f misurabile determina una classe ricca di insiemi misurabili tramite le sue

retroimmagini. Ad esempio f~1(a,b) = {f > a} N {f < b} & misurabile.

Proposizione 1.2.2. Sia f : E — R misurabile. Alloraogniinsieme dilivellodi f &misurabile,
cioe
VaeR: {f=a)={x€E: f(x)=a} € M(R").

Dimostrazione. Ci sono tre casi:
eacR: {f=al={f=aln{f <a};

e g=+00: {f:+00}=ﬂ{f2k}}

kelN

8 Abbreviazione per The Following Are Equivalent; cioe “le seguenti affermazioni si equivalgono”.
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Osservazione 1.2.3. Esistono f : E — R non misurabili.

Esempio 1.2.2. Sia A C E con A un insieme non misurabile. Allora f = x4 non € una
funzione misurabile. Infatti,
A={xa=1

e si usa la Proposizione

Osservazione 1.2.4. Se m(E) = 0 allora ogni f : E — R & misurabile. Infatti
VaeR: Z,={f>a} CE=m"(Z)<m'(E)=m(E) =0,
percio Z, & misurabile (con misura nulla).
La seguente caratterizzazione di misurabilita tramite restrizioni & molto utile.
Proposizione 1.2.3. Sia f : E — Rcon E = E; U E>, Ej € M(R") per j = 1,2. Allora
feMis(E) & fig; € Mis(Ej), j=1,2.
Dimostrazione. Infatti:
(=) {fg,>al={f>alNEj, VaeR;

(<) {f >at={fg, >atU{fE, >a}, YaeR

Proposizione 1.2.4. Siano f,g: E — R L.c.
(1.2.1) f(x)=g(x) Yx€E\Z con m(Z) = 0.
Allora f misurabile implica g misurabile (e viceversa).

Dimostrazione. Spezziamo E = E; UE; conE; = Z e E; = E\ Z. Abbiamo gjg, misurabile
per I'Osservazione[I.24]e gz, = fir, misurabile per I'implicazione (=) della Proposizione
applicata ad f. Per l'altra implicazione della Proposizione applicata a g
abbiamo la tesi. O

La proprieta (1.2.1) va formalizzata per la sua importanza. Si tratta di un primo esempio
di una proprieta valida tranne su un insieme trascurabile ovvero tranne su un insieme

di misura nulla.



1.2 Funzioni misurabili 12

Definizione 1.2.2. (Proprieta valide quasi—ovunqueﬂ

a) Siano f, ¢ due funzioni definite su E. Diciamo che f = g quasi-ovunque in E (q.0. in E)
se esiste Z C E t.c. f(x) = g(x) per ogni x € E \ Z, ovvero

m(x€E: f) % gm)) =0.

b) Sia P(x) una proprieta con valore di verita (vero o falso) che dipende da x € E.
Diciamo che P vale q.0. in E se

m ({x € E : non vale P(x)}) = 0.

Altri esempi di proprieta interessante anche quando valgono solo quasi-ovunque sono:
e f>0q.0. inE;
e fr = fq.o.inE.

Inoltre, certe proprieta di una funzione f sono gia determinate dal comportamento di f
su un insieme di misura “piena”. Alle luce della Proposizione un esempio ¢ fornito
dalla proprieta di misurabilita.

Osservazione 1.2.5. Grazie alle proprieta viste ha senso dire che f definita quasi-ovunque in
E e misurabile. Questo sta a significare che ogni prolugamento di f a tutto E & misurabile.
Pii1 precisamente, data f : E\ Z — R con m*(Z) = 0, allora Z & misurabile e ha misura
nulla (Proposizione . Preso un qualsiasi prolugamento f : E — R di f, abbiamo f
misurabile su E se e solo se f & misurabile su E \ Z.
1.2.2 Operazioni su funzioni misurabili
Teorema 1.2.1. (Operazioni algebriche) Siano f, g : E — R misurabili. Allora lo sono anche:

a)afconaclR;

b) f+g

c)1/f se f(x) # 0 per ogni x € E;

d) fg.

® In [4] si usa il termine quasi dappertutto con abbreviazione q.d.
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Dimostrazione. Consultare [4] - Teorema 5.2.3. Ci sono tanti casi, nominiamo qui solo il
punto chiave per la somma nella parte b). Il caso interessante ¢ per a € R e la parte di E
su cui f, g sono finiti; cioe

E ={-o0 < f,g < +oo} misurabile.

Siha
{(f+g>a}nE = {xeE: f(x)>a-gX))
- L“Emv>ﬂn@>a—ﬂ,
reQ
un insieme misurabile per ognia € R. m|

Osservazione 1.2.6. Nella parte c¢) del Teorema, se f # 0 q.o. in E, la funzione 1/f &
definita q.0. in E (tolto l'isieme di misura nulla Z su cui f = 0) ed & misurabile. Poi,
definendo 1/f su tutto Z in modo arbitrario, abbiamo un prolungamento misurabile su
E.

Teorema 1.2.2. Sia {fijrex una famiglia al pint numerabile di funzioni misurabili su E. Allora
sono misurabili le funzioni

su e inf f.
ke‘l}() fk kex fk

In particolare, il massimo o minimo di una collezione finita di funzioni misurabile é misurabile.

Dimostrazione. Fatta a lezione (v. Teorema 5.2.4 di [4]). O

Esempio 1.2.3. Sia f : E — RR misurabile. Allora sono misurabili anche la parte positiva
di f ela parte negativa di f

(1.2.2) f* =max{f,0} e f~ = max{-f,0}
ed anche il modulo di f
(1.2.3) Ifl=f"+f".

Infatti, la prima affermazione segue dall’'ultima affermazione del Teorema Poi, la
somma di funzioni misurabili & misurabile (Teorema|1.2.1)).

Corollario 1.2.1. Sia {filken una successione di funzioni misurabili su E a valori in R. Allora
sono misurabili le funzioni
limsup f; e liminf f;.
k—+00

k—+o0

In particolare, se fi — f puntualmente su E, il limite f & misurabile.
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N.B. Nella parteb), se fy — f q.0.in E, allora il limite & misurabile in E per la Proposizione
124

Dimostrazione. Fatta a lezione (v. Corollario 5.2.5 di [4]). O

Osservazione 1.2.7. La composizione di funzioni misurabili non ¢ misurabiile in generale
(v. §5.3 di [5] per un controesempio). Invece, la composizione con una funzione continua

@ misurabile.

Teorema 1.2.3. Siano f : E — R misurabile con f(E) C U apertoin Re g : U — R continua.
Allora la funzione g o f : E — R e misurabile.

Dimostrazione. Fatta a lezione (v. Proposizione 5.2.9 di [4]). O

N.B. Il Teorema vale anche per f : E — R se f & finita q.0. in E.

Esempio 1.2.4. Sia f : E — R misurabile e finita q.0. in E. Allora per ogni p > 0 la
funzione [f|F & misurabile. In particolare f/ & misurabile se f & misurabile, positiva, e

finita g.o. in E.

1.2.3 Approssimazione di funzioni misurabili

Per definire l'integrale di Lebesgue, abbiamo bisogno ancora di un elemento di teo-
ria; 'approssimazione di funzioni misurabili tramite funzioni semplici e misurabili.

Cominciamo con la definizione.

Definizione 1.2.3. Una funzione s : R” — R e detta semplice se s assume un numero
finito di valori {cy,...,cn} conc; € R,N € N, dove ¢; # cjsei # j.

Osservazione 1.2.8. Notiamo che:

a) Ponendo E; = s‘l({cj}),j =1,...,N abbiamo

N
(1.2.4) 5= Z CiXE;»
j=1
che viene detta la rappresentazione canonica di s, dove per definizione abbiamo
N
(1.2.5) Ej=R" e EENEj=0sei#]
j=1

b) s & misurabile < E; ¢ misurabile per ognij=1,...,N.

c) Se tutti gli insiemi E; corrispondenti a ¢; # 0 sono contenuti in uno stesso insieme E,
la funzione s definita da (1.2.4) e nulla fuori di E e s & detta funzione semplice su E.
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Teorema 1.2.4. Sia E € M(IR").

a) Ogni f : E — R misurabile ¢ il limite puntuale (su E) di una successione {s}xen di funzioni
semplici e misurabili su E.

b) Inoltre, se f > 0 in E, la successione {si}ren puo essere scelta non negativa e crescente; cioe

0<sc f, suEperk— +co.

Dimostrazione. b) = a): Infatti, scriviamo f = f* — f~ dove f* > 0 e sono misurabili.
Per il punto b), esistono due successioni {s,((i) heen tC.

0<s™ 7 f* per k — +co.

()
k

(_

k)—>fperk—>+oo.

In particolare s, ’ —s

b): Data f > 0 e misurabile, costruiamo la successione {s}ren € poi verifichiamo che ha
le proprieta volute.

1. A passo k, si divide il codominio di f = [0, +c0] in 4% + 1 intervalli:

O PP A T k.
Yk = [(]_1)?’]ﬂ)’ j=1,...,45

k .
YD = 25, +oo], (j=4F+1),
2. Sipone El(cj) = 1 (Yf{j)) misurabile per ogni j=1,...,45 + 1

3. Su E](f ) si approssima f per difetto con la costante cl((j ) j dove

G| G-Dg j=1,...4
c,’ =
¢ 2 j=4+1

Quindi si pone

. j-1 k
Sk = Z ?XE;C;‘) +2 XE24k+1)-

4. Per costruzione, s, € semplice e misurabile per ogni k € IN e soddisfa
O0<sp<s1<f suE, VkelN.

5. Inoltre, si verifica che sy — f su E. Infatti,
f(x) = +00 = 5i(x) = 2° = +oo;

f(x) <400 =0 < f(x) —sp(x) < 27 0.
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1.3 L’integrale di Lebesgue

1.3.1 Definizione dell’integrale: funzioni integrabili e sommabili
Adesso abbiamo tutto quello che ciserve per definirel'integrale di Lebesgue. Procediamo
in 3 passi:

1. f = s semplice, misurabile;

2. f > 0 misurabile;

3. f misurabile qualsiasi.

Definizione 1.3.1. Sia s : R" — [0, +00) semplice e misurabile (con la rappresentazione
N

canonica s = CiXE; dove E; € M(R")) e cj € Rcon ¢; # ¢ per j # k.
j=1

a) L'integrale di Lebesgue di s su R" & definito da[!

f (x)dx = ic]m(E]) € [0, +o0].

=1

b) L’integrale di Lebesgue di s su E € M(IR") & definito da

N
fs(x)dx = fns(x))(g(x = chm(EﬂE)
=

Notiamo che 1'ultima formula & coerente perché

N N
s(O)xEe(x) = Z ¢iXE; (x)XE(x) = Z CiXE;nE(X).

=1 =1

Da funzioni semplici, misurabili e non negative passiamo a funzioni misurabili e non

negative.

Definizione 1.3.2. Sia f : R" — [0, +co] misurabile su E € M(IR"). L'integrale di Lebesgue
di f su E & definito da

f(x) dx := sup f s(x) dx

SESf

dove S¢ = {s : semplice e misurabile su E tale che 0 <s < f suE}.

0Usiamo la convenzione cm(E) = 0 se ¢ = 0 per ogni E misurabile; cioe il valore 0 di s non contruibisce
all'integrale di s.
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Osservazione 1.3.1. Per ogni f > 0 misurabile I'integrale di Lebesgue & ben definito
come elemento di [0, +o0]. Ci sono due casi: o l'insieme degli integrali di tutte le
funzioni semplici s € 8¢ ¢ limitato superioremente (integrale di f finito) oppure non lo

e (integrale di f infinito)
Esempio 1.3.1. (Primi esempi)
a) Se m(E) = 0 allora fE f(x)dx = 0 per ogni f > 0 misurabile. Infatti, per ogni s € Sy:

N
0< Y cmENE)=0 (ENE;CE).
j=1

b) Se f = 0 su E allora fE f(x)dx = 0. Infatti s = 0 € 'unico elemento di Sy e fEs(x) dx =
0m(E) = 0 (usando sempre la convenzione vista sopra nel caso m(E) = +c0).

c)Se f: E — R* ¢ limitata superiormente e m(E) < +oo allora per ogni s € Sy:
N
fs(x)dx < MZm(E NE;) = Mm(E) < +o0.
E ]:1
Finalmente, passiamo al caso generale di funzioni misurabili con segno qualsiasi.
Definizione 1.3.3. Sia f : R" — R misurabile su E € M(R").

a) Si dice che f e integrabile secondo Lebesgue se esiste finito almeno uno degli integrali
fE f*(x)dx. In tal caso l'integrale di Lebesgue di f su E & definito da

(1.3.1) ff(x) dx := ff+(x) dx — ff_(x) dx € [—o0, +00]
E E E
b) Si dice che f e sommabile secondo Lebesgue se esistono finiti entrambi gli integrali
fE f*(x)dx. In tal caso l'integrale di Lebesgue di f su E & definito da 1D ed é finito.
Osservazione 1.3.2. (Integrabilita e sommabilita) H
a) Chiaramente f sommabile su E = f integrabile si E;

b) Ogni f > 0 misurabile e integrabile (f~ =0 = fE f~dx =0 < +00) ma & sommabile

fE‘fdx:fE‘f+dx<+oo.

1T a termonologia non & del tutto uniforme nei diversi libri di testo. Usiamo quello di [4], ma [5] (ed altri)

solo se

dicono integrabile dove usiamo sommabile e esiste integrale di Lebesgue dove usiamo integrabile.
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1.3.2 Proprieta dell’integrale di Lebsegue
Stabiliremo le proprieta principali dell’integrale di Lebesgue mettendo in luce:
1. l'utilizzo della additivita della misura di Lebesgue;
2. I'approssimazione di funzioni misurabili mediante funzioni semplici.
Teorema 1.3.1. (Monotonia) Siano f, g : E — R misurabili su E misurabile. Allora
)0<f<gsuE = [ fdx< [ gdx;
b) f < gef,gsommabili = fEfdx < ngdx;
c) f >0eA C E misurabile = fAfdxs fEfdx;

Dimostrazione. a) Per ogni funzione semplice s tale che 0 < s < f su E abbiamo 0 <s < g
su E; cioe Sf C S,. Quindi

fdx::supfsdesupfsdx::fgdx.
E seS¢ JE s€Sy JE E

b) Dalla relazione f < g su E abbiamo

0<f*<g* suE
f72g 20 suE (-f>-3)

Quindi, per la parte a),

fl;fdx:£f+dx—£f_dxsLgJ“dx—f;g_dx:Lgdx.

) WLOG([? [} fdx < +co. Siha 0 < xaf < f su E percid

Lfdx=fEXAfdefEfdx<+oo,

dove lasciamo la prima uguaglianza come esercizio sulla definizione dell’integrale

di Lebesgue.

12 Abbreviazione WLOG = Without Loss Of Generality; cioe “senza perdere generalita possiamo assumere
che”
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Teorema 1.3.2. (Linearita) Siano f, g : E — R misurabili su E misurabile.

a)Se f > 0ec € [0,+0c0) allora

(1.3.2) fl;cfdx:cj;fdx.

b) f sommabile e c € R = cf sommabile e vale .

c) Se f,g > Oallora

(1.3.3) fE(f+g)dx=f;fdx+Lgdx.

d) f, g sommabili = f + g sommabile e vale .

N.B. Ci sono vari modi per dimostrare il risultato. Presentiamo una dimostrazione che
anticipa una delle proprieta che motivava la costruzione dell’integrale di Lebesgue ovve-
ro la facilita del passaggio di limiti sotto il segno di integrale. In particolare, utilizzeremo
il cosidetto Teorema di Beppo Levi sulla convergenza monotona (v. Teorema sotto) che
sara dimostrato nel paragrafo successivo. Il Teorema di Beppo Levi € naturale date la
Definizione[I.3.2]dell'integrale e I'approssimazione monotona di funzioni misurabili non
negative mediante funzioni semplici (Teorema [1.2.4b)).

Dimostrazione. (del Teorema tramite la convergenza monotona)
Passo 1: II caso di funzioni semplici misurabili e nonnegativi

Lemma 1.3.1. (Linearita) Siano f, g : E — R semplici, misurabili e nonnegativi su E misurabile.
i) Per ogni ¢ € [0, +00) vale la formula (1.3.2).
ii) Vale la formula (1.3.3).

Dimostrazione. i) Per f > 0 semplice e misurabile abbiamo cf ¢ semplice e misurabile.
Quindi abbiamo

N N
fcfdx = chjm(E NEj) = chjm(E NEj):= cffdx
E = = E
j=1 j=1
ii) Per f, ¢ > 0 semplici e misurabili prendiamo i loro rappresentanti canonici; cioe
M

N
f=) aixa e g= ZbiXBi

i=1 =1
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0<a;
Ai={x€E: f(x) =a;} (analogamente per b;, B)
f\/l 1Ai =E, {Ai}?£1 disgiunti

Allora f + g € semplice, misurabile e ha valori a; + b su A; N Bj; cioe

M N
frg=Y.Y @+b)xans

i=1 j=1
Quindi
M N
[v+oi = Y. @+bpm(ans)
E e
Ml]1N N M
= Za,ZmAﬂB +ZbJZmAﬂB)
=1 j= j=1 i=1
= ialmA)+me B])

(1.3.4) = f];fdx+j;gdx,

dove abbiamo usato la additivita di m e le decomposizioni E = [J; A; = U B; in
sottoinsiemi disgiunti.
O

Passo 2: II caso generale di funzioni misurabili Iniziamo con 1’enunciato del teorema sulla
convergenza monotona.

Teorema 1.3.3. (di Beppo Levi sulla convergenza monotona) Sia {filxen una successione
crescente di funzioni misurabili, non negative su E misurabile. Posto

fx) = Jim flx);
(cioe 0 < fy /" fsuE)siha

(1.3.5) ffdx = kgr-fl:loo Lfk dx.

Assumendo il Teorema la dimostrazione del caso generale segue facilmente dal

Lemma[.3.1]

a) WLOG ¢ > 0 (altrimenti (1.3.2) € banale). Per f > 0 misurabile abbiamo una succes-
sione {filkew di funzioni semplici, misurabili e non negative t.c. 0 < f; /' f su E.
Quindi abbiamo 0 < cfy " cf su E e anche

fcfdx— ETw Cfrdx = hm cffk x—cffdx
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dove abbiamo usato il Lemma i) nella seconda uquaglianza e la convergenza
monotona (su f; e cfy) nella prima e la terza uquaglianza.

b) Segue dalla parte a) usando f = f* — f~ quandoc>0e—f = f~ — f" quandoc < 0.

c) Per f, ¢ > 0 misurabili, usando il Teorema possiamo prendere delle successioni
di funzioni semplici e misurabili { fi}ren € {gx}ken tali che

0<f " f suE
0<gr/g suE

Abbiamo 0 < fi + g¢ /" f + gsu E e quindi

[rg

klim f (f + gx) dx  (per il MCT)
—+00 E

lim [ f fedx + f Sk dx] (usando Lemma ii) con fx, gk semplici)
E E

k—+00

ffdx+fgdx (per il MCT).
E E

d) Segue da c) tramite I'identita
f+ - (f+Q =f+8=(f"- )+ -8
(v. Teorema 5.3.5 di [4]).
O

Un certo numero di altre proprieta seguono dalla monotonia e dalla additivita dell'inte-
grale.

Corollario 1.3.1. (Funzioni sommabili e confronto)

a) f:E— R 2 sommabile < Ifl : E — R & sommabile. Inoltre

j;fdx Sﬁlfldx.

b) Siano f,g : E — R misurabili tali che |f| < |g| su E. Allora g sommabile = f sommabile.

(1.3.6)

Dimostrazione. a) Se |f| & sommabile, si usa la monotonia e 0 < f* < |f| per mostrare la
sommabilita di f. Se f ¢ sommabile si usa la linearita e |[f| = f* + f~ per mostrare
la sommabilita di |[f|. Per la disuguaglianza integrale, si usa la monotonia piu
lI'identita

—Ifl< f<Ifl.
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b) Si usa la monotonia pii le disuguaglianze 0 < f* < |f] < |g].
O

Corollario 1.3.2. (Additivita) Sia f : E — R sommabile. Se E = E1 U Ey con Eq, Ey misurabili
disgiunti. Allora

i) f|E], e sommabile su Ej, j = 1,2;

ii)ffdx: fdx+ffdx.
E Eq E;

Dimostrazione. i) Usando le disuguaglianze 0 < )(E],I fl < |fl su E ed il confronto

(Corollario|(1.3.1) abbiamo fE XE|| fldx < +co. Quindi xg f f € sommabile su E.
]

ii) Usando la linearita abbiamo

Elfdx+ Ezfdxszxglfdx+fEXEZfdx=L(XE1+XE2)fdx=‘[Efdx~

Domanda: Quale ¢ il ruolo degli insiemi di misura nulla?

Corollario 1.3.3. Siano f, g : E — R misurabili tali che f = g q.0. in E. Allora f & sommabile
in E se e solo se g e sommabile in E e vale

j;fdx=j;gdx.

Inoltre, se f : E — R ¢ integrabile su E e ¢ ¢ una qualsiasi funzione con f = g q.0. in E, allora g
e integrabile su E con lo stesso integrale.

Osservazione 1.3.3. Nello spirito dell’Osservazione diciamo che f definita quasi-
ovunque in E & integrabile/sommabile in E se ogni suo prolungamento a tutto E risulta
misurabile e integrabile/sommabile. In particolare, se f & definita su E \ Z con m*(Z) = 0,
allora per ogni prolungamento f di f abbiamo

j;fdxzﬁ\zfdx+j;fdx:£\zfdx.

Quindi possiamo usare il simbolo fE f dx per indicare questa quantita che ¢ independente
dal prolungamento f.



1.3 L’integrale di Lebesgue 23

Dimostrazione. (del Corollario|1.3.3)

1. Basta mostrare solo una delle implicazioni nel caso sommabile. Posto Z = {x € E :
g(x) # f(x)} abbiamo
§=XE\z8 *+ Xz8 = XE\zf + Xz8-

dove |xe\zfl < Ifl = xp\zg & sommabile e

f)(zgidx:fgidx:0<+oo (g* =0,m(Z) =0).
E z

Quindi xyzg € sommabile con integrale nullo. Per la linearita dell'integrale abbiamo

che g € sommabile e

ngdxz E\zfdx+0:fg\zfd“fzfdx:f,;fdx'

2. Siano ora f integrabile ma non sommabile e ¢ = f q.0. in E. Allora g & misurabile
e almeno uno degli integrali ﬁE f*dx deve essere finito (diciamo quello per f*)
ed uguale a fE g" dx essendo g* = f* q.0.in E. L'integrale di f~ essendo infinito
implica la stessa cosa per 'integrale di g~ e abbiamo finito.

O

In particolare, se f = 0 g.0.in E, f ha integrale nullo. Vale il contrario nel caso di funzioni
non negative (v. Teorema sotto). La sua dimostrazione sfrutta uno strumento

semplice e fondamentale per confrontare integrali con la misura dei sopralivelli.

Lemma 1.3.2. (Disuguaglianza di Tchebyshev) Sia f : E — R misurabile e non negativa. Per
ogni a > 0si ha

(1.3.7) m({xeE: f(x)>a}) < iﬁfdx.

Dimostrazione. L'insieme E, = {x € E: f(x) > a} € misurabile e abbiamo

LfdxzfE)(EnfdxzLafdxzﬁaadxzam(lia).

Usando la disuaguaglianza di Tchebyshev, si dimostrano facilmente i due risultati

O

seguenti.

Teorema 1.3.4. Sia f : E — R misurabile e non negativa. Allora

ffdx:O = f=0q.o.inE.
E
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Dimostrazione. Fatta in esercitazione tramite il Lemma (v. Proposizione 5.3.9 di
[4]). O

Teorema 1.3.5. Sia f : E — R sommabile. Allora f ¢ finita q.o. in E; cio?
m({|f] = +o0}) = 0.
Dimostrazione. Fatta in esercitazione tramite il Lemma (v. Proposizione 5.3.10 di

[4]). O

Osservazione 1.3.4. (Notazioni e convenzioni) Prendiamo atto del contenuto dei risultati
di confronto (Corollario [1.3.1) e 'uguaglianza degli integrali per funzioni uguali quasi

ovunque (Corollario|1.3.3).

a) Abbiamo visto che i concetti di misurabilita e integrabilita, sommabilita non vedo-

no cambiamenti su insiemi di misura nulla (Osservazione Corollario [1.3.3).
Quindi, data funzione f : E — R misurabile e integrabile su E, scriviamo fE fdx
per l'integrale di ogni funzione f : E —» R t.c. f = f q.0.in E. Questo perché
f & misurabile e ha lo stesso integrale di f. In particolare, se f & definita solo
g.o. in E (cioe su E \ Z con m(Z) = 0), la misurabilita ed integrabilita di ogni suo
prolungamento a tutto E sono gia determinate. Quindi, possiamo usare lo stesso
simbolo per gli integrali di ogni suo prolungamento anche se a volte, vogliamo
fissare attenzione ad uno particolare (ad esempio, il prolungamento f = 0 su Z).

Cosi il funzionale di integrazione su E

Te(f) = Lfdx

risulta ben definito sullo spazio quoziente di tutte le funzioni integrabili su E
rispetto alla relazione di equivalenza

f~9g & f=g qo.inE.

b) Poiché la sommabilita di f equivale alla sommabilita di |f], e, quindi alla finitezza
dell’integrale fE |fldx, possiamo definire lo spazio delle funzioni sommabili su E
come

L(E) = LYE) = |{f : E - R misurabile su E : f|f| dx < +oo).
E

Poi, sfruttando la relazione di equivalenza ~, possiamo definire anche lo spazio
quoziente L(E) = L!(E) indentificando funzioni sommabili che sono uguali quasi
ovunque in E. Lesponente 1 & dovuto a |f| = |f|'. La generalizzazione naturale
e quella di considerare un generico esponente di sommabilita p > 0: in tal modo
otteniamo gli spazi LV(E) e LF(E) (v. il corso di Analisi Reale).

Molte altre proprieta dell’integrale di Lebesgue saranno ottenute tramite i teoremi di

passaggio sotto segno di integrale.
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1.4 Limiti sotto il segno di integrale

Obiettivo: Analizzare (tra altro) sotto quali ipotesi vale una formula di passaggio di limite

limffkdxzflimfkdx
k— o0 E Ek—)oo

ricordando che la teoria di Riemann richiede E limitato e convergenza uniforme su E. In

sotto il segno di integrale

particolare, intendiamo:

1. dimostrare i tre teoremi basilari (Beppo Levi, Fatou, Lebesgue);
2. illustrare il loro uso con esempi concreti;
3. sviluppare qualche generalizzazione;

4. indicare delle applicazioni.

1.4.1 1 tre teoremi principali

Cominciamo dando una dimostrazione del Teorema di convergenza montona:
Sia { fi}ken una successione crescente di funzioni misurabili, non negative su E misurabile. Posto

fx):= klir+n fr(x) si ha
Lfdx = kl_i)rz;ﬁﬂdx.

Dimostrazione. 1. Dato che 0 < f¢ /, per ogni x € E esiste il limite f(x) € [0, +o0].
La funzione f cosi definita & misurabile (per il Corollario [1.2.1) ed integrabile
(eventualmente con il suo integrale infinito).

2. Per la monotonia (Teorema|1.3.1) abbiamo anche

VkelN: ffkdxsffdx = lim ffkdxsffdx.
E E k—+co E E

Quindi, basta mostrare la disuguaglianza opposta.
3. Sianos € Sy e a € (0,1) fissato. Poniamo Eg =0 e
Ex={x€eE: fi(x) >as(x)}, keN.

Abbiamo Ej ' E con {E;} misurabili. [ °| Quindi usando la proprieta di monotonia
del Teorema c) per le funzioni misurabili e non negativi otteniamo

ffkdxz fkdxzfasdx.
E Ey Ey

311 fattore a € (0,1) serve per mostrare l'inclusione E C (i Ex- Ad esempio, con f = s semplice e

0 < fi /" f ma fi(x) < f(x) per ogni x, & possible avere {x € E : fi(x) > s(x)} = 0.
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Per le funzioni semplici, misurabili e nonnegativi abbiamo la linearita del Lemma
e quindi anche 'additivita del Corollario 14l Quindi abbiamo

k

ffkdxz fkdxzfasdx:afssx:aZf sdx,
E Ey Ey Ey =1 JENE

Gli insiemi {G; := E; \ Ej_1}jen sono misurabili, disguinti con unione E. In questa

+0co
sdx = fsdx.
=2,

Infatti, se s = Zfil cixr, con Fi = {x € E: s(x) = ¢;} abbiamo

situazione si ha

N N 00 co N 00
fsdx = cim(F;) = Zci Z m(F;NGj) = Z Zc,-m(Fi NnGj) = Zf sdx.
E i=1 =1 =1 =1 i=1 =1 YGj

Quindi abbiamo

lim fdx>a lim [

k
Z f sdx| =« f sdx.
k—+o0 k—+o00 E]\E],l E

=1

Mandiamo @ — 1 per trovare

lim ffdxzfsdx,
k—+o00 E E

dove s € Sy ¢ arbitrario. Prendiamo il sup per s € S; per trovare il risultato.
o

Osservazione 1.4.1. L'ipotesi di monotonia e essenziale; esistono esempi di 0 < f — f

schonfEfkdx#ﬁEfdx.

Esempio 1.4.1. (Schiacciando scatole) Siano f; : R — [0, +c0) definite da f; = k™ X[0,4]-
Abbiamo f; — 0 (uniformemente) su R ma non in modo monotono e abbiamo per ogni

keIN
1:ffkdx ma ffdx:O
E E

Esempio 1.4.2. (Concentrando denti) Siano k > 2 e f; : [0, 1] — [0, +00) definite da

k2x x €[0,1/k]
fi(x) ={ 2k —K>x xe€[1/k2/k]
0 x €[2/k,1]

g importante non usare delle proprieta basate sul Teorema di Beppo Levi!
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Abbiamo f; — 0 (non uniformemente) su [0, 1] ma non in modo monotono e abbiamo

1:‘L‘fkdx ma j];fdx:O

11 prossimo risultato importante toglie 'ipotesi di monotonia (e della convergenza pun-

per ognik > 2

tuale) della successione {fi}. Il prezzo da pagare per questo indebolimento ¢ che al posto

di un'uguaglianza per il limite si ottiene una disuguaglianza per il limite superiore

hrn 1nffk = sup (mffk) =supg; = 11m L 8-
]>1 ]>1 ]

Il punto chiave ¢ la monotonia 0 < g; /. Quindi si puo applicare il MCT.

Teorema 1.4.1. Sia { fi}xen una successione di funzioni misurabili non negative su E misurabile.
Allora

(1.4.1) f (lim inf fk dx < liminf f fdx.
E —+00
Dimostrazione. Fatta a lezione (v. Corollario 5.4.2 di [4]). O

Osservazione 1.4.2. In generale, la disuguaglianza in (1.4.1) & stretta. Basti pensare agli

Esempi [T|e[I 77

Teorema1.4.2. (di Lebesgue sulla convergenza dominata) Sia { fi}xew una successione di funzioni
misurabili su E misurabile tale che

i) fy = fsuE;

ii) | fil < g su E con g sommabile su E.

ffdx: lim ffkdx.
E k—+eo JE

Dimostrazione. Fatta a lezione (v. Teorema 5.4.3 di [4]). O

Allora f e sommabile su E e vale

Osservazione 1.4.3. L’ipotesi |f| < g su E con g sommabile su E implica che le funzioni
{filkew sono sommabili. Inoltre, questa maggiorazione & essenziale per il Teorema di
Lebesgue. Ad esempio, per la successione f; = k™! x|o dell’Esempio la funzione
maggiorante ottimale e

+0o
1
gx) = Z ;X[j—l,j](x)r
=1

dove g & una funzione semplice generalizzata (v. §5.4 di [4]). Questa funzione non ha
integrale finito: per ogni N € N

fgdxzf 1/x dx = log N.
R [LN]
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1.4.2 Generalizzazioni ed applicazioni

Osservazione 1.4.4. (Ancora sul ruolo degli insiemi di misura nulla) Dato che la misu-
rabilita e la sommabilita non si sentono del cambiamento delle funzioni su insiemi di
misura nulla, non dobbiamo stupirci che i risultati di Beppo Levi, Fatou e Lebesgue pos-
sano essere generalizzati sostituendo le proprieta puntuali ovunque con quasi-ovunque.
Piu precisamente:

¢ la non negativita di f in Beppo Levi e Fatou;
e la convergenza puntuale in Beppo Levi e Lebesgue;
e la maggiorazione |fi| < g in Lebesgue.

Lasciamo come esercizio di controllare queste generalizzazioni (v. Osservazione 5.4.4 di
[4] per il caso di Lebesgue).

Adesso presentiamo alcune applicazioni dei teoremi di passaggio del limite sotto segno
di integrali.

Corollario 1.4.1. (Integrazione per serie) Sia {fi}°] una successione di funzioni misurabili su
E misurabile.

Se {fi}5] sono non negative su E, la funzione f := Y15l fi  misurabile e vale

(1.4.2) fE (;‘ fk) dx = kzz; fE fedx.

Se { fk ] sono sommabili su E misurabile con f : E — Rt.c

i) f(x) = ka(x) hm ka(x) g.o.in E;

zz)Zflfk ()| dx < +oo0.

Allora f & sommabile su E e vale (1.4.2).

Dimostrazione. La parte a) € stata dimostata in esercitazione tramite il MCT (v. Proposi-
zione 5.4.5 di [4]). La parte b) segue dalla parte a) e dal DCT (v. Proposizione 5.4.6 di
[4]). O

Osservazione 1.4.5. L'integrazione per serie potrebbe essere vista come la linearita nu-
merabile dell’integrale di Lebesgue. Sapendo che I'additivita dell'integrale e figlia della
linearita, non dobbiamo essere sopresi dal fatto che abbiamo anche I"additivita numerabile
dell’integrale.
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Corollario 1.4.2. (Additivita numerabile dell'integrale) Sia f : E — R misurabile su E =
Uken Ex con {Eg}xen misurabili, disgiunti. Se f e non negativa/sommabile su E allora vale

(1.4.3) j};fdxzf : fdx.
k=1 Y Ex

Dimostrazione. Fatta in esercitazione nel caso non negativo usando l'integrazione per

serie con fi := xg f (V. Proposizione 5.4.8 di [4]). Il caso sommabile & lasciato come

esercizio. 0O
Il seguente risultato da un altro aspetto della additivita.

Corollario 1.4.3. Sia f : E — R misurabile e non negativa su E = U;ﬁ‘l’ Ej con E; misurabile.

a) Se Ej & crescente in k allora

f fdx = lim fdx.
U,;r:i Ek k—+o0 Ek

b) Se Ei & decrescente in k e fEl fdx < +oo allora

f fdx = lim fdx.
ﬂl-::i Ek k—+o0 Ek

Dimostrazione. Per esercizio tramite il MCT (v. [1] ) O

Osservazione 1.4.6. Un modo di interpretare il Corollario sarebbe di vederlo come
una proprieta di continuita della funzione integrale F : M(R") — R definita da

F(E) := Lfdx,

con f > 0 su E. Infatti, abbiamo

Ek/'E:UEk = F(Ek):fEfdxeF(E):fEfdx;

kelN

Ek\E:ﬂEk = F(Ek):fEfdxeF(E):jE‘fdx,

keIN

dove serve fE f dx, +o0 nella seconda affermazione. Riassumendo possiamo dire che F &
1
continua lungo successioni monotone di insiemi. Possiamo dire di pitt.

Corollario 1.4.4. (Continuita assoluta dell integrale di Lebesque) Sia f : E — R sommabile su
E misurabile. Per ogni € esista 6 > 0 t.c.

Ae M(R", ACE, m(A) <o = flfldx<e.
A
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Dimostrazione. Per assurdo supponiamo che esiste & > 0 ed esistono {A}jen misurabili
t.c.

m(A)<l e flfldx25>0.
2i 4,

e Poniamo Ej = U;r:,; Aj e abbiamo E; decrescente ink e
(*) |f|dx2f|f|dx25>0.
Ek A]'

e Inoltre abbiamo

+Oo (]
1 1
*3% = i < i — = T =0.
(%) m[IQ Ek] khr+n m(Ek)—khT L 57 khr}rn T 0

e Draltra parte, Ey € decrescente e fEl |fldx < +00. Quindi, usando il Corollario|1.4.3;
b) e le affermazioni (**) e (*) otteniamo

ozf |fldx = 1imf|f|dx2€>0.
ﬁ;:r:{ k—+oc0 E,

Questo e assurdo.
O

Concludiamo questo paragrafo con alcuni esercizi teorici che si dimostrano utilizzando

i teoremi di passaggio al limite sotto il segno di integrale.

Corollario 1.4.5. (Test per la sommabilita) Sia {filken una successione di funzioni sommabili
su E misurabilee f : E — R t.c

i) f = fqo. inE;

ii) supflfk(x)ldx <M < +o0.
keN JE

Allora f é sommabile su E e vale
f f(x)dx < M.
E

Dimostrazione. Lasciata per esercizio. Suggerimento: usare il Lemma di Fatou (v.
Proposizione 5.4.7 di [4]). O

Corollario 1.4.6. (Sulla convergenza uniforme - UCT) Sia { fy}xew una successione di funzioni
sommabili su E misurabile con m(E) finito t.c. fy — f uniformementein E. Allora f é sommabile

in E e vale
ffdx = lim ffk(x) dx.
E k—+00 E
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Dimostrazione. Lasciata per esercizio. Suggerimento: usare la “stima brutale” (1.3.6) del
Corollario (v. Teorema 6.11 di [5]). O

Corollario 1.4.7. (Sulla convergenza limitata - BCT) Sia {filken una successione di funzioni
misurabili su E misurabile con m(E) finito t.c.

i) fy = f puntualmente in E;

ii) esite M > O t.c. |fy]| < M q.0.in E.

f;fdx:kl_i)rﬂoﬁfk(x)dx.

Dimostrazione. Lasciata per esercizio. Suggerimento: usare il DCT. O

Allora f e sommabile in E e vale

1.5 Confronto fra gli integrali di Lebesgue e Riemann

In questo paragrafo, vogliamo confrontare queste due teorie di integrazione. Abbiamo
gia notato qualche differenza per motivare le scelte fatte per la teoria di Lebesgue, ma
fino adesso sostanzialmente le differenze sono state precisate solo a livello delle ripet-
tive misure. Qui l’obiettivo e di fissare I'attenzione alle differenze per quanto riguarda
lI'integrabilita ed il calcolo di integrali. In particolare, vogliamo sapere quando possiamo
usare senza timore quello che sappiamo gia sul calcolo di Riemann nel contesto della
teoria di Lebesgue. Cominciamo precisando l'interpretazione geometrica dell’integrale
di una funzione non negativa tramite la misura della regione sotto il suo grafico. Que-
sto ci servira per organizzare il confronto. Per sottolineare il ruolo della dimensione,

denotiamo con m;,, la misura di Lebesgue su R".
Definizione 1.5.1. Sia f : E — R una funzione su E C R".

a) E detto grafico di f su E I'insieme

T(f,E) = {(x,y) € R"" :x € E, f(x) <400,y = f(x));
b) E detta regione sotto il grafico di f su E I'insieme
R(f,E) = {(x,y) eR™ : x€E, f(x) <+00,0 <y < f(x)}
U{(x,y) e R™! :x € E, f(x) = +00,0 < y < +00}

Teorema 1.5.1. Sia f : E — R una funzione misurabile su E € M(R"). Allora

a) I(f,E) e M(R™") e my.1(L(f,E)) =0;
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b) R(f,E) € MIR™) e mu(R(f,E)) = fE fdx.

Dimostrazione. (Cenno)

1. Per f = cxg,c € [0, +o0]: la regione R(f, E) € un cilindro con base E ed altezza c. Le
affermazioni su R(f, E) sono mostrate tramite una successione di riduzioni sulla
forma di E, sfruttando i teoremi di struttura del paragrafo (v. Lemma (5.2) di
[7] per una dimostrazione completa). Il grafico I'(f, E) & vuoto nel caso ¢ = +oco.
Nel caso 0 < ¢ < 400, si ha

T(f,E) = [ )[R(f + 1/k, E)\ R(f = 1/k, E)]..

kelN

2
Quindi il grafico & misurabile e abbiamo m,,.1(I'(f, E)) < %mn(E) per ogni k € IN.

2. Per f = s semplice su E, misurabile, non negativa: la regione ed el grafico sono
un’unione finito di insiemi disgiunti considerati nel caso 1.

3. Per f misurabile, non negativa: si mostra che m;_,(I'(f,E)) < ¢ per ogni ¢ > 0
(v. Lemma 5.3 di [7]). Quindi abbiamo la parte a). Per la parte b), si sfruttano
I'approssimazione monotona 0 < s /* f su E, convergenza monotona ed il caso 2.

O
Ora siamo pronti per il confronto degli integrali di Lebesgue e Riemann.

Teorema 1.5.2. Siano E C R" limitato e misurabile secondo Peano-Jordan e f : E — R limitata
ed integrabile secondo Riemann. Allora f e sommabile secondo Lebesgue su E e l'integrale di
Riemann di f coincide con 'integrale di Lebesgue.

Dimostrazione. (Cenno) Ci sono tre passi.

1. E misurabile secondo PJ implica E misurabile secondo Lebesgue. Questo passo
¢ abbastanza facile usando la definizione di m; tramite la misura esterna/misura
interna di Lebesgue.

2. f & sommabile secondo Lebesgue usando la stima | ﬁE f dmL| < supg |f|lmr(E).

3. Gli integrali sono uguali (v. Proposizione 5.A.2 di [4] per il caso E = [a,b] C R e
Corollario del Teorema 2 in §91 di [1] per il caso generale). Nel caso generale, e
molto utile il Teorema
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Osservazione 1.5.1. Esistono funzioni limitate su insiemi limitati, sommabili secondo
Lebesgue ma non integrabili secondo Riemann. Ad esempio, la funzione di Dirichlet
f = Xaonoa) su [0,1] € R ha integrale di Lebesgue nullo ma non esiste 1'integrale di

Riemmann (l'integrale superiore € 1 ma l'integrale inferiore & 0).

Teorema 1.5.3. Sia f : [a,b) — R integrabile in senso generalizzato di Riemann (integrale
improprio) dove —co < a < b < +oco. Se f ha segno costante, allora f e integrabile secondo
Lebesgue in E = [a, b] con integrale di Lebesgue uguale all’integrale improprio di Riemann.

Dimostrazione. FACOLTATIVO: v. Proposizione 5.A.4 di [4] nel caso f continua e Teorema
5.53 di [7] per il caso generale. O

Osservazione 1.5.2. L'ipotesi di segno costante ¢ essenziale. Ad esempio, f : [1, +00) —

R definita da
_ sin (1)

fx) = 2

ammette integrale improprio secondo Riemann ma non & integrabile secondo Lebesgue.

Infatti, integrando per parti su ogni intervallo [1, b] con b € (1, +o0) si ha

fb sin(nx) | cos (1x) b fb cos (1x)
1 x| o |, ony 2

Il primo termine tende a 0 per b — +c0 ed il secondo ha limite finito per il decadimento

1/x? della funzione integranda. D’altre parte, usando la periodicita di f e I'integrazione

per serie (Corollario(1.4.1) si vede che fll 1o frdx = +oo.

Infine, abbiamo una caratterizzazione dell’integrabilita secondo Riemann per funzioni

limitate.

Teorema 1.5.4. (Criterio di Vitali-Lebesgue) Sia E limitato e misurabile secondo PJ. Sia f : E —
R limitata. Allora f e integrabile secondo Riemann se e solo se l'insieme dei punti di discontinuita
di f ha misura nulla secondo Lebesgue.

Dimostrazione. FACOLTATIVO: v. Teorema 5.54 di [7] per il caso di E = [a,b] C R. O

1.6 Riduzione: i Teoremi di Fubini e Tonelli

In questo paragrafo approfondiamoil discorso sul calcolo diintegrali di Lebesgue iniziato
con il confronto con l'integrale di Riemann. In particolare, ci interessa quando possiamo
ridurre il calcolo di un integrale multiplo di Lebesgue al calcolo di integrali iterati,
ovvero le cosiddette formule di riduzione. In Analisi 2 abbiamo visto che: se f € C(I) con
I=1[a,b] x[c,d] c R?allora

flf(x,y)dxdxz ‘[ab(fcdf(x,y)dy] dx = f(‘[abf(x,y)dx) dy.
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Vogliamo generalizzare questo risultato ad una funzione f : E — RRnonnegativa/sommabile
su un insieme misurabile E in R". Procediamo in tre passi:

1. f non negativa su R"” = R” x RY;
2. fnonnegativa su E C R"” = RP X R7 misurabile;

3. f sommabile su E C R" = R” X IRY misurabile.

1.6.1 I teoremi di Tonelli e Fubini

Notazione: Rispetto alle coordinate (x, y) € R" = R’ X R7, usiamo le notazioni
dx = dmy(x), dy=dmy(y), e dxdy=dmy.(x,y)
negli integrali di funzioni rispetto alla misura di Lebesgue in R, R7 e R" rispettivamente.

Teorema 1.6.1. (di Tonelli in R") Sia f : R" — R misurabile e non negativa (e quindi
integrabile). Allora:

i) per g.o. x € RP, la funzione y — f(x,y) e misurabile su R (e quindi integrabile);

ii) la funzione definita g.0. in R? da

v [ sy

e misurabile, non negativa su RP (e quindi integrabile);

fRnf(x,y)dxdy:fW (fwf(x’y)dy) .

Osservazione 1.6.1. Ovviamente, possiamo scambiare i ruoli di x € R? e y € R7 e quindi

iii) si ha

scambiare I'ordine di integrazione; cioe

fw( ]qu(xfy)dy) dx:fRnf(x,y)dxdy:fw(fwf(x,y)dx) dy.

Inoltre, se n > 3 possiamo ulteriormente spezzare gli integrali arrivando a

fwf(x)dx: j]l;(fn;...(L(Lf(xl,xz,...,xn_l,xn)dxl) dxz)-~~dxn_1) dx,,

e tutte le sue varianti usando un qualsiasi ordine di integrazione. Se uno di questi
integrali € infinito allora lo sono tutti.
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Dimostrazione. (del Teorema|l.6.1) Posto
T ={f e Mis(R", [0, +0]) :  f soddisfa i), ii), iii) } € Mis(IR", [0, +o0]),

si mostra che 7~ = Mis(IR", [0, +c0]). Questa dimostrazione si articola in quattro passi.
Passo 1: Combinazioni lineari finite (con coefficienti non negativi) di elementiin T~ appartengono
a7 ; cioe

f,.e€T, a,peR" = af+BgeT,
Infatti, le funzioni misurabili formano uno spazio vettoriale e l'integrale & un funzionale
lineare su questo spazio.

Passo 2: 7 e chiuso rispetto alla convergenza monotona; cioe se {filxew C T e fx /" f, allora
f €7 . Infatti

e f eben definita e non negativa.

e L'insieme Ay := {x € R’ : y — fi(x,y) non e misurabile} ha m,(A;) = 0. L'unione
A := Uken A allora ha misura nulla e la funzione y = f(x,y) := limy_, o fe(x, y) &
misurabile per ogni x ¢ A, quindi per f(x, y) vale la proprieta i).

e Dal MCT abbiamo anche la proprieta ii) perché

VxeR"\A: G(x) :=f f(x,y)dy = lim f fr(x, y)dy := lim Gy(x).
R7 k—+00 R7 k—+00

Essendo Gy (definita q.0.) misurabile per ognik, abbiamo G definita q.o0., misurabile,
non negativa su IR”.

e Dato che f; / f abbiamo anche G, G, e, quindi di nuovo per il MCT:

fw (fm f (x’y)dy) = [lim . Gr(x)dx  (MCT)

) kETOO R (jll;q S5, y) dy)
= lim f fio, y)dxdy  (fir €T)
R”

k—+00

= ]Rnf(x,y)dxdy MCT: £/ f)

Passo 3: 7 contiene tutte le funzioni s : R" — R* semplici, misurabili. Usando Passo 1,
basta mostrare che per ogni A misurabile, f = x4 € 7. Se A € un intervallo, allora la
dimostrazione non ¢ difficile. Poi si usano i teoremi di struttura per insiemi misurabili, la
proprieta che M(IR") & un o-algebra e la chiusura di 7 rispetto alla convergenza dominata
(in analogia con Passo 2). I dettagli sono in [4] - Teorema 5.5.1.

Passo 4: 7 contiene tutti le funzioni f : R" — [0, +oo] misurabili. Usando approssimazione
monotona di f con funzioni semplici 0 < s, / f, abbiamo f € 7 periPassi2 e 3. O
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Vogliamo ora trattare domini generali E € M(IR"). L'idea di base e quella di ricondursi

al caso di R" attraverso l'uguaglianza

ff(x,y)dxdy:f f(x,y)dxdy,
E R

dove f ¢ il prolungamento di f con f nulla su E°. Per arrivare ad una forma precisa della
riduzione, abbiamo bisogno di qualche notazione e qualche proprieta delle “fette” di E
ottenute fissando x € R” o y € R7.

Definizione 1.6.1. Sia E € M(R") con R" = R x IR7 con coordinate globali (x,y). Per
ogni x € R? e per ogni v € RY, le sezioni in x e y sono

Ex={yeR?: (x,y)€E} e E,={xeRT: (x,y) € E}

e le proiezioni effettive su IR¥ e IR sono

Pr={xeR: m;(Ex) >0} e Pp={yeRI: m;(EV) > 0}.
Lemma 1.6.1. Sia E € M(IR"). Allora
a) Per quasi ogni x € RF, Ex € M(IRY);
b) P € M(IRP).
Dimostrazione. (Applicare Tonelli in R"” alla funzione x¢ > 0 e misurabile)

a) La funzione y — xe(x, y) € misurabile su R7 per q.o0. x € R”, ma essa e definita da

hdw:xd%w={322325 e =)
Quindi E, € M(IR") per q.0. x € IR?
b) Definiamo ¢ : R” — [0, +o0] da
0 E. ¢ M(RY)

QE(x) ==
Jro XEC ) dy = mg(Ex)  Ex € M(RY),

e @r € misurabile su R? per la proprieta ii) del Teorema di Tonelli in R".

e Ma ¢p(x) := m;(Ex) = my(Ex) = pe(x) per q.0. x € RP. Quindi ¢} ¢ misurabile
e
-1
Pe = (p(x)) (0, +0) € M(RP).
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Teorema 1.6.2. (di Tonelli) Siano E C R" misurabile e f : E — R misurabile e non negativa (e
quindi integrabile). Allora:

i) per g.0. x € Pg C R?, la funzione y — f(x,y) e misurabile su E, C R (e quindi integrabile);

ii) la funzione definita g.0. su Pr C RP da

- d
x fEXﬂx,y) y

e misurabile, non negativa su Pg (e quindi integrabile);

[ rwasay = [ ( [ dy) .
E Pe Ey
In modo analogo, si ha anche

fE fx, y)dxdy = fp * ( fE ; f(x,y)dx) dy.

Dimostrazione. Fatta a lezione usando Lem. e Teorema applicati al prolunga-
mento f di f con f nulla su E¢ (v. Teorema 5.5.3 di [4]). m

iii) si ha

Lipotesi di non negativita puo essere sostituita con quella di sommabilita.
Teorema 1.6.3. (di Fubini) Siano E C R" misurabile e f : E — R sommabile. Allora:
i) per q.0. x € Pg C R?, la funzione y — f(x,y) e sommabile su E, C RY;

ii) la funzione definita g.0. su Pr C RP da

- 1Y) d
X fwf(xy) y

¢ sommabile su Pg;
iii) si ha

[romasay= [ ([ sy
E Pr Ex
In modo analogo, si ha anche

Lf(X,y)dxdy: j; (j; f(x,y)dx) dy.

Dimostrazione. Fatta a lezione usando Teorema e lo spezzamento f = f* — f~ con
f* >0 con integrali finiti (v. Teorema 5.5.4). O
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1.6.2 Applicazioni ed esempi

Osservazione 1.6.2. L'ipotesi di non negativita o sommabilita ¢ essenziale per lo scambio
di ordine di integrazione.

Esempio 1.6.1. La funzione f : E = (0,1] X (0,1] — R definita da

-1/y*> y=x

f(x,y)Z{ /x> y<x

€ misurabile su E con segno non costante. Calcolando gli integrali iterati si trova

f ( f(x,y)dy) dx=1 e f ( f(x,y)dx) dy =-1
©011\J©1] ©011\Jo1]

Inoltre, con A = EN {y > x} si trova

ﬁlfldxdyzfqlfldxdy=j(;lll(f(;,yllf(%y)ldx) dy = +co,

ovvero f non sommabile su E.

Osservazione 1.6.3. Puo capitare che gli integrali iterati siano uguali senza l'ipotesi di
non negativita o sommabilita di f.

Esempio 1.6.2. La funzione f : R? — R definita da

1 wyekk+)xkk+1), keZ
f,y) =3 -1 xy ekk+1)x(—(k+1),-k), keZ
0 altrimenti

€ misurabile (limite puntuale per N — +co di una successione di funzioni misurabili
SN = X[-NN]x[-N,N]1f) € cambia segno. Per la simmetria di f (¢ dispari in x ed in y), si ha

fm(fuzf(x’y)dy) dx:osz(fRf(x,y)dx)dy

f [f(x, y)ldxdy > f |fldxdy = 4N, VN € IN.
R? [=N,N]X[-N,N]

Quindi f non & sommabile su R?.

Domande: Data f : E — R misurabile, come si stabilisce se f € sommabile? Nel caso di
sommabilita, come si calcola l'integrale?

Risposte: Si usano Tonelli su |f| per controllare la sommabilita e poi Fubini su f per
calcolare 'integrale. Piti precisamente:
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1. Applicando Tonelli:

Jo (5 1f1dy) dx < +o0 — [ Ifldvdy < +oo
(oppure fPE (ny If] dx) dy < +00)
& f sommabile;

cioe, mostrando che uno degli integrali iterati di | f| & finito, abbiamo f sommabile.

2. Applicando Fubini:

Lfdxdyzpr(ﬁxfdy)dxzfl;z(fk;fdx]dy;

N

cioe, sapendo che f & sommabile, possiamo calcolare il suo integrale tramite
qualsiasi degli integrali iterati di f.

Esempio 1.6.3. Stabilire se la funzione definita f definita da f(x,y) = xy/(x> + y?) &
sommabile su E = B1(0) € R2. In caso affermativo, calcolare I'integrale fE f(x,y)dxdy.

e Eécompatto = E misurabile;

e f:E\ {0} — R e definita g.o. in E ed e continua su E \ {0}. Quindi f definisce una
funzione misurabile su E (prendendo qualsiasi prolungamento a tutto E).

1 |xy| ; ~ 1 V1—x2 |]/|
S5 dy|dx = |x] s dy|dx
-1\JE, X"tV -1 -Vi-2 X°tY
1 Vi—2 y 1 ,
Il 2|x| [f(; Zr dy) dx = Il —|x|log (x“)dx

1
1 ,p
—4[) xlog (x)dx = 41 x2|O =1 < +oo.

e Per Tonelli abbiamo

fE [Fldxdy

Quindi f € sommabile su E.

e Per Fubini e la simmetria (f & dispari in x, y e E & simmetrico rispetto x, y) abbiamo
J; fdxdy =0.

Osservazione 1.6.4. I teoremi di Fubini e Tonelli sono utili anche per generare delle
formule di riduzione rispetto alla dimensione n per quantita definite tramite integrali.

Esempio 1.6.4. (Misura della bolla unitaria in R") Per ogni n € N, esiste una costante
wy, = my(B1(0)) tale che per ognir > 0

my(B,(0)) = w,,r".
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e E(n) = B,(0) e aperto e limitato in R" = E(n) & misurabile con misura finita per
ognir > 0;

e Perinduzione in 1, applicando Tonelli alla funzione f = xg+1)(x, y) conx € R",y €

R abbiamo
1
f f dxq---dx, | dy
—r \JE(n+1)y

S (B )
f wn(r* = y»)"*dy (per induzione)

2a)nf(r2 — A" dy.
0

Poi usando la sostituzione y = rsin 0 per 0 € [0, /2] otteniamo

M+1(Br(0))

myu11(B(0))

/2
2w, f cos"1 646
0

/2
= wnrnﬂf cos™1 64d6.
-711/2

Quindi abbiamo w,, definita per induzione

/2
Wp+1 = Wy f cos™1 64d6.
-7t/2

Osservazione 1.6.5. Posto 1, = f_ 7;//22 cos" 6d6 abbiamo w,, = I1---1,,, n € IN. Quindi,

possiamo determinare i valori di w:
. . Tt T
e Conti elementari mostranol; =2el, = > Quindi

w1 =2, wr=1 = m(By0)) =2r, my(B,) = nr’.
Per n > 2, calcolando 7, tramite integrazione per parti otteniamo una formula di
riduzione

.Z-n = (Tl—l)fn_z—(i’l—l)fn.
Per induzione si mostra che

ol(n+1)/2] 7 [n/2]

wy = , n>2

n!!
dove
n!:=2-4---n pernpari e n!!':=1-3---n per n dispari
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e [x] e la parte intera di x reale. Quindi

2l(n+1)/2] [n/2] ;

mu(Br(0)) = ", nelN.

n!!
Consultare Osservazione 5.5.8 di [4] per ulteriori dettagli.

Osservazione 1.6.6. Un’altra formula per w, coinvolge la funzione gamma di Eulero, ovvero

+00
(1.6.1) T'(@) := f e 't dt, o € (0, +00) reale.
0
Si trova
7_(;1/2
Wy = ————.
Cor(e 1)

Consultare Osservazione 5.5.9 di [4] per i dettagli.

1.7 Cambiamento di variabili

In questo paragrafo, continuiamo il discorso sul calcolo diintegrali di Lebesgue affrontan-
do la questione di effettuare opportuni cambiamenti di variabili. Nell’ambito dell'integrale
di Riemann con la misura di Peano-Jordan, in Analisi 2 & stato presentato il seguente
risultato: Siano f limitata su I C R? e f continua su I° e ® una trasformazione lineare ed inver-
tibile con matrice A € Max2(IR) che rappresenta (x1,x2) = P(y1, y2) rispetto alla base canonica

di R?; cioe
X1 X1
O(y1, = =A

ff(xl,xz)dxdx = f F(@(y1, y2)ldet (A)ldy1dy2
I o-1(1)

Allora

Vogliamo generalizzare questo risultato a funzioni f : E — R integrabile su E € M(R")
e a trasformazioni @ che sono diffeomorfismi di classe C! con immagine un aperto che
contiene E. Anche qui, un ruolo fondamentale & giocato dalle trasformazioni lineari ed
invertibili su R”. Prima di tutto, ricordiamo qualche fatto sui diffeomorfismi.

Definizione 1.7.1. Siano U, V C R" aperti e k € IN. Una funzione @ : U — V si chiama
diffeomorfismo di classe C* su U se

i) @ e biettiva (e quindi invertibile);

ii) @ € CK(U, R"), ®~! € CK(V,R") (derivate parziali continue fino all’ordine k).
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Ricordiamo che:
1. Anche @1 & un diffeomorfismo di classe Ck;

2. In particolare @ e ®~! sono diffeomorfismi locali per cui
detJp #0 sul e det]Jp1 #0 suV,

dove Jo € la matrice jacobiana di ®.

1.7.1 Le formule principali

Teorema 1.7.1. (Cambiamento di misura per diffeomorfismi) Sia @ : U — V un diffeomorfismo
di classe C' fra aperti in R". Allora

a) E C V e misurabile < E*= ® Y(E) c U ¢ misurabile;

b) Per ogni insieme E C 'V misurabile si ha
cam)  m®)= [ |detfot)] dy
~1(E)

N.B. Possiamo anche leggere il risultato nel modo seguente: A C U misurabile implica
E = ®(A) misurabile e

(@A) = fA [det Jo(y)| dy.

Quindi se |det Jo| = 1 su U, il diffeomorfismo ® conserva la misura di tutti gli insiemi

A e M(U).

Teorema 1.7.2. Siano @ : U — V un diffeomorfismo di classe C' fra aperti di R", E C V con
Ee M(R")e f:E— R. Allora

a) f e Mis(E,R) < fo® |det]o| € mis(E*,R) dove E* = ®~(E);

b) f e integrabile su E <= f o @ |det Jo| e integrabile su E* e in tal caso
(CdV) f f(x)dx = f F(@(y)) |det Jo(y)| dy
E ®-1(E)

Prima delle dimostrazioni, facciamo qualche osservazione e consideriamo qualche esem-
pio elementare.

Osservazione 1.7.1. Per quanto riguarda l'importanza dei Teoremi e e la
strategia delle dimostrazioni:
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a) Entrambi i risultati sono espressi in termine del cosiddetto pull-back tramite ®; cioé si
trasforma un integrale rispetto alla variabile x “all’indietro” tramite la trasfomazio-
ne ® usando la sostituzione x = ®(y). Questa strategia & importante perché permet-
te di sfruttare simmetrie nella funzione integranda e/o nel dominio di integrazione
(scegliendo una trasformazione ® opportuna). Inoltre, vedremo che sta alla ba-
se di esprimere l'integrale su insiemi “non piatti” attraverso un "“appiattimento”
opportuno ©.

b) Nel caso f = xg con E misurabile, la formula (CdV) si riduce a (CdM). Il legame &
ancora piti forte. Dato che possiamo approssimare funzioni misurabili con funzioni
semplici e misurabili, sapendo la formula (CdM) e usando la linearia dell’integrale,
si trova (CdV). Piti precisamente, per mostrare la formula (CdV), possiamo ridurci
al caso di f > 0 e misurabile. Poi, usando 'approssimazione monotona tramite
funzioni semplici 0 < sx  f ed il Teorema di Beppo-Levi (MCT), si riduce la
dimostrazione di (CdV) alle funzioni semplici e non negative. Per la linearita
dell’integrale abbiamo quindi bisogno solo di (CdAM).

¢) Per mostrare (CdM) invece, usando i teoremi di struttura basta verificare (CdM) per
intervalli, anzi per cubi Q (intervalli con tutti i lati uguali). Infine, si mostra (CdM)
per cubi Q approssimando il diffeomorfismo con mappe lineari (mappa derivata).
Si mostra (CdM) direttamente per mappe lineari su cubi e poi si passa al limite.

Esempio 1.7.1. (Traslazioni) Sia p = (py,...,ps) € RN. E detta traslazione da p 1'applica-
zione 7, : R" — R" definita da

(1.7.1) x=1(y) =y +p.

Osserviamo che si tratta di una mappa lineare ed invertibile con inversa 7,

risolvendo rispetto ad y in (1.7.1) abbiamo

= Tp. Infatti

y=x—p=14).

Inoltre, abbiamo J;, = I e quindi la formula (CdM) del Teorema diventa

@)= |  dy= iy (B

cioe la misura di Lebesgue e invariante per traslazioni.
Esempio 1.7.2. (Coordinate polari in R?) Sia @ : U = (0, +0) X (-7, 1) — R? definita da

(1.7.2) (x,y) =DP(p,0) = (pcos O, psin O).
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La mappa @ ¢ un diffeomorfismo di classe C* con

(1.7.3) D) =V :=R2\{(r,y) e R?: x <0,y =0)
e
cos@ —psin6
,0) =
Jo(p. 6) [sin@ p cos O }

e detJo(p, 0) = p > 0. Quindi la formula (CdV) del Teorema diventa

ff(x, y)dxdy = f f(pcosO,psinO)pdpdo,
E dY(E)

per ogni insieme misurabile E C V e per ogni f integrabile su E.

Osservazione 1.7.2. Notiamo che negli enunciati di Teorema e la mappa
® : U — V & iniettiva e quindi gli insiemi misurabili E devono essere contenuti in V.
Spesso questo esclude a priori dei casi importanti. Ad esempio, nel Esempio[1.7.2/domini
semplici e naturali come la bolla B,(0) non & contenuto in V definito da (1.7.3). Pero la
parte di B,(0) che sta fuori di V ha misura nulla. Quindji, si puo applicare il teorema ad
B,(0) = B,(0) \ {(x, y) € B,(0) : x < 0, y = 0} per trovare

f f(x,v)dxdy f f(x,v)dxdy
B,(0) B,(0)

f f(pcosO,psinQ)pdpdo,
@~1(B(0))

dove @ 1(B,(0)) = (0,7) X (-7, ).

1.7.2 Dimostrazioni

Dimostrazione. (dei Teoremi e(1.7.2) Procediamo in tre passi.

Passo 1: A C U misurabile = ®(A) C V misurabile.
N.B. Dato che ®~! & anche un diffeomorfismo, abbiamo anche E C V misurabile =
®~1(E) C U misurabile, ovvero la parte a) del Teoremam

Lemma 1.7.1. Per ogni A C R", m*(A) = m*Q(A) dove

(1.7.4) ng(A) := inf {Z m(Qx) : A C UpexcQk, Qk cubo compatto in R", K C IN}
ke

e m(Qx) = m*(Qx) dato che ogni compatto é misurabile.

Dimostrazione. Fatta a lezione (v. Proposizione 5.6.6 di [4]). O
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Lemma 1.7.2. Se A C Q c U allora

(1.7.5) m*(@(A)) < %[sgpnf@n) m*(A),

n

dove w, = my(B1(0)) e v, = (1/ \n)" & il fattore per cui

Qre) = [ Jlas—rai+11 = m(@Qi(a) = 21" = y, [diam(Qu(@)]".
i=1

Dimostrazione. Fatta a lezione (v. Lemma 5.6.8 di [4]) O
Proposizione 1.7.1. Sia @ : U — V un diffeomorfismo di classe C' fra aperti di R".
a)ZclUconm(Z)=0 = m (D)) =0.
b) A C U misurabile = ®(A) C V misurabile.
Dimostrazione. Fatta a lezione (v. Proposizione 5.6.7 di [4]). O
Questo finisce Passo 1.
Passo 2: E C V misurabilee f : E — R misurabile < f o ®|det Jo| misurabile su ®~(E).

Dimostrazione. Bastamostrare che f misurabileimplica fo® misurabile perchéle funzioni
det Jo e det J-1 sono continue, misurabili e non nulle. Inoltre, f = (f o ®) o ®~! quindi
I'implicazione (<) segue dalla implicazione (=). Per concludere, basta notare che per
ogni a € R abbiamo

{x € E: f(x) > a) misurabile = & ({x € E: f(x) > a}) misurabile
per la Proposizione[I.7.1 Ma
Ol ({xeE: f(x)>a)) =y @E): (foD)(y)>af
e, quindi f o ® & misurabile. O
Questo finisce Passo 2.
Passo 3: (CAM) E C V misurabile = m(E) = f@ . |det Jo(y)| dv.

Lemma 1.7.3. Se vale (CAM) per ogni cubo Q C V, cioe se vale
CaMQ)  mQ)= [ idetfoldy.
21Q)

allora vale (CAM) per ogni E C V misurabile.



1.7 Cambiamento di variabili 46

Dimostrazione. L'idea e stata discussa a lezione e coinvolge i teoremi di struttura per
insiemi misurabili (v. Lemma 5.6.11 di [4]). O

Lemma 1.7.4. Siano Q C V un cuboe T : R" — IR" lineare ed invertibile. Allora vale

(CAMTQ) m(Q) = f |det T|dy = |det T|m(T~}(Q)).
T-1Q)

N

Dimostrazione. L'idea & stata discussa brevemente a lezione e sfrutta il Teorema di
Beltrami per le mappe lineari:
T=WoAjoV

con W,V mappe ortogonalE] e Ay(y) := (M1, ..., Awyy) una dilatazione non omogenea. Si
verifica (CdM) direttamente per A) (v. Es. 5.6.13 di [4]) e mappe ortogonali (v. Es. 5.6.14
di [4]). Poi si fa la composizione (v. Es. 5.6.15 di [4]). O

Lemma 1.7.5. Sia @ : U — V un diffeomorfismo di classe C' fra aperti di R". Vale la formula
(CAMQ) del Lemma se vale la formula asintotica: per ognix € V

1
CdM Iim —— det dy=1
( %) Ql—I}{}c} m(Q) ¢>—1(Q)| etfo(y)ldy

dove il significato di (CdMx) e: per ogni € > 0 esiste 0 > 0 t.c.

1
m(Q)

Dimostrazione. Discussa brevemente a lezione. L’argomento e per assurdo usando il

1-¢e< f ldet Jo(y)l[dy<1+¢e, YQCV: xeQ,diam(Q) <.
Q)

metodo di bisezione di cubi (v. Lemma 5.6.16). O

Lemma 1.7.6. Sia @ : U — V un diffeomorfismo di classe C' fra aperti di R". Allora vale la
formula asintotica (CdMx) del Lemma perognix € V.

Dimostrazione. Discussa brevemente a lezione. I punti principali sono:
1. Per @ = T lineare, invertibile abbiamo dal Lemma I'identita

_ 1 _m(T Q)
1= @ Jrao |detT|dy = |det T|, YQcV

m(Q)

e quindi il limite vale 1 banalmente per Q — {x}.

5Cioe mappe invertibili con T! = T", la trasposta di T.
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2. Poiché det Jo & continuo su U, per ogni xg € V fissato con yo = ®~(x) abbiamo il
teorema della media

. 1 ~
i i . o ey = et o)

e, quindi ci basta mostrare

m(@1(Q))

m ) detjelol =1

3. Dato che le traslazioni sono diffeomorfismi che conservano la misura di Lebesgue,
WLOG possiamo assumere che xg = 0 = yp; cioe che @ & un diffeomorfismo che
manda 1’origine nell’origine. Denotiamo con T = det J¢(0) e ci serve

. m(@(Q)
lim ————|det T| =1,
oo m(Q) det Tl
ma per Lemma abbiamo m(T o ®~1(Q)) = |det T|m(®1(Q)). Quindi basta

mostrare
m(T o ®1(Q)) _

Q—1{0) m(Q)

dove T o @1 ¢ un diffeomorfismo vicino alla identita.

() 1

4. Facendo gli sviluppi di Taylor di G := T o ®! e G}, usando la stima di Lemma
si mostra (¥) - v. p.265-267 di [4].

O
Questo finisce Passo 3 e la dimostrazione di (CdM) e (CdV). O

Osservazione 1.7.3. Lo schema della dimsotrazione delle formule (CdM) e (CdV) é stato:
mostrare la formula (CAMTQ) tramite Lemma 1.7.4 e poi:

(CdMTQ) Lemgl?b (CdMX) Lemgl]S (CdMQ) Lemg}l]?) (CdM) Oss.:1.7.1 (CdV)

1.8 Integrali dipendenti da parametri

Problema: Data una funzione integrale

F(t):ﬁf(x,t)dx

con E € M(R"), f : Ex T — R integrabile su E per ogni t € T c R". Stabilire se F &

continua o se F ammette derivate parziali.
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Teorema 1.8.1. Sia to un punto di accumulazione di T C R™. Sia f : Ex T — R tale che
i) Perognit € T, f(-,t) € L(E).
ii) Per q.0. x € E, f(x,) é continua in to.
iii) Esiste un intorno U(tp), esiste g € L(E) t.c.
If(x,t)] < g(x), perq.o.x€E,ognite U(ty) NT.
Allora F e continua in t.

Dimostrazione. Sia {tj}jen C U(tp) N T t.c. t; — tg per j — +oo. Poniamo:

fix) == f(x,t;) jeN
h(x) := f(x, to)

Abbiamo:
fi € L(E) (per la ))
fi(x) = h(x) qo.inE  (perlaii))

Ifi(x)] < g(x) qo.inE  (per laiii))
Per il teorema di Lebesgue (DCT), abbiamo
E(t)) = ff(x,tj)dx - fh(x)dx = F(to).
E E
O

Osservazione 1.8.1. Al posto di T € R" si puod prendere T C (A,d) dove (A,d) € uno
spazio metrico qualsiasi (v. Teorema 5.7.3 di [4]).

Osservazione 1.8.2. L'ipotesi iii) nel teorema & essenziale.

Esempio 1.8.1. Siano E = (0, +), T = [0, +0), tg = 0, e f(x,t) = te~™. Si ha

F(t) = f te™dx =1 perognit >0
(0,+00)

ma F(0) = 0. Il teorema non & applicabile perché ogni funzione g che soddisfa |f(x, t)| <
g(x) per ogni x e ogni t > 0 piccolo non € sommabile su E.

Avendo trattato la continuita di F passiamo alla questione della sua derivabilita. 11

risultato principale & il teorema seguente.
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Teorema 1.8.2. Siano T € R™ aperto, to € T, U(to) C T un intorno di ty. Sia f : EXT — R
tale che

i) Perognit € T, f(-,t) € L(E).

ii) Per qualche k € {1, ..., n} esiste la derivata parziale
af .
g(x, t) per q.o.x € E, e per ogni t € U(tp).
k
iii) Esiste g € L(E) t.c.

5

a_tk(xl t)

< g(x), perq.o.x€E,eperognite U(t)) NT.

_ [
o [ j; f(x,t)dx]_ fE (%k(x,to)dx,

Dimostrazione. Per ogni j € IN, poniamo t} = to + jlex — to per j — +oo lungo la

Allora
JF

0
8_t1<(t0) = o

direzione k-esima in R”. Poniamo:

fwh) - fet)
hj(x) = 17 , JeN

d
h(x) := 8—{;(3@ to)

Abbiamo
{ hj € L(E) (per la i)
hj(x) = h(x) perq.o.x€E (perlaii))
Inoltre, per quasi ogni x € E, per il teorema di Lagrange, esiste t = f(x, ) fra tp e t; tale
che flx, 1) = f(x, to)
g—i}i(x,f) = / 7 = hj(x).

Ma la stima iii) & uniforme in ¢; cioe

< g(x), qo.x€E.

af
01 = |5
Di nuovo, per il teorema di Lebesgue (DCT), abbiamo

oF . .. _[of
c9_tk(t0)_ lim Eh](x)dx—j};&—tk(x,to)dx.

j—+oo
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Corollario 1.8.1. Siano T c R apertoe f : EX T — R tali che
i) Perognit € T, f(-,t) € L(E).
ii) Per q.0. x € E, f(x,-) € CX(T).

iii) Per ognik € {1,...,n}, esiste gx € LY(E) tale che

of
’a—tk(x, t)

< gk(x), perq.o.x€eE,eperogniteT.
Allora F € CY(T) e vale

JF af

8_tk t) = LE(X,t)dx, Yt e T,Vk S {1,...,1’1}.

Osservazione 1.8.3 (Applicazione tipica). Siano u € L(R") e ¢ € Cj(IR"), una funzione di
classe C! con supporto compatto; cioe esiste K C R" compatto tale che ¢ = 0 su R\ K.

Allora la funzione ¢ * u : R" — R definita da

(@ *u)(t) = L @(t — x)u(x) dx
¢ di classe C! e vale

0 (99 B ap
Q_tk((P +u)(t) = ((9_tk * M) (t) = ‘f]l;n z9_tk(t — x)u(x) dx.

Infatti, si applica il Corollario alla funzione f(x,t) := p(t — x)u(x).

N.B. La funzione ¢ * u ¢ detta convoluzione di ¢ ed u. L'operazione di convoluzione e
molto utile per regolarizzare una funzione u sommabile ma a priori poco regolare. E la
base del metodo di mollificazione studiata in Analisi Reale e usata spessissimo nei corsi

successivi di Analisi.



Capitolo 2

Misure astratte ed integrazione

In questo breve capitolo vogliamo generalizzare ad un contesto piti ampio e flessibile
dei concetti gia visti per la misura ed integrale di Lebesgue. Ricordiamo che gli elementi
della teoria di Lebesgue che abbiamo sviluppato sono sostanzialmente tre:

1. Una terna (R", M(IR"), m,) formata da una misura m, definita e numerabilmente
additiva su una o-algebra M(IR") di sottoinsiemi di IR” che sono misurabili rispetto

am,.

2. 11 concetto di misurabilita per funzioni f : E — R definite (almeno q.0.) su un
sottoinsieme misurabile rispetto a m, e ’approssimazione di funzioni misurabili
tramite funzioni semplici e misurabili.

3. Il concetto di integrale fE f dm,, per funzioni misurabili su E misurabile.

Per dare un quadro un po’ pitt completo dell’argomento, a volte faremo delle conside-
razioni non presenti nel libro di testo [3], ma in questi casi, una referenza adeguata sara

indicata.

2.1 Misure astratte

Cominciamo con una definizione gia fatta alla fine del discorso sulla misura di Lebesgue
(v. I'Osservazione[1.1.6).

Definizione 2.1.1. Uno spazio di misura & una terna (X, M(X), u) dove
e X ¢ un insieme non vuoto;

o M(X) c P(X) e una o-algebra di sottoinsiemi di X, ovvero una collezione di sottoin-
siemi di X tale che

51
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(SA1) 0 M(X);
(SA2) Ee M(X) = E°=X\Ee MX)

(SA3) Exe€ M(X)perognike KcN = U E, ﬂ Er € M(X).
keK ke

o u: M(X) — [0, +oo] & una misura (positiva), ovvero

(Mi1) (@) =0;

M) u [U Ej

kelN

= Z H(Er) se {Exhen € M(X) con Ej N Ey = 0 per j # k.
kelN

Osservazione 2.1.1. Dalla normalizzazione (M1) e V'additivita numerabile (M3) si ricava
N N

anche l'additivita finita, ovvero per ogni N € IN si ha u (U Ek] = Z u(Ex) se {Ek}kN=1 C
k=1 k=1

M(X) con E; N E; = @ per j # k. Infatti basta prendere Ey := () per ogni k > N.

Esempio 2.1.1. (X, M(X), u) = (R", ML(R"), m,) dove My (IR") e m, sono la o-algebra e
la misura di Lebesgue rispettivamente.

Esempio 2.1.2. Sia f : R" — [0, +o0] una funzione misurabile secondo Lebesgue. La
funzione u : My (R") — [0, +c0] definita da

u(E) == ‘[Efdmn:fEf(x)dx

€ una misura su (R", Mp(IR")). Infatti abbiamo (M;) perché

u(0) = f@ (@) dx =0

e abbiamo (M) perché
U E ) = f(x)dx = f(x)dx = u(Ex),
[kLe]]J\] ¢ kaeNEk ;;‘\1 jb:k ;;‘\] ¢

usando l’additivita dell’integrale per una collezione di insiemi misurabili e due a due
disgiunti.

Osservazione 2.1.2. Nell’esempio precedente, se f = 1 allora y = m,. Inoltre, se f &
misurabile di segno qualunque, possiamo usare |f| al posto di f per avere una misura
(positiva). Esiste il concetto pitt generale di misura con segno, ma ci limiteremo a quelle
positive.

Definizione 2.1.2. Uno spazio di misura (X, M(X), u) & detto o-finito se esiste una
collezione numerabile {E}ren € M(X) tale che
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i)X:UEk;

kelN

ii) u(Ex) < +o0 per ogni k € IN.
In tal caso la misura p e anche detta o-finita.

Osservazione 2.1.3. a) Se esiste una collezione finita {Ek}kN: , con le proprieta nella
definizione precedente, allora

N
u(X) = Y p(Eg) < +oo.
k=1

In tal caso lo spazio di misura e detto finito e la misura u e detta finita.

b) Uno spazio di misura finito con la normalizzazione u(X) = 1 & detto spazio di probabilita
e la sua misura e detta misura di probabilita. Possiamo costruire un spazio di proba-
bilita da uno spazio di misura finito qualunque prendendo la misura normalizzata

fi definita da
f(E) = @, per ogni E € M(X).
HX)
Per uno spazio di misura o-finito ma non finito, dato un insieme A # @ misurabile
con misura finita possiamo costruire una spazio di misura finito (A, M(A), ua)

prendendo la restrizione di u ad A, ovvero
MA) ={Ee M(X): ECA} e pa(E)= u(E) per ogni E € M(A).

Osservazione 2.1.4. Anche se non abbiamo detto esplicitamente, la proprieta di o-
finitezza vale nel caso della misura di Lebesgue in R". Infatti, basta prendere E; = [k, k]"
dove my(Ex) = (2k)" < +o0 e R" = UgenEg. Inoltre, la proprieta di o-finitezza e stata usata
implicitamente nelle dimostrazioni dei teoremi di Tonelli e Fubini e nelle verifiche delle
formule di (CdM) e (CdV).

Esempio 2.1.3. Come detto soprra, lo spazio di misura nell’Esempio (Lebesgue) e
o-finito. Invece, lo spazio di misura nell’Esempio[2.1.2]¢ o-finito solo se f soddisfa anche
la proprieta
f(x)dx < +o0 perognik € N,
Bi(0)
ovvero f € Lj.(R") lo spazio di tutte le funzioni misurabili per cui

flf(x)l dx < 400 per ogni K compatto in R".
K

Invece, lo spazio nell’Esempio e finito se e solo se f € L(R").
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Esempio 2.1.4. Siano X al pitt numerabile e non vuoto, M(X) = P(X) e u definita da

Y f) E#0
IL[(E) = x€E ’
0 E=0

dove f : X — [0, +00] una funzione assegnata. (X, M(x), u) € uno spazio di misura dove

perogni E C X siha E = {xg}yexc con K C N e u(E) = Z f(xe).
ke

e La misura u & o-finita se e solo se f : X — [0, +00).

e La misura e finita se e solo se la somma E f(x) e finita.

x€E

Nel caso f =1, la misura u e detta misura del conteggio.

Esempio 2.1.5. Siano X non vuoto, M(X) = P(X) e u = Oy, con xg € X definita da

(X, P(X), 0x,) € uno spazio di misura (esercizio). La misura & finita perché 6,,(X) = 1e
quindi & una misura di probabilita. La misura 6y, € detta misura di Dirac (basata in x).

Definizione 2.1.3. Uno spazio di misura (X, M(X), u) e detto completo se
(2.1.1) Ae M(X),u(A)=0,BCc A = B e M(X).
In tal caso u & detta completa.

Osservazione 2.1.5. E evidente che gli spazi negli Esempi e sono completi
perché M(X) = P(X). La completezza degli Esempi e & gia nota.

Abbiamo visto che la completezza della misura di Lebesgue era molto utile nella gestione
degli insiemi trascurabili per l'integrale. Quindi e naturale domandarsi, come costruire
delle misure complete. Una costruzione ¢ possibile tramite la teoria di Caratheodory a
partire dal concetto di misura esterna.

2.2 Misura esterne e misure esterne metriche

Definizione 2.2.1. Sia X # (0. Una misura esterna su X € una funzione p* : P(X) — [0, +o0]
tale che

Pit1 generalmente si pud mostrare I'esistenza di un’unica misura completa ji che estende p alla o-algebra
MX)={EUS: Ee M(X),S CZ e M(X),uZ) =0}



2.2 Misura esterne e misure esterne metriche 55

(ME;) w*(@) =0;

(MEy) u*(A) <u*(B) se ACB;

Ja

kelN

(MEs) g = ) 1Ay per ogni {Aghen € P(X).

keIN

Osservazione 2.2.1. Attenzione alla terminologia. Il libro di testo [3] usa il termine
misura per una funzione che soddisfa le condizioni della Definizione Abbiamo
riservato il termine misura per il concetto pit1 forte contenuto nella Definizione

Come nell’Osservazione si ha anche la subadditivita per collezioni finite {Ak}kN= , di
sottoinsiemi di X.

Esempio 2.2.1. yu* = m;, la misura esterna di Lebesgue su IR” & una misura esterna nel
senso della Definizione

Esempio 2.2.2 (Costruzione generale). Siano
o X #0;
e E(X) c P(X) tale che 0, X € &(X);
e p:E(X) — [0, +00] tale che p(0) = 0.

Allora la funzione p* : P(X) — [0, +oo] definita da

ke ke

2.2.1) WH(A) = mf{z p(E): Exe&X), Ac| JE, K c IN}

€ una misura esterna.

Notiamo che nel caso della misura esterna di Lebesgue abbiamo usato X = R”,

& ={E cR": E =Iintervallo compatto} oppure &= {E CR": E = Q cubo compatto},
e p(E) = v(E) e I'n-volume di E.

Esercizio 2.2.1. Verificare che la funzione u* definita nell’esempio precedente ¢ una
misura esterna.

Per passare da una misura esterna ad una misura vera e propria, ci serve la definizione
di misurabilita di un sottoinsieme. La definizione & identica a quella usata nel caso
particolare della misura esterna di Lebesgue.



2.2 Misura esterne e misure esterne metriche 56

Definizione 2.2.2. Sia u* : P(X) — [0, +c0] una misura esterna su X. Un insieme E C X e
detto p-misurabile se soddisfa la condizione di Carathéodory, ovvero

(2.2.2) W(A) = (ANE) + ' (ANE), YVACX

In tal caso, si denota con M(X) la collezione di tutti gli insiemi y-misurabili e con u la

restrizione di u* a M(X), cioe
W(E) := u*(E), VY E e M(X).
La bonta di questa definizione si trova nel seguente risultato fondamentale.
Teorema 2.2.1. Sia u* misura esterna su X # 0. Allora
a) M(X) é un o-algebra;
b)u= Hipx) € una misura;
¢) p & completa.
Inoltre
d) Siano A, B € M(X) tali che A C B e u(B) < +oo. Allora u(B \ A) = u(B) — u(A).
e) Sia {Ex}; %) € M(X). Allora

+00
Ec/ = #[U Ek]:kgrpmmEk);

k=1

+00
Exr\ e u(Ey) <+oo = y[ﬂ Ek) = lim u(Ey).
k—+00
k=1
Dimostrazione. Per esercizio. Le dimostrazioni di tutte le affermazioni sono identiche a

quelle fatte per il caso particolare y = m,,. |

Osservazione 2.2.2. Nel caso della misura esterna di Lebesgue, abbiamo sfruttato la
topologia euclidea di IR” per aiutarci a capire quali sono i sottoinsiemi misurabili e quali
sono le funzioni misurabili. Per fare una cosa analoga nel caso uno spazio di misura
qualunque, dobbiamo avere una topologia sull’insieme X.

Definizione 2.2.3. Sia (X, M(X), u) uno spazio di misura dove (X,7) & uno spazio

N

topologico. La misura p e detta boreliana se ogni U aperto & u-misurabile, ovvero

U e M(X).
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Nel caso in cui u sia la restrizione ad M(X) di una misura esterna u* su P(X), u € boreliana
se ogni U aperto soddisfa la condizione di Carathéodory . Quando (X,7) = (X,d)
€ uno spazio metrico, una condizione sufficiente affinché tutti gli aperti siano misurabili
e fornita dal concetto di misura esterna metrica. Ci servono un paio di definizioni. Per il
resto del paragrafo (X, d) & uno spazio metrico con X # 0.

Definizione 2.2.4. Siano A, B C X non vuoti. La distanza tra A e B & il numero reale non
negativo definito da
d(A,B) .= infld(x,y): x € A,y € B}.

La distanza tra x € X ed A € il numero reale non negativo definito da
d(x,A) :=inf{d(x,y) : y € A}.
Proposizione 2.2.1 (Proprieta della distanza). Siano A, B C X non vuoti. Allora:
a)d(A,B) =d(B,A);
b)ANB#0 = d(A,B)=0;
¢)d(A, B) = d(A, B);
AVxeX: xeA & dx A =0;
e)ldx,A)—d(y,A)l <d(x,y), Yx,ye XYVACX
Dimostrazione. Lasciata per esercizio. Consultare la Proposizione 1.2.1 di [3]. |

Definizione 2.2.5. Una misura esterna u”* su (X, d) & detta misura esterna metrica se
(2.2.3) W (AUB) =u(A)+u’(B), VA,BcC X non vuoti tali che d(A,B) > 0.

Teorema 2.2.2. Sia u* misura esterna metrica su (X,d). Allora ogni aperto/chiuso di (X,d) e

u-misurabile. In particolare, u = Hipx) € una misura di Borel.
Dimostrazione. Lasciata per esercizio. Consultare il Teorema 1.23 di [3]. O

Osservazione 2.2.3. Esistono delle generalizzazioni dei Teoremi di struttura per insiemi
misurabili rispetto ad una misura esterna metrica. Anche se non faremo uso di tali
risultati, si puo consultare [SS].



2.3 Funzioni misurabili 58

2.3 Funzioni misurabili

Sia (X, M(X), u) uno spazio di misura o-finito e completo.
Definizione 2.3.1. Siano E € M(X) e f : E — R. La funzione f & detta y-misurabile se
(2.3.1) {x€eE: f(x)>a} & p-misurabile Vac¢ R.

Osservazione 2.3.1 (Sulla definizione di misurabilita di f).

a) Nella definizione basta controllare (2.3.1) per ogni 2 € R. Infatti, lo stesso ragio-
namento usato nell’Osservazione (per la misura di Lebesgue) si applica qui
perché M(X) & un o-algebra.

b) Per lo stesso motivo, & equivalente richiedere per ogni 2 € R la misurabilita di
[x€ E: f(x) >a}, etc.

¢) La definizione ha senso anche per f definita solo p-quasi ovunque in E, cioe per
f:E\Z:—> R con u(zZ)=0.

Infatti, in tal caso, possiamo prolungare f a tutto E in modo arbitrario. La
condizione (2.3.1) & sempre soddisfatta.

Teorema 2.3.1 (Proprieta delle funzioni y-misurabili). Siano f, g : E — R u-misurabili su
E € M(X). Allora

a) Sono p-misurabili su E le funzioni f + g, fg, f/g (se § # 0 pu-q.0. su E) e cf per ognic € R.
b) Sono u-misurabili su E le funzioni f*, f~ e |fP con p > 0.
c)Sep:R — Reéecontinuae f : E— Rallora ¢ o f e u-misurabile su E.

Inoltre

d) Se { fr}xen € una successione di funzioni p-misurabili su E allora lo sono anche

sup fi, inf fi, limsup f; e liminf f;.
keN keN k—+oo k—+oco

e) Una funzione semplice s = Z ckXE, concy € Re E;NEy = 0 se j # k e u-misurabile se e

k=1
solo se Ex € M(X) per ogni k € IN.

f) Sia f > 0 una funzione u-misurabile su E. Allora esiste una successione {s;}jeN di funzioni
semplici e u-misurabili tale che 0 < s; / f.
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Dimostrazione. Per esercizio. Le dimostrazioni di tutte le affermazioni sono identiche a
quelle fatte per il caso particolare y = m,,. O

Osservazione 2.3.2. Nel caso in cui (X,d) & uno spazio metrico e che la misura p sia
boreliana, ¢ evidente che abbiamo la py-misurabilita di tutte le funzioni continue su E
p-misurabile. Possiamo dire di piti. Classi naturali di funzioni y-misurabili sono quelle
delle funzioni semicontinue. Una buona referenza ¢ il libro di Giusti [2].

Definizione 2.3.2. Sia f una funzione definita in un intorno di x¢ € X a valori in R.

a) f e detta semicontinua superiormente (USC) in xo seE]

(2.3.2) f(x0) > lim sup f(x).

X—X0
b) f & detta semicontinua inferiormente (LSC) in x seﬁ

(2.3.3) f(xo) < lij{I_\)}icnff(x).

Inoltre se vale (2.3.2) per ogni xq € E, diciamo che f & semicontinua superiormente in E e
denotiamo f € USC(E). In modo analogo, se vale (2.3.3) per ogni xq € E, diciamo che f &
semicontinua inferiormente in E e denotiamo f € LSC(E).

Solo per avere un’idea di che cosa vuol dire f ¢ USC/LSC in xj consideriamo un’esempio
semplicissimo.

Esempio 2.3.1. Sia f : R — R con f(x) = 1 per ogni x # xo con X € R fisso. La funzione
e continua in xg se f(xp) =1, ma e USC in xg se f(xp) > 1 e LSC in xg se f(xp) < 1.

L’esempio precedente suggerisce il seguente risultato.

Proposizione 2.3.1. Sia f una funzione definita in un intorno di xo € X a valori in R. Allora
f e continua in xq se e solo se

f(xo) e R, feUSCinxg, feLSCinxy.
Dimostrazione. L'equivalenza segue dal fatto che esiste lim f(x) se e solo se vale I'identita
X— X0

limsup f(x) = liminf f(x). O
X—X0

X—X0

2USC = upper semicontinuous. Giusti usa invece ’abbreviazione SCS.
5LSC = lower semicontinuous. Giusti usa invece 1’abbreviazione SCL
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Consideriamo un altro esempio elementare.

Esempio 2.3.2. Sia f : R\ {0} — R definita da f(x) = 1/|x|. La funzione e continua ma non
& prolungabile con continuita in x = 0. D’altre parte, assegnando il valore f(0) = a € R,
si ha

f € USC(R) se e solo se a = +00

f € LSC(R) per ogni a € R.

Per questo motivo, a volte per funzioni USC si prende valori solo in [—co, +00) e per
funzioni LSC solo valori in (—oo, +00].

La py-misurabilita in E delle funzioni in USC(E), LSC(E) segue dalla seguente caratteriz-

zazione.
Proposizione 2.3.2. Sia f : E — R con E € M(X). Allora
feUSC(E) © {xeE: f(x)>a}echiusoinE, VaeR
o {x€E: f(x)<a}eapertoinE, VaeR

e
feLSC(E) e {xeE: f(x)<a}echiusoinE, VaeR
© {xe€E: f(x)>a}echiusoinE, VaeR
Dimostrazione. Lasciata per esercizio. Si puo consultare [2]. O

Infine abbiamo il risultato desiderato.

Teorema 2.3.2. Siano (X, d) uno spazio metrico e y una misura boreliana su X. Sia f : E —» R
con E € M(X). Allora f e u-misurabile in E se f = g per u-quasi ogni x € E per qualche
g € C(E) UUSC(E) U LSC(E).

Dimostrazione. E facile usando le definizioni e le due proposizioni precedenti. |

Osservazione 2.3.3. Ci sono diversi motivi per introdurre le funzioni semicontinue. La
prima e il suo ruolo importante in problemi di ottimizzazione. Ad esempio, sia { fi}ren
una successione di funzioni continue in E. Non & detto che le funzioni

sup fi, inf f, limsup f; e liminf f
keN ~ keN keN keN

siano continue in E. Basta pensare all’esempio fi(x) = xf su E = [0,1]. Invece viene
conservata una semicontinita opportuna. Inoltre, esiste una generalizzazione importante
del teorema di Weierstrass per le funzioni semicontinue. Si puo consultare [2].
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2.4 Integrazione rispetto ad una misura u

Sia (X, M(X), 1) uno spazio di misura o-finito e completo. La costruzione dellintegrale
rispetto a i procede come nel caso della misura di Lebesgue. Data la forte somiglianza
ci limiteremo ad una presentazione schematica.

1. Per una funzione s semplice, y-misurabile e non negativa su X della forma

N
s= ) ok, € [0,+00), By € M(X),
k=1

definiamo I'integrale di s rispetto a p tramite

N

fsdy =Y cu(ExNE), Ee M(X).
E k=1

2. Per f : E — R una funzione y-misurabile e non negativa su E definiamo l'integrale

di f rispetto a u tramite

ffdy::sup sdy,
E

SESf E

dove Sy := {s : semplice e misurabile su E tale che 0 < s < f su E}. Tutte le funzio-

ni p-misurabili e non negative hanno il loro integrale ben definito.

3. Infine per f : E — R una funzione y-misurabile defniniamo !'itegrale di f rispetto a

fEfdu:= fEqu—fEf‘du

se almeno uno degli integrali fE f*du e finito e diciamo che f e integrabile in E

u tramite

rispetto a . Inoltre f & detta sommabile in E rispetto a |1 se entrambi gli integrali
fE f*du sono finiti. Denotiamo con L(E, du) lo spazio delle funzioni sommabili in
E rispetto a p.

Osservazione 2.4.1 (Prime proprieta dell'integrale). Come nel caso della misura di
Lebesgue:

a) Monotonia: (v. il Teorema [1.3.1))

b) Annulamento: se f > 0 e u-misurabile su E allora
ffdy =0 = u(E)=0oppure f =0 u-q.0.inE.
E

¢) Linearita: (v. il Teorema|1.3.2)
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d) Caratterizzazione di sommabilita: f € L(E,du) < |f| € L(E,du) dove vale la stima

Ugfd” SfElfldy-

e) Confronto: f,g: E — R u-misurabili t.c. |f| <|gl € L(E,du) = f € L(E,du).

f) Ruolo di insiemi di misura nulla: Se f = g p-q.0. in E con g integrabile rispetto a p in
E allora f e integrabile rispetto a u in E e gli integrali coincidono.

Osservazione 2.4.2. Abbiamo anche tutti gli strumenti per il passaggio del limite sotto

segno di integrale, in particolare:
a) Convergenza monotona: (v. il Teorema
b) Lemma di Fatou: (v. il Teorema|l.4.1)
¢) Convergenza dominata: (v. il Teorema
d) Convergenza uniforme: (v. il Cor.
e) Convergenza limitata: (v. il Cor.
f) Integrazione per serie: (v. il Cor.

g) Integrazione e successioni monotone di insiemi: (v. il Cor.[1.4.3)

Domanda: Esistono formule di riduzione nel caso generale? Cioe esistono generalizza-

zioni dei Teoremi di Fubini-Tonelli?

Risposta: Si, tramite il concetto di prodotto di due spazi di misura. Ci limiteremo a dare i
punti principali della costruzione. Una buona referenza ¢ il libro di Stein e Shakarchi [6].
Siano (Xi, M, tx), k = 1,2 due spazi di misura o-finiti e completi. Vogliamo costruire
una misura p = g X o sul prodotto cartesiano X := X; X Xj.

1. Per ogni rettangolo misurabile, cioe AX B C X1 X X, con A € My, B € My, si definisce
P(A X B) := p1(A) X pa(B)

2. Si definisce la collezione di insiemi elementari
N
EX) = {E cX: E= UEk,N € N, Ex = Ay X By rettangolo mis., E; N Ex =0, j # k}

k=1

Si mostra che &(X) e un’algebra e si definisce

N N
p(E) := Z p(Ex) se E = UEk € &(X).
k=1 k=1

che viene detta premisura sul prodotto X.
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3. Si mostra che esiste un’unica p : M(X) — [0, +oo] misura completa e o-finita dove
M(X) e la o-algebra generata dall’algebra &(X) che prolunga p, cioe

u(E) = p(E), VE € EX).

Infatti, la premisura p viene usata per definire una misura esterna y* su P(X) nel
modo usuale. Poi, u = By Si usa la proprieta di essere o-finito per 1'unicita di

L.

Con la misura prodotto in mano, si procede come nel caso Lebesgue. Per ogni E €
M(X), x; € Xy, si definiscono le sezioni di E

Ey, ={xxeXp: (x1,x2) €E} e E? ={x;€Xy: (x1,x2) € E}.
Si ha, ad esempio, il risultato seguente.
Teorema 2.4.1 (di Fubini). Sia f € L(X; X Xo,d(u1 X up)). Allora
a) Per uz-q.0. x, € Xo : x1 + f(x1,x2) definisce una funzione in L(X1,duy).

b) La funzione definita us-q.o. da xp +— fX] f(x1,x2) duy definisce una funzione in L(X2, duy).

I o= [ ([ o) o

Gli integrali esistono finiti e sono uguali all’integrale

f( f(xl,x2)dl12) du.
X, \Jx,

Esistono anche versioni per E ¢ X misurabile e per f > 0, ovvero il Teorema di Tonelli.

¢) Si ha



Capitolo 3

Misure di Hausdorff ed integrazione

In questo capitolo i nostri obiettivi sono sostanzialmete tre:

1. Introdurre una famiglia di misure esterne su R” con un parametro dimensionale

reale e non negativo.

2. Usare queste misure per assegnare una grandezza non banale (finita ma positiva)
agli insiemi “sottili” (dimensione minore di n) e “non piatti” (non contenuti in un

sottospazio vettoriale di R").

3. Sviluppare un calcolo integrale per queste misure e per funzioni definite su insiemi
sottili e non piatti.

3.1 Misura esterna di Hausdorff

Cominciamo con la costruzione delle misure esterne di Hausdorff dando le definizioni
basilari. Poi passiamo alle prime proprieta e ad una descrizione degli insiemi che risul-
tano essere misurabili. Infine introduciamo il concetto della dimensione di Hausdorff in

preparazione per gli elementi di calcolo e per le applicazioni nei prossimi paragrafi.

3.1.1 Costruzione delle misure

La costruzione si articola in tre passi.

Passo 1: (Misure elementari con un parametro dimensionale) Iniziamo con un approssi-
mazione grezza della misura di tutti gli insiemi che e fatta in modo dimensionalmente
sensibile. L'idea & di trattare gli insiemi come fossero delle bolle in uno spazio di una cer-
ta dimensione. Scegliamo il diametro dell’insieme come un parametro geometricamente

significativo per rappresentarlo.

64
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Definizione 3.1.1. Siano a > 0 e B C IR". Definiamo le quantita elementari

0 B=0
(3.11) pa(B) :={ B e’

dove 1 1
r(B) = Ediam(B) =5 supilx —yl: x,y € B} ilraggiodiB
na/Z

—+00
——— con I(s):= f et dt.
T($+1) 0

doveT elafunzione gamma di Eulero introdottain (1.6.1) epera = n € N, w,, = m,(B1(0))
¢ la misura di Lebesgue della bolla unitaria in R" studiata nell’'Esempio

wa:

Esempio 3.1.1. Sia B = B,(0) C R3. Allora
4
e p3(B) = w3r = ?nﬁ = vol(B) .

2

® p(B) = wor* = ir* = area(C) dove C & un disco qualsiasi formato dall’intersezione

di B con un piano qualsiasi che passa per 1’origine.

e p1(B) = wir = 2r = lunghezza(D) dove D & un segmento qualsiasi formato dall’in-
tersezione di B con una retta qualsiasi che passa per 1’origine.

® po(B) = wor® = 1.

Passo 2: (Misure esterne usando ricoprimenti con insiemi di diametro piccolo) Ora raffi-
niamo "approssimazione tramite una costruzione di una misura esterna. Consideriamo
dei ricoprimenti con al pitt un’infinitd numerabile di insiemi aventi diametro che non
supera una certa quota, formiamo le somme delle misure elementari degli insiemi nel
ricoprimento e prendiamo l’estremo inferiore rispetto a tutti i ricoprimenti ammissibili.

Definizione 3.1.2. Siano 6 > 0e A C R". E detto 6-ricoprimento di A una collezione al piit
numerabile {By}req, K € IN di insiemi tale che
AC U By e diam(By) <6 per ogni k € K.
ke

Definizione 3.1.3. Sianoa > 0e 0 > 0. Per ogni A C IR" e detta misura esterna di Hausdorff
a-dimensionale a livello 6 la quantita

7{0((6)(14) = inf {Z Pa(Bk) : {Bilkex € O-ricoprimento di A, K C ]N} ,
ke

dove le funzioni p, sono definite in (3.1.1), cioe

(3.12) HO(A) = inf{z Wa (@) . {Bilesc @ O-ricoprimento di A, K C ]N} .
keK
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Il fatto che H, f) € una misura esterna sara dimostrato fra breve. Semplici esempi indicano
che la misura H, 0((6) € un’approssimazione per difetto (v. 'Esempio ). Quindi rimane

ancora un passo da fare.

Passo 3: (Ottimizzazione tramite il limite per 6 — 0%)

Osservazione 3.1.1 (Monotonia in 0). Siano 6,6” tali che 0 < &’ < 6. Allora ogni ¢’-
ricoprimento di A € un 6-ricoprimento di A perché

diam(By) < &’ = diam(By) < 0.

Quindi al diminuire 6 ci sono meno ricoprimenti ammissibili per il calcolo dell’estremo
inferiore. Quindi
§ <6 = HOA) <H, D A).

Questa monotonia suggerisce la definizione definitiva che cerchiamo.

Definizione 3.1.4. Sia a >

0. Per ogni A C R" & detta misura esterna di Hausdorff a-
dimensionale la quantita

(3.1.3) Ha(A) = lim HO(A) = sup HO(A),
—07 5>0

dove ‘Ho(f) e definita in (3.1.2).
Riassumendo possiamo dire che la misura esterna H, in R” & definita da

Hy(A) = bli_}rg inf {Z Wy (W) ¢ {Bilkexc € O-ricoprimento di A, K C ]N} .
ke

Prima di iniziare lo studio delle proprieta delle misure, consideriamo un semplice
esempio del calcolo di 7-(15(6) per illustrare la monotonia nominata nell’Osservazione

Esempio 3.1.2. Sia A una curva semplice rettificabile nel piano di lunghezza L < +o e
diametro diam(A) < +oo e tale che A C B con B un disco chiuso con diametro diam(A)
(v. la figura 3 su pagina 15 di [3]). Consideriamo 6 e ¢’ tali che

0 <0 < diam(A) < 6.
Vogliamo stimare le misure Wéé)(A) e Wa(é/)(A) pera=0,1.
e Il caso 6 > diam(A): Il 6-ricoprimento ottimale per ng)(A) & {B} e quindi

HO(A) =1 e HO(A) = diam(A).
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Per a = 0 questo & ovvio, ogni insieme che viene usato aggiunge 1 alla somma in
(3.1.2) e dobbiamo prendere l'estremo inferiore di tali somme. Perché possiamo
usare insiemi con diametro diam(A) nel ricoprimento, prendiamo un ricoprimento
fatto di un insieme solo {B} dove B ha il piti piccolo diametro per cui A C B.
Per @ = 1, se usiamo pil insiemi nel ricoprimento conviene che tutti abbiano
intersezione non nulla con A e che siano il piti possibile due a due disguinti. Ogni
insieme in pilt risulta in un’approssimazione migliore della lunghezza, cioe fa
crescere le somme in , ma vogliamo l'estremo inferiore delle somme.

e Il caso ¢’ < diam(A): Un ¢’-ricoprimento ottimale per ?{a(él)(A) e {Bk}kN: | dove ogni
By € una bolla chiusa di diametro ¢’ con intersezione non nulla con A e B;’ NB =0
per ogni j # k. Quindi

H(A)=N>1 e H(A)=No > diam(A).

Per o = 0 questo € ovvio. Vogliamo minimizzare il numero di insiemi By usati nel
ricoprimento. Per @ = 1, se usiamo insiemi di diametro pit piccolo di 6’ abbiamo
un’approssimazione migliore della lunghezza come nel caso sopra. Quindi per il

ricoprimento conviene prendere una catena finita di bolle chiuse di diametro ¢’.

Osservazione 3.1.2. Riassumendo possiamo dire che 'idea della costruzione di H, f)(A) e
di seguire la geometria locale di A tramite dei 0-ricoprimenti sempre piti fini ed assegnare
una misura dimensionalmente rilevante ad ogni pezzo dell’approssimazione.
3.1.2 Prime proprieta
Cominciamo con il dimostrare che 7—((§6) e H, sono davvero delle misure esterne su R".
Teorema 3.1.1 (Misure esterne). Sianoa > 0e 6 > 0. Allora

(a) 7-{0((6) e una misura esterna su R".

(b) H, ¢ una misura esterna metrica su R".

Dimostrazione. Fatta a lezione (v. la Proposizione 2.1.5 di [3]]). O

Corollario 3.1.1. Per ogni @ > 0, gli insiemi di Borel sono H,-misurabili e H, | Mq(Rr) € una
misura di Borel completa dove M (IR") é la g-algebra degli insiemi misurabili rispetto a H,,.

Dimostrazione. Il risultato € una conseguenza immediata del Teorema (b). O

Teorema 3.1.2 (Regolarita esterna di H,). Sin A C R". Per ogni a > 0 fissato, esiste un
insieme di Borel B tale che
ACB e Hy(A) = HyB).
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Dimostrazione. Lasciata per esercizio (v. il Teorema 2.1.7 di [3]). O

Corollario 3.1.2 (Teorema di struttura). Sia E € M,(R") con H,(E) < +co. Allora esistono
B boreliano e Z con H,(Z) =0 tali che E = B\ Z.

Dimostrazione. Fatta a lezione (v. il Corollario 2.1.8 di [3]). O

Osservazione 3.1.3 (Insiemi di misura nulla). Sapere quando H,(Z) = 0 & importante

per:
i) il teorema di struttura (v. il Teorema(3.1.2);

ii) le proprieta valide H,- quasi ovunque.
Ci sono almeno due metodi per stabilire se H,(Z) = 0.
1. Usare la definizione, sfruttando H"” con 6* opportuno.
2. Sfruttare il concetto della dimensione di Hausdorff.

I primo metodo per mostrare che un insieme ha misura H,, nulla e illustrato dal seguente
risultato.

Teorema 3.1.3 (Criterio per H,(A) = 0). Sian A € R". Se esiste 6* € (0,+o0) tale che
H,)(A) = 0 allora Hy(A) = 0.

Dimostrazione. Separiamo il caso @ = 0 dal caso a > 0.

Caso 1: (@ = 0) Abbiamo A = 0 in questo caso. Per assurdo, se 7'{36*)(14) =0conA#0
allora

. 0

d B

0= inf{z o (%(k)) : {Bilkex € 0*-ricoprimento di A, K C ]N}
keK

ma ogni termine della somma vale 1 e dunque
0 =inf{card(K):  {Bilrex € 0*-ricoprimento di A, K c N} > 1.
Questo & assurdo. Quindi se H,*(A) = 0 per qualche 6" allora A =0 e

H(A)=0= Wo(cé)(A) per ogni 6 > 0.
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Caso 2: (o > 0) Sia ?{é‘s*)(A) =0conA+#0.

e Fissiamo ¢ > 0. Esiste un 6*-ricoprimento {By}xex di A tale che

diam(By) " .
Z Wy (%(k)) <e (0= 7-(a(6 ) (A) che e l'inf su tutti i 0*-risoprimenti)

diam(By)

> ) <& perognikeK

- \1/a
= diam(By) <2 (a)i) :=06(¢) perognikeK

o
= {Bilrex € un d(¢)-ricoprimento di A
= 0<HD) <.

e Facendo tendere ¢ — 0" otteniamo 6(¢) — 0" e 0 < H,(A) < 0.

O

Il secondo metodo per mostrare che un insieme ha misura H, nulla ¢ illustrato dalla
prima affermazione del seguente risultato.

Teorema 3.1.4. Sia A C R"
a) Hy(A) < +00 = Hyi(A) = 0 per ogni t > 0;
b) Ha(A) >0 = Hg(A) = +oo per ogni f € [0, ).

Dimostrazione.

a) WLOG A # 0. Siano 6 > 0,t > 0 e {Bilxex un O-ricoprimento di A, tutti arbitrari.
Usando la definzione di 7-(0((6) abbiamo

5 diam(Bk) axt
K = om0
ke
Wa+t (5)t (diam(Bk))a
< —|z Wy | ——=
Wy \2 I;{ 2
= Casd' Y palBy).

ke

Prendendo I’estremo inferiore su tutti i -ricoprimenti di A abbiamo

7_{(5)

a+t

(A)

IA

ca O HD(A)
< b HL(A)  (HO <H, V6> 0).

A
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Poi facendo tendere 56 — 0* otteniamo
0 < Hart(A) <0,
perche 6! — 0% per 6 — 0% se t > 0.
b) Per assurdo, se esistesse f < a tale che Hp(A) < +oo allora per la parte a) avremmo
Hp+t(A) =0 perognit >0,

econt=a—f>0avremmo H,(A) = 0, ma questo & assurdo.

3.1.3 Dimensione di Hausdorff
I teorema precedente mostra che la seguente definizione di dimensione & naturale.

Definizione 3.1.5. Sia A € R". La dimensione di Hausdorff di A & il numero reale non
negativo

(3.1.4) dimg((A) == inf{s > 0: H,(A) = 0}.

Osservazione 3.1.4. Se 0 < H,(A) < +oo per qualche a > 0 allora a = dimg(A). Infatti
basta combinare la definzione di dimg; con il Teorema([3.1.4] Fra tuttiivalori delle misure
esterne H,(A) possiamo avere al piit un valore non banale (positivo e finito) e se succede
questo, allora s = dimg(A).

Adesso consideriamo qualche esempio per illustrare la definzione.
Esempio 3.1.3. Sia A C R" al piti numerabile. Allora

a) dimy(A) =0

b)
0 a>0
7~{oz(A) =
card(A) a=0
e Sia A = {a} cona € R". Allora la bolla Bs»(a) & un 6-ricoprimento di {a} per ogni
0 > 0. Quindi
(3.1.5) ?{L(f)({a}) < wyd"  perognid > 0.

- Se a > 0 prendiamo il limite per 6 — 0% in (3.1.5) ed otteniamo H,({a}) = 0.
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— Se invece, a = 0, la formula lb ci dice che Wéé)({a}) < 1. Inoltre per ogni
O-ricomprimento {By}rex di {a} abbiamo

Z po(By) = card(K) > 1
ke

= HO(a) =1 ¥56>0
= Hoy({a}) =1 = card({a}).

e Sia A = {ajljej con ] € N e a; # a; per j # k. Allora A & boreliano e quindi &
‘H,-misurabile per ogni @ > 0. Quindi

0 a>0
H, aif|= ) Hallaj}) =
Q[U{ ]}] Z allaj)) { card(A) a=0
i€l Jel

Osservazione 3.1.5. L'esempio anche mostra che H € la misura esterna del conteggio.

Esempio 3.1.4. Sia I' = y(I) il sostegno di una curva rettificabile y : I — R" doveI C R e
un intervallo. Allora
Ho([) =0 perognia>1.
e Da Analisi 3 sappiamo che la lunghezza I(I') € ben definita e soddisfa 0 < I(I') < +co.

e Fissato 6 > 0, ricopriamo I' con bolle chiuse Bs2(py) := B centrate in py € T tali che
B} mB]‘? =0Qperk+j.

e Possiamo ricoprire I' usando un numero di palle pari a [%] +1 := N(6). Stimando
Wéé)(A) dall’alto con questo o-ricoprimento otteniamo

N(®)

N(©) . a N
() dlam(BK) _ (é)
7—(04 (A) = Zwa( —2 —Zwa 7
i=1 i=1
ON*(IL _
wa(i) ([5] 1) < C1o% 1+ Gy,
Faccendo tendere 6 — 0% ottenaimo 0 < H,(A) < 0.

A

Osservazione 3.1.6. In realta vedremo che dimg/(I') = 1 e che ci sono delle formule
integrali per calcolare H;(I').

Esempio 3.1.5. Se A C R" allora H,(A) = 0 per ogni a > n. In particolare dimg(R") < n.

e Prendiamo Q C R" il cubo compatto di lato 1. Decomponiamo Q in k" cubi di lato
,l( e diametro % Questa collezione di cubi e un é-ricoprimento di Q con 6 = Vn/k
e quindi

(Vi/K) - Vi)' g 1
0<H, (Q)sZa)a | =wnizs -0,
i=1

perk — +oose @ —n > 0. Quindi H,(Q) =0sea > n.
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e Scriviamo R"” = U;;'i Qx dove Qx sono cubi compatti con centro in un punto con
coordinate razionali, ad esempio. Lo stesso argomento usato in precedenza mostra
che H,(Qx) = 0 per ogni k. Per subadditivita abbiamo

0 < Ha(R") < ) Hal(Q) = 0.
n=1

Osservazione 3.1.7. In realta dim¢;(IR") = n. Inoltre vedremo che:
a) H, = m;, (la misura esterna di Lebesgue) in R";
b) H,, e invariante per traslazioni, rotazioni ed altre isometrie di R";

¢) si puo calcolare dimg, di insiemi geometrici come curve, grafici di funzioni ed insiemi
di livello sfruttando delle ipotesi opportune di regolarita degli insiemi.

3.2 Confronto fra H, e m; in R"

In questo paragrafo dimostriamo che le misure n-dimensionali di Hausdorff e Lebesgue

sono uguali in R".
Teorema 3.2.1. Sia A C R". Allora H,(A) = m},(A).
Prima di iniziare la dimostrazione facciamo qualche osservazione per orientarci.

1. Ovviamente basta mostrare le due disuguaglianze:

(3.2.1) Hy(A) <m'(A) YACR"

(3.2.2) m'(A) < Ha(A) Y ACR™

2. Non é difficile mostrare le disuguaglianze piu deboli:

(3.2.3) Hiy(A) < wn (g) m(A) ¥ ACR"
(3.2.4) m'(A) < 2"H,(A) Y ACR"

In un’esercitazione precedente, abbiamo gia visto una versione di (3.2.4) per n = 2.

3. Per migliorare le stime grezze useremo due strumenti potenti, ovvero
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o il lemma di ricoprimento di Besocovitch per migliorare la stima (3.2.3));

o la disuguaglianza isodimetrica per migliorare la stima (3.2.4)

Dimostrazione.
Passo 1: Ottenere la stima (3.2.3)

1. WLOG m;},(A) < +oo.

2. Usando mj,(A) < +oo e 'equivalenza del Lemma per ogni ¢ > 0 esiste un
ricoprimento di Lebesgue {Qy}xex di cubi compatti tale che

(3.2.5) Ac U Qr e miy(A)+e> Z 1,(Qp).

keK ke

Per ogni 6 > 0 fissato, facendo un numero al pitt numerabile di suddivisioni dei Q

possiamo assumere che
(3.2.6) diam(Qy) < 0.

Combinando (3.2.5) e (3.2.6) abbiamo che {Qx}xex € un 6-ricoprimento di A e quindi

HOW < Yo TR <o, (L] T i

keK keK
\Vn

< wy (T)” [m,(A) + €]
3. Per I'arbitrarieta di ¢ > 0 si ha
HY (A) < o, (%) m;(A).
Facendo tendere 6 — 07 otteniamo
H.(A) = 61i_)r(r)1+ 7—{125)(14) < wy (%)“ m; (A).

Passo 2: Notare che m;,(A) =0 = H,(A) =0.
Infatti quest’affermazione segue immediatamente da (3.2.3).

Passo 3: Dimostrare la disuguaglianza (3.2.1).
1. WLOG m;},(A) < +oo.

2. Ricordiamo che m;, & regolare nel senso che per ogni A con m;,(A) < +oco dato € > 0
esiste () aperto tale che

ACQ e my(Q) < mi(A) + e < +oo.
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3. Ora enunciamo il risultato necessario per completare la stima.

Lemma 3.2.1 (di ricoprimento di Besocovitch). Sia ) aperto con m,(Q)) < +oco. Allora

per ogni & > 0 esistono

{ Z taleche m;(Z)=0

{Brlkexc  bolle aperte due a due disgiunte con diam(By) < 6

tali che
Q=

U Bk] UZ
kelN

Dimostrazione. Facoltativo (v. il Teorema A.1 del paragrafo 5.6 di [L1]).

4. Stimando otteniamo

HON) < HO©Q)

< Y HOB) +HD (@)
keIN

<

2

kelN

< Zmn(Bk)
kelN

= mn

U BkJ = mn(Q\ 2)

keIN

= mu(Q) \ my(Z) = m,(Q)

< my(A)+¢

(monotonia)

(subadditivita)

Z Wy (M) + H,(Z) (definizioni di 7{]55) e H,)

(Passo 2, By € una bolla)

(additivita)

(definizione di Q)

ma ¢ & arbitrario. Quindi abbiamo 7-{,26)(/1) < mj,(A) e facendo tendere 6 — 0*

otteniamo
H,(A) < my(A).

Passo 4: Dimostrare la disuguaglianza (3.2.2).

1. WLOG H,,(A) < +co.
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2. Siano 6 > 0 arbitrario e {Ai}rex un é-ricoprimento arbitrario di A. Per la subaddi-
tivita abbiamo

(3.2.7) n(A) < ) (A,
keK

Osservazione 3.2.1. Stimando in modo elementare otteniamo la stima debole
(3.2.4). Anche se non e necessario per la dimostrazione, indichiamo come si fa.
Abbiamo

(3.2.8) A C Bgiam(ay)(px) per ogni py € Ay,

ma in generale

(3.2.9) Ar € Bua,)(pr) per qualche py € Ay.

Infatti, basta pensare a Ay = B,(0) \ B¢(0) con 0 < ¢ < r. Usando (3.2.8) otteniamo

my(A) <) muBaiamag () = ) @n(diam(Ap)"

ke keK

2"Za)n (%) .

ke

Prendendo I’estremo interiore rispetto a tutti i 6-ricoprimenti di A otteniamo
. npy(©)
my(A) < 2"H,7(A),
e poi otteniamo la stima debole (3.2.4) facendo tendere 6 — 0*.
Pero vogliamo la stima forte (3.2.2).

3. Enunciamo il risultato che ci servira per la stima forte.

Lemma 3.2.2 (disuguaglianza isodiametrica). Sia A C R". Allora
(3.2.10) my(A) < wy
con uguaglianza se A = B,(xq) una bolla.

Dimostrazione. Non lo dimostriamo, ma notiamo che una dimostrazione possibile
sfrutta la simmetrizzazione di Steiner, v. ad esempio il libro [EG]. Notiamo inoltre che
la disuguaglianza vale nonostante 1’osservazione nella formula (3.2.9). |
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Usando il Lemma [3.2.10|e la formula (3.2.7) abbiamo

(diam(A) )

m(A) < ) wy —

Come al solito, prendendo l'estremo inferiore rispetto ai 6-ricoprimenti di A otte-
niamo
* 0
mi,(A) < HY(A),

e poi facendo tendere 6 — 0* otteniamo

1y (A) < Hu(A).

O

Concludiamo questo paragrafo notando che l'uguaglianza fra le misure esterne di Hau-
sdorff e Lebesgue n-dimensionale sara usata frequentamente nel seguito. In particolare,
per la misurabilita di insiemi, la misurabilita di funzioni e l'integrabilita di funzioni

rispetto a H,, in IR” valgono le stesse affermazioni fatte nel caso della misura di Lebesgue.

3.3 Misura di Hausdorff e mappe lipschitziane

Obiettivo: Stimare H,(f(A)) se f : A CR? — IR" & una funzione lipschitziana per poi:
1. trovare delle invarianze di ‘H,;
2. trattare il calcolo integrale di H,,.

Iniziamo richiamando il concetto di una funzione lipschitziana.

Definizione 3.3.1. Una funzione f : A C R’ — R" e detta lipschitziana in A se esiste una
costante L > 0 tale che

(33.1) f0) — FI <Lix—yl YxyeA.

L ¢ detta costante di Lipschitz per f e scriviamo f € Lip(A, R").

Il risultato principale di questo paragrafo ¢ il seguente teorema.

Teorema 3.3.1. Se f : A CIRP — IR” ¢ lipschitziana in A con costante di Lipschitz L allora
(3.3.2) Hao(f(A)) < L"Ho(A) Ya=0.

Dimostrazione. Fatta a lezione (v. il Teorema 2.3.6 di [3]]). O
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Una classe di mappe lipschitziane particolarmente importante ¢ quella delle isometrie.
Saranno queste mappe che forniscono delle invarianze per le misure di Hausdorff.

Definizione 3.3.2. UnamappaF : R" — R" & detta isometria se lascia invariata la distanza
euclidea, ovvero

[F(x) = F(y)l = Ix = yl.
Ricordiamo qualche proprieta nota dai corsi di Geometria senza dimostrazione.
Proposizione 3.3.1. Sia F : R" — R" un’isometria. Allora
a) F e biettiva, quindi invertibile.
b) La sua funzione inversa F~' ¢ anche un’isometria.
¢) Le funzioni F,F~1 sono lipschitziane con costante di Lipschitz L = 1.

Corollario 3.3.1. Sia F : R" — R" un’isometria. Allora
Hy(F(A)) = Hy(A) Ya>0,YACRY

Dimostrazione. Le mappe F, F~! soddisfano la stima (3.3.2) con costante di Lipschitz L = 1.
Quindi
Ha((F(A)) < Ha(A) = H(FH(F(A)) < Ha(F(A)).

Corollario 3.3.2 (Isometrie affini). Sono isometrie di R" le mappe:
a) le traslazioni definite da F(x) = t,(x) = x + a con a € R" fisso;

b) le trasformazioni ortogonali definite da F(x) = Tx con T : R" — IR" lineare tale che
T'T = TT' = 1, dove abbiamo usato lo stesso simbolo T per la mappa e la sua matrice
rispetto alla base canonica di R".

In particolare, tutte le misure di Hausdorff sono invarianti rispetto alle traslazioni e alle trasfor-
mazioni ortogonali.

Dimostrazione. Le affermazioni a) e b) sono note dai corsi di Geometria. Quindi basta
applicare il Corollario per ottenere le invarianze. O

Corollario 3.3.3. Siano A > 0e 6, : R" — R" la dilatazione di ampiezza A definita da
Or(x) = Ax. Allora
Ha(01(A)) = AHW(A) Ya>0,VACR"
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Dimostrazione. Abbiamo [0, (x) — 6A(y)| = IA(x — y)| = Alx — y|. Quindi 6, & lipschitziana
con costante di Lipschitz L = A. Inoltre

)=z © M=z o x=A"l
e x=0,4(2),
ovvero 6}1 = 0,-1. Quindi per ogni a > 0 e per ogni A C IR" abbiamo
Ha(04(A)) < ATHo(A) = A%Ho (81 © 54((A)))
< ATATHL(64(A) = Ha(02(A)).

Osservazione 3.3.1. Altre mappe lipschitziane sono:
a) T : R" — IR" lineare qualsiasi. La sua costante di Lipschitz & L = ||T]| dove

|Tx| |Tx|
[IT]| := sup — = —.
w0 Xl =1 |

b) f € CHQ, R") con Q aperto convesso tale che

(3.3.3) sup ||/l < +oo.
xeQ

Infatti basta applicare il teorema di Lagrange per vedere che la quantita in (3.3.3) e
una costante di Lipschitz per f.

c) Per ogni x € () abbiamo una stima come (3.3.3) in un intorno convesso di x. Quindi
possiamo dire che f € C}(Q, R") & sempre localmente Lipschitz.

3.4 Calcolo integrale della misura di Hausdorff
Obiettivo: Fornire delle formule per calcolare H,(E) con E C R” tramite integrali di
Lebesgue. I passi saranno due.

1. Trattare degli insiemi detti piatti ovvero contenuti in qualche sottospazio lineare.
Per questo sfrutteremo

a) l'uguaglianza H, = m; in R? perognip =1,...,n;

b) le invarianze di H, rispetto alle traslazioni e trasformazioni ortogonali;
2. Trattare degli insiemi non necessariamente piatti. Per questo sfrutteremo

c) delle parametrizzazioni che “appiattiscono” I'insieme E e forniscono almeno delle
espressioni locali;

d) un processo di globalizzazione attraverso il concetto di una partizione dell’ unita.
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3.4.1 1l caso di insiemi piatti

Come primo risultato, enunciamo una semplice conseguenza della equivalenza di H,, e

*

ny,.

Teorema 3.4.1. Sia E C R" un insieme H,,-misurabile. Allora

WH(E):Ldmnzﬁdﬂn.

Dimostrazione. Abbiamo H,,(E) = m,(E) se E & H,-misurabile perché H,(A) = m;,(A) per
ogni A C R". m|

Notiamo che questo risultato ci dice qualcosa di non banale per E con dimg,(E) = n. Per

insiemi con dimensione minore di 7, ci servira la seguente definizione.

N

Definizione 3.4.1. Siap € N con 1 < p < n. Un insieme A C R" & detto p-piatto se
A e contenuto in uno sottospazio vettoriale di dimensione p, cioe se esiste una mappa
T :R? — R" lineare tale che A C T(IRP).

Notiamo che dim¢,(A) < p. Posto B = T"1(A) = {u € R : Tu € A} affermiamo che
Hp(A) ~ m,(B)
dove il fattore di proporzionalita ¢ determinato da T.

Teorema 3.4.2. Sia T : RP — R" lineare ed iniettiva con 1 < p < n. Sia B C RP un insieme
my,-misurabile. Allora

(341) HT @) = @) = [ Jrm,
dove

(3.4.2) Jr = /det(T'T),

il determinante jacobiano di T.
Prima della dimostrazione facciamo alcune osservazoni.

Osservazione 3.4.1. (Il ruolo di iniettivita) Se T fosse non iniettiva, allora il nucleo di
T avrebbe dimensione k > 1 e T(IRP) sarebbe uno spazio vettoriale di dimensione p — k.
Quindi, la misura naturale da considerare sarebbe 7’(p_k. D’altre parte, la formula (3.4.1)

continuerebbe a valere, ma in modo banale.
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Osservazione 3.4.2. (Cambiamento di misura per mappe lineari)

a) Nel caso p = n sappiamo che H,,(T(B)) = m,(T(B)). Quindi il risultato & la formula
di cambiamento di misura per diffeomorfismi lineari. Infatti in tal caso Tt e T sono

matrici n X n e abbiamo

Jr = \/det(T*'T) = |det(T)|,
come nel Teorema

b) In tutti i casi sappiamo che la m,-misurabilita di B C IR” & equivalente alla H,-
misurabilita di B e che H,,(B) = m,(B). Quindi possiamo anche scrivere la formula
(3.4.1) come una formula di cambiamento della misura H, per diffeomorfismi
lineari

H,(T(B)) = JrH,(B) per ogni B C IR? H,-misurabile,

oppure come una formula di cambiameto di variabili per la funzione costante f =1

f d?-(p:f]Tdﬂ-(p.
T(B) B

Dimostrazione. (del Teorema [3.4.2)
1. Prendiamo V : R" — R" una trasformazione ortogonale tale che
V(T(B)) c R x {0}, 0eR"™.

La composizione V o T : R — R" = R” X R prende la forma

VoT= Ro dove Rp € una mat.rice pXp ,
0 0 & una matrice (n —p) X p

ovvero V o T(B) = Ro(B) x {0}.

2. Essendo V una trasformazione ortogonale abbiamo

H,(T(B)) H,(V(T(B)))
Hy(Ro(B) X {0}) (misura esterna H, su R")

H,(Ro(B)) (misura esterna H, su IR?),

dove nell'ultima riga abbiamo usato I'Osservazione 2.1.4 di [3]. Il punto & che per
un generico insieme By C R" si ha

diamp»(By) > diampy (By)
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dove
By ={x € RV : (% y) € By perqualche y € R"7}.

Quindji, dato che la misura esterna W;é)(RQ(B) x {0}) e I'estremo inferiore (rispetto
a tutti i 6 ricoprimenti) delle somme

diamp»(By) Y
Y[t

keK

conviene usare 0-ricoprimenti formati di insiemi della forma
B = Bk x {0}.
Ora usiamo il fatto che Ro(B) & m,, H),-misurabile in IR? per ottenere

H,(T(B)) H,(Ro(B)) (misura esterna H, su IRP)

my(Ro(B))
|detRo| m,(B) (CdM per diffeomorfismi lineari).

Infine

(detRy)?

det(Rf)Ro) = det([V o TI'[V o T])
det(T*V'VT) = det(T'T),

e quindi H,(T(B)) = +/det(T*T)m,(B).
o
Osservazione 3.4.3. Nel paragrafo 2.4 di [3]] si trovano degli strumenti utili per il calcolo
del determinante jacobiano Jr di una mappa lineare T : R — R" con1 <p < n.
3.4.2 1l caso di insiemi non necessariamente piatti

Iniziamo con la definzione di una classe di insiemi non necessariamente piatti con una

buona parametrizzazione locale.

Definizione 3.4.2. Sianop,k € Ncon1l <p <nek > 1. Uninsieme A C R" & detto

p-parametrizzabile di classe C* se esistono
i) ¢ : U CR? — R" iniettiva di classe C* con U aperto;
ii) B C U tale che ¢(B) C A.

In tal caso poniamo M := ¢(U).
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Osservazione 3.4.4. Il caso k = 1 e critico, cioe ci servira almeno regolarita CL. Inoltre ci
siamo interessati soprattutto nei casi p < n e ¢ non lineare, ovvero ci interessano degli
insiemi non piatti e sottili in R".

Definizione 3.4.3. Sia ¢ € CK(U,IR") iniettiva con U C IR” aperto e k > 1. 1l determinante
jacobiano di ¢ nel punto u € U & il numero non negativo

(3.43) o) = Jdet (LT, 17,1
dove
duq duy
(3.44) Tpwy=| :
ouq duy

e la matrice jabobiana di ¢.

Notiamo che J, € CH1(U, R™) e che Jo € CY (U, R) se Jo # 0 in U. In ogni caso
Jo € C°(U, R).

Esempio 3.4.1 (Caso lineare). Sia ¢ = T : R¥ — R" lineare. Allora J, = T e abbiamo
Jo = det (T'T),

come nel Teorema Quindi in questo caso

WP(A):L]@de

se A = ¢(B) con B un insieme m,-misurabile.

Teorema 3.4.3. Sia ¢ € C}(U,R") iniettiva con U C RP aperto. Per ogni B C U tale che B ¢
my-misurabile (o equivalentemente Hy,-misurabile)

(a) p(B) e Hy-misurabile in R".

(b) Vale la formula integrale
(3.4.5) Hy(p(B)) = f](p(u) du  du =dmy, = dH,.
B

Prima della dimostrazione facciamo qualche confronto con quello che abbiamo visto fino
ad ora.

Osservazione 3.4.5. (Sulla formula integrale)



3.4 Calcolo integrale della misura di Hausdorff 83

a) Nel caso ¢ = T lineare, il Teorema riduce al Teorema

b) Quando p = n la formula (3.4.5) pu0 essere scritta nella forma

ma((B)) = fB T 1) iy,

ovvero la formula di cambiamento di misura per la misura di Lebesgue in R". Pero
con una differenza tecnica. Per il vecchio risultato (Teorema abbiamo fatto
l'ipotesi che ¢ sia un diffeomorfismo. Qui stiamo assumendo solo che ¢ € C! e
@ iniettiva. Queste sono condizioni necessarie ma non garantiscono che ¢ sia un

diffeomorfismo. Quindi abbiamo qualche lavoro da fare anche nel caso p = n.

c) In tutti i casi, dato che H,, = m, sugli insiemi misurabili in IR” possiamo leggere la
formula (3.4.5) come una formula di cambiamento di misura di Hausdorff H, per
mappe C! ed iniettive, ovvero

H,(p(B)) = fB Jp dH,

oppure come una formula di cambiameto di variabili per la funzione costante f = 1

[ oy~ [ar,
¢(B) B

Lo schema della dimostrazione ¢ il seguente.
1. Mostrare le parte (a) e (b) nel caso n,(B) = 0.
2. Mostrare le parte (a) e (b) nel caso J, # 0 su U.

3. Mostrare che l'insieme dei valori singolari di ¢, ovvero {¢(u) : |, = 0} ha misura H,
nulla in R” (il Lemma di Sard).

4. Mostrare le parti (a) e (b) nel caso generale.

Dimostrazione.
Passo 1: (Trattare il caso m;,(B) = 0).

Lemma 3.4.1. Per ogni ¢ € C'(U,R") si ha
m,(B)=0 in R" = Hy(p(B)) =0 in R".

Dimostrazione. Sia {Qk}rex un ricoprimento di Lebesgue di B con cubi compatti. Allora

B = U(B N Q) e per la subadditivita otteniamo
ke

Hy(p(B)) < ) Hy(p(B N Q).

keK
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Ora ¢ € C{UR") = ¢ € Lip(B N Q4 R") e otteniamo

Hy(p(B))

IA

P
Y [Sup mu] Hy(B N Q)
kek \ Qk

4
Y [sup mu] i (BNQY =0 (m)(BNQy) < my(B) = 0).
ke \ Qk

O

Notiamo che se B ha misura nulla abbiamo mostrato che vale il Teorema per ogni
@ € C{(U, R) non necessariamente iniettiva.

Passo2: (Trattare il caso ], # 0 su U) Ci servira il seguente risultato tecnico.

Lemma 3.4.2. Siano ¢ € C'(U,R") iniettiva e ug € U tali che Jo(uo) # 0. Allora

Hp(9(Q)

Ql)r{rb}o} mp(Q) :](p(uO)'

Dimostrazione. Consultare il Lemma 2.6.8 di [3] per i dettagli. II punto chiave e che
T := de(up) risulta iniettiva e quindi il risultato segue dal Teorema Notiamo inoltre
che la conclusione del lemma & una condizione necessaria per il teorema. Infatti, da

Hy(9(Q)) = f Jodmy, per ogni Q tale che x € Q
Q

abbiamo o)
p\@ 1 . .
mp(Q) - 1my(Q) L](P dmy — Jo(uo) per Q — {uo}

perche ], e continua. ]

Adesso abbiamo quello che ci serve per completare il Passo 2.

Lemma 3.4.3. Sia ¢ € C(U,R") con U C R aperto tale che ], # 0 per ogni u € U. Allora
valgono le affermazioni (a) e (b) del Teorema [3.4.3]

Dimostrazione. Dobbiamo mostrare che per ogni B C U se B & my-misurabile allora ¢(B)
¢ Hy-misurabile e vale la formula integrale (3.4.5).

1. Consideriamo il caso B = Q un cubo compatto. Essendo ¢ continua l'insieme ¢(Q)
& compatto e quindi H,-misurabile. Mostriamo la formula (3.4.5) per assurdo. Se
Hy(p(Q)) # fQ J dmy, allora esiste a # 1 tale che

Hy(p(Q) = a fQ Ty dimy.
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Supponiamo che @ > 1 (il caso a < 1 & analogo). Tramite il metodo di bisezio-
ne di cubi, usato nella dimostrazione del Lemma possiamo costruire una
successione {QkJren di cubi compatti tale che

Qx \\ {uo} per qualche ug € U

e
H(p(Q)) > a fQ Ty diny.
Quindi
HeQ) 1
d
Q0 = (@) Jg, 1P
e

i Fr(@(Q0)
k—+00 mp(Qk)

in contraddizione con il Lemma

2 0‘](()(”0) > ](p(uo)/

2. Usando il fatto che #, & una misura boreliana e regolare, possiamo ridurre il caso

generale di B misurabile a quello dei cubi compatti nel modo seguente.

e Per ogni B = V aperto esiste una collezione di cubi compatti {Qy}ken tale che
V=Uken Qe QNQ7 =0perk#j.

e Perogni B = K compatto esiste una collezione di aperti {V;} e tale che V; ~\, K
per j — +oo.

e Per ogni Bmisurabile esistono una collezione di compatti {K;};eny ed un insieme
Z di misura nulla tali che B = (U;en Ki) U Z.
(v.il Lemma 2.6.9 di [3] per ulteriori dettagli)

O

Passo 3: (Studiare i valori singolari) Il punto cruciale e di controllare la misura dei valori
singolari. Il seguente risultato ¢ fondamentale anche per la topologia differenziale.

Lemma 3.4.4 (di Sard). Sia ¢ € CH(U,R") con U C R aperto. L'insieme dei valori singolari,
ovvero

9Sp) = ({uel: J,=0})cR"
soddisfa H,(p(Sy)) = 0.
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Dimostrazione. Abbiamo solo discusso il risultato brevemente a lezione, quindi la dimo-
strazione ¢ facoltativa. Pero vogliamo notare che la dimostrazione sfrutta un’applicazio-
ne del caso regolare (Lemma [3.4.3) alla mappa regolare

Y:UCR - R"XR
definita da
P(u) = (p(u), eu),
con ¢ > 0. Si puod consultare il Lemma 2.6.10 di [3] per i dettagli. O

Passo 4: (Trattare il caso generale) Sia B C U C IR” tale che B & my-misurabile.

1. L'insieme S, = ](;1(0) e chiuso e quindi misurabile perche ], & continua. Quindi
lI'insieme B \ S, & misurabile. Per il Lemma abbiamo

@(B\ Sy) & H, misurabile in R"

Hy(B\ Syp) = f Jp dmy,.
B\S,
2. Hy(¢(Sy)) = 0 per il Lemma di Sard. Quindi

®(B) = (B \ Sp) U ¢(Sy) & H, misurabile in R"

H(p(B) = Hy(@(B\ S,)) = fB Jpdm, = fB T dmy,
perche J, = 0su S,,.
a

Concludiamo questo paragrafo con qualche esempio. Altri saranno presentati nelle
esercitazioni.

Esempio 3.4.2 (Il grafico di una funzione di classe C!). Sia ¢ : U € R"! - R una
funzione di classe C'.

e Definiamo una parametrizzazione ¢ : U € R"! - R" da
p(u) = (u, g(u).

E evidente che ¢ risulta iniettiva ed & C'.
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e La sua matrice jacobiana &

I

dove I e I'identita (n — 1) X (n — 1). Quindi

Jp = \/det(j;j(p) _ \/1 T VP

e

3.4.6 H,,_1(grafico :f 1+|VelPdu (du =dm,_q = dH,_1).
(3.4.6) 1(g () ., \ g ( 1 1)

Esempio 3.4.3. Calcolare 'area (H>(M)) del paraboloide M = {(x,y,z) € R®: x2 + * <
1,z=x>+1?

e Meil grafico della funzione g definita da g(x, y) = x*+y? per (x, y) € U = By(0) C R>.
La funzione g e di classe C*.

e Per I'esempio precedente, M & H,-misurabile e abbiamo

f \J1+ Vgl dxdy = f A1+ 402 + y2) dxdy
B1(0) B1(0)
1 T
f (f A1+ 4p2pd9)dp = 27'(l 1+ 4p2)3/2|1
0 — 12 0

Tt
= 2(67-1)

Hao(M)

3.5 Integrazione su insiemi parametrizzabili e varieta

Obiettivo: Dare senso a j;wfdﬂp per M c R" con dimg/(M) =p e {l,...,n—1}.

Nel caso degli insiemi p-parametrizzabili abbiamo gia tutto quello che ci serve per dare
una buona risposta. Inoltre questa risposta sara il modello locale per una risposta pitt
completa per le varieta.

3.5.1 Integrazione su insiemi p-parametrizzabili

Teorema 3.5.1. Sia M = ¢(U) con ¢ : U € R? — R" di classe C' ed iniettiva. Sia f : M C
R" — R. Allora

a) f e Hy-misurabile su M & (f o @)], e my-misurabile su U C RP o equivalentemente
H,-misurabile su U C RP.
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b) f e Hy-integrabile su M & (f o )], e my-integrabile su U C IRP o equivalentemente
H,-integrabile su U C RP.
In tal caso

(3.5.1) f]\:lfdﬂp = Lf((p(u))]@(u)du (du = dmy, = dH,,).

Usando du = dH,, possiamo leggere la formula (3.5.1) come una formula di cambiamento
di variabili per I'integrale rispetto a H,,.

Dimostrazione. La dimostrazione & facoltativa (v. il Teorema 2.8.1 di [3]). Perd notiamo
che:

e la formula (3.5.1) viene dimostrata usando il Teorema in modo analogo a
quello che abbiamo fatto per mostrare che (CdM) = (CdM) nel caso della misura
di Lebesgue su R".

e Essendo J, = 0 su S, serve il fatto che P I(M) \ Sy € my-misurabile in RP (v. la
Proposizione A.1 del paragrafo 2.6 di [3]).

O

Esempio 3.5.1. Calcolare fodﬂz se M = {(x,y,2) € R3 . 22+ y2 <1lz=x*+ yz}
e f(x,y,z) = xz. Come abbiamo gia visto M = ¢(U) con U = B1(0) C R? e ¢(x,y) =
(x,v,8(x,y)) con (x,y) € Ue g(x,y) = x> + y* . Inoltre f & continua su M un insieme
‘H,-misurabile e quindi usando (3.5.1) otteniamo

ffdﬂp = f oy, 8(x, ) 1 + Vgl dxdy
M B1(0)
f x(¢® + y?) A1+ 4(x2 + y2) dxdy
B1(0)
1 T
cos 04/1+4p%pd )d@:o.
L (f:np v pepap

3.5.2 Integrazione su varieta compatte

Sianop,n,k€ Nconk>1el<p<n-1.

Definizione 3.5.1. Un insieme non vuoto M C R" & detta p-varieta di classe C* se per ogni
Xp € M esistono un intorno aperto Wy di xgp ed una mappa @ € CK(Wp, R"P) tali che

(VI)MN Wy ={xeWp: ®(x) =0inR"P} (n - p equazioni in n variabili)

(V2) rango (Jo(x0)) =n—p (Jo harango massimale)
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Osservazione 3.5.1. Ogni p-varieta di classe C* risulta localmente p-parametrizzabile di
classe C. Infatti

e Lacondizione (V1) dice che M ¢ definito locamente tramite un sistema di equazioni

(3.5.2) O(x1,...,x) = (0,...,0) € R"P.

e Poi, usando la condizione (V2) ed applicando il teorema di Dini, in qualche
intorno di xg possiamo risolvere il sistema per una collezione di varia-
bili v = (vy,...,0,-p) in funzione delle altre u = (uy,...,uy) dove vy = x; per
k=1,...,n—p. Pitt precisamente esistono

intorni U C IRP di ug, V € R"P di vy
¢g:U—V diclasse Ct

tali che rispetto a queste nuove coordinate (1, v) su IR"” abbiamo xg rappresentato
da (ug,v9) € RP X R" P e

MNUXV)={(u,gu) e RF xXR"F: uel}

Denotiamo con W := U X V 'intorno di xp in cui abbiamo questa rappresentazione
locale di M come il grafico della funzione g.

e Quindi M & localmente p-parametrizzabile usando ¢ € CK(U,IR") definita nel modo
solito

@) = (u,g(u)) perogniuec U

e abbiamo un’espressione locale per 'integrale di f su M N W
(3.5.3) fdH, = f flew)]pw)du (du = dm, = dH,).
MnW u

Osservazione 3.5.2. Quindi per una p-varieta possiamo integrare localmente (su M NW)
ogni f > 0 che & H,-misurabile su M. Inoltre possiamo dire che f ¢ localmente sommabile
su M rispetto alla misura H, se per ogni intorno locale M N W gli integrali

frdH, e f fdH,
MW MnW

sono finiti e poniamo

f FdH, ::f £ dH, - FdH,.
MNW MNW MNW
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Domanda: Come possiamo “globalizzare” questa costruzione locale per ottenere un
integrale su tutto M?

Risposta: Avvalendoci dell’esistenza di una partizione dell’'unita che ci consentira di
“incollare” delle espressioni locali per gli integrali.

Lemma 3.5.1 (Esistenza di una partizione dell’'unita continua). Sia M una p-varieta
compatta di classe C* in R" con k > 1. Allora esistono un numero finito di

parametrizzazioni locali ; : U; C RP — M di classe C*
funzioni continue G; : M — [0,1] C R

tali che
N
o oW = m;
i=1
b) Ci(x) = 0se x € M\ (U;), ovvero supp((;) € o(U;) perognii=1,...,N;

N
c) ) Ci(x) =1 perognix e M.
i=1

Dimostrazione. Prima di iniziare, notiamo che la compatezza sara usata per avere solo

un numero finito di pezzi.

1. Per ogni x € M esistono

una bolla B, (x) € R" di raggio
una parametrizzazione locale ¢, : U, C R? — M di classe ck

tali che g, (Uy) = M N B, (x).

2. Essendo M compatta possiamo estrarre dal ricoprimento aperto {B;, j2(x)}xem di M
un sottoricoprimento finito {B,, /z(xi)}f.\i 1

3. Perognii=1,...,N esiste una funzione o; : M — [0, 1] C R continua tale che

1 xeMNB,jpxi):=F
oi(x) =
0 x €M\ By,3(x):=E;

. Infatti basta definirdl

A E)
) = F B + e Ey
e Ogni 0; ¢ continua perché la funzione d(-, A) & continua per ogni A C R" e
d(x, E;) + d(x,F;) > 0 per ogni x € M.

IRicordiamo che d(x, A) & la distanza euclidea da x ad A.
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e Abbiamo 0 < 0;(x) <1 per ogni x € M perché 0 < d(x, E;) < d(x, E;) + d(x, F;).

e Eevidente ches;=0suE;eo; =1suF;.

N
4. Poniamo (i(x) := % dove o(x) := Z oi(x). Notiamo che o(x) > 1 perché ogni
i=1

o; > 0 ed ogni x € M appartiene a qualche F;. Quindi (; & ben definita. Inoltre

e (;econtinuaperognii=1,...,N;

e 0<(<lperognii=1,...,N;

O

Osservazione 3.5.3. Siano M una p-varieta compatta di classe Ckconk>1ed f : M — R
una funzione H, misurabile e non negativa. Allora esiste 'integrale di f su M rispetto
alla misura H, ed & calcolabile tramite la formula

N
(35.4) [ sar, =Y, [ @ropdtntdn = dn, = ir,)
i=1 i

dove {(¢;, lli)}f\i , © un sistema di parameterizzazioni locali di M con M = Uﬁl ei(U;)
e {Ci}ﬁ , una partizione dell'unita continua subordinata a {Ui}f;’ .- Infatti usando la

partizione dell’unita e I’additivita dell’integrale otteniamo
N

[ Ree)e

=1

i f dH,

N
;chifdﬂp

Poi usando (supp(C;) € ¢(U;)) ed il Teorema otteniamo

N
Y f Cif dH,
i—1 YMne(U;)

Jy fAH,

N
; Li (le ° (Pi) ](p,'(u) du

In particolare, il valore dell’integrale & independente dalle scelte delle parametrizzazioni
locali e della partizione dell’unita.
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Concludiamo questo paragrafo con qualche esempio e qualche osservazione sulle p-

varieta.
Esempio 3.5.2 (Il grafico di una funzione). Sia

g:UCR" - R diclasse Cr
Xy g(ﬁn)
dove X, := (x1,...,x,-1). Allora il grafico di g
M= {x= &y, x,) e R": x, = g(X), %y €U},

& una (n—1)-varieta di classe C. Infatti basta definire ® € CK(U xR, R) tramite la formula

(3.5.5) D(x) = DXy, xpn) = x5 — g(Xn)-

Abbiamo cosi una funzione @ che definisce globalmente M, ovvero
M={xelUXR: ®(x) =0}

e abbiamo rango (Jo(x)) =1 =n—(n—1) per ogni x € M.

N.B. Nel caso g € C*(U, R) con U limitato, M risulta una (n — 1)-varieta compatta.

Osservazione 3.5.4. Con la scelta di @ fatta in (3.5.5) abbiamo che il vettore VO(x) =
(=Vg(%,,1) “punta in su” per ogni x € M. In particolare V®(x) & ortogonale allo spazio
tangente ad M nel punto x € M, ovvero e ortogonale ad ogni vettore tangente v = y’(0) dove
y 1 (=6,6) > M C R" & una qualsiasi funzione derivabile con y(0) = x. Anche se questo
¢ noto dal corso di Analisi 3, ricordiamo 1’idea.

e Usando lafunzione grafico ¢ possiamo scrivere ogni y nella forma y () = (u(t), g(u(t))
dove u : (=8,0) — U c R™! & derivabile e u(0) = %,,.

e Usando la regola della catena abbiamo y’(t) = (u'(t), Vg(u(t)) - 1’ (t)) e quindi y’(0) =
(1’ (0), Vg(u(0)) - u’(0)). Dunque

(V'(0), VO(£5, g(%4))) = 1 (0) - (=Vg(2n)) + Vg(&n) - 1'(0) = 0.
Con la scelta opposta ®(x) = g(£,) — x,,, VO(x) punterebbe “in git1”.

Esempio 3.5.3 (L'insieme di livello di una funzione regolare). Sia @ € CKQ,R) con
Q C IR" aperto e n > 2. Allora per ogni c € R, I'insieme si livello

M=, :={xeQ: Okx)=c}

é una (n — 1)-varieta se
V®(x) # 0 per ognix € P..

Infatti 5(3() := @(x) — c definisce globalmente M tramite 1’equazione 5(3() =0.
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Osservazione 3.5.5. L'insieme di livello @, ¢ un vincolo regolare per il problema degli
estremi vincolati noto dal corso di Analisi 3. Sappiamo anche che V®(x) & ortogonale
allo spazio tangente ad M nel punto x.

Esempio 3.5.4. Un esempio concreto & la sfera di raggio r > 0 in R". Ponendo ®(x) = |x|?
per ogni x € R" abbiamo

dB;(0)={xeR": |x| =1} =Dp

dove VO(x) = 2x # 0 per ogni x € ®,2 se r > 0. Il vettore V®(x) e chiaramente ortogonale
alla sfera e punta “fuori” rispetto alla bolla B,(0) che ha la sfera come il suo bordo.

Quest’'ultimo esempio appartiene ad una classe di (n — 1)-varieta che sara al centro della
nostra attenzione nel prossimo capitolo, cioe il bordo di un dominio regolare.



Capitolo 4

I teoremi fondamentali del calcolo
integrale in piu variabili

In questo capitolo il nostro obiettivo principale & di generalizzare la seguente versione
del teorema fondamentale del calcolo integrale (TFCI) in una variabile: Se f € C'([a, b)),
allora

b
(0.1 [ rwd=0- o

Pit1 precisamente, data una funzione f : QO ¢ R" — R tale che f € CY(Q,R) con Q
“ammissibile”, ci chiediamo come esprimere l'integrale di una derivata parziale di f,

[ 2o
Q&Xj

Poi la risposta a questa domanda sara usata per:

cioe

1. ottenere una formula di integrazione per parti per integrali multipli;
2. dimostrare il teorema della divergenza;

3. sviluppare numerose applicazioni.

4.1 Apertiregolari ed i teoremi fondamentali

Il primo passo verso il teorema fondamentale ¢ di precisare una classe di domini

ammissibili.
Definizione 4.1.1. Sia n > 2. Un aperto () C IR" & detto regolare se
(R1) Qe limitato

94
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(R2) int(Q)=Q
(R3) dQ e una (n — 1)-varieta di classe C* con k > 1.

Osservazione 4.1.1 (Sulla condizione (R2)).

a) L'ipotesi (R2) serve per escludere esempi come
Q={xeR*:0<x] <1,1< x| <2} = By(0)\ dB1(0),

dove ci sono punti di Q situati su entrambi i lati della parte dB1(0) di JQ. Vogliamo
avere domini tali per cui in ogni punto x € JQ esiste una direzione normale che
“punta verso l'esterno” di {2 e una che “punta verso l'interno” di €2, ma in questo

esempio le due direzioni normali sono entrambe “interne”.

b) Notiamo che I'esempio nella parte a) non e connesso. Quando un aperto €2 e anche
connesso Q & detto un dominio.

Proposizione 4.1.1. Sia Q) C R" un aperto regolare. Allora per ogni x € JC:
a) esistono un intorno aperto W di x ed una funzione ® € CK(W,R) con VO # 0 su W tali che

(1) IQNW={xeW: O)=0};
(i) QNW ={x e W: ®(x) < 0}.
1

b) il versore v(x) := Vo)

V®(x) soddisfa
(i) {v(x)} e una base per lo spazio normale a dQ nel punto x;
(i) x+tvg Qex—tveQperognit>0e piccolo .

Il vettore v(x) e detto versore normale esterno a dC nel punto x.

Dimostrazione. a): M = d(Q) & una (n — 1)-varieta compatta di classe ck per le proprieta
(R1) e (R3). Quindi per ogni x € JQ, possiamo rappresentare dQ2 come il grafico di
una funzione di classe C¥, ovvero esiston

o j=jx)efl,...,n};

e intorni circolari

U c R+1 dif]' = (xl,...,x]-_1,xj+1,...,xn)
VcRdix

1Usiamo 1'Osservazione con la scelta di intorni circolari (bolle).
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e ¢: U — Vdiclasse Cf

tali che
AN UXV) ={®j,x) e UXV: xj=g&)h
Gli insiemi
SG(g) = {(J?j,x]‘) eUxV: Xj < g(ﬁ])}
SG*(g) = {(ﬁj,x]-) elUxV: Xj > g(f@])}

sono aperti, connessi e disgiunti da dQ. Quindi sono contenuti in Q oppure R” \ Q.
Usando la proprieta (R2) si mostra che ci sono solo due possibilita:

(A) SG(g)cQ e SG'(g) cR"\Q

oppure
(B) SG(g) cR"\Q e SG'(g) c Q.

Quindi scegliendo W=UXx Ve

xj—g(%j) seSG(g) € Q, ovvero caso (A)

CD(J?]', X]') = R .
g(®j) —x; se SG(g) C Q, ovvero caso (B)

otteniamo la tesi.

b): Dall’Analisi 3 sappiamo che la dimensione dello spazio normale € 1 e che per ogni
punto sull’insieme dilivello @ = 0, il vettore VP(x) punta nella direzione di crescita
massimale per @. Quindi punta verso 'esterno se ® = 0 sudQNWe d < 0su
QnNWw.

O

Definizione 4.1.2. Sia Q un aperto regolare. Lo spazio delle funzioni di classe C* fino al
bordo &

CHQ,R) = {f =f |5 : fediclasse C! in un intorno aperto di Q } .

Per le applicazioni che abbiamo in mente, questa definizione di regolarita fino al bordo
ci fara comodo. Ma altre definizioni sono possibili. Ad esempio, invece di chiedere
che f sia la restrizione ad Q di una funzione regolare in un intorno di Q, & possibile
chiedere che f sia C'(Q) e che f e le sue derivate parziali del primo ordine possano
essere prolungate con continuita fino al bordo. Questo succede se queste funzioni sono

uniformemente continue sui sottoinsiemi (limitati) di Q.



4.1 Aperti regolari ed i teoremi fondamentali 97

4.1.1 Iteoremifondamentali per aperti regolari in IR”
Ora enunciamo il risultato che risponde alla domanda principale di questo capitolo.

Teorema 4.1.1 (TFCI in pitt variabili). Siano Q ¢ R" un aperto regolare e f € C'(Q, R).
Allora per ogni j € {1, ...,n}

of
(4.1.1) AH, = | fvidH, s,

9x] 0Q ] "
dove v; e la componente j-esima del versore normale esterno a dQ2.
Notiamo che sicuramente gli integrali sono ben definiti perché i domimi di integrazione
sono boreliani (quindi H,-misurabili per ogni a > 0) e le funzioni integrande sono

limitate e continue (quindi H,-misurabili). Prima della dimostrazione, vorremmo fare
qualche osservazione e indicare qualche conseguenza importante del teorema.

Osservazione 4.1.2. La formula per n > 2 e una vera generalizzazione della
formula nel caso n = 1. Infatti, posto Q = (4,b) C R abbiamo JQ = {a,b} con
versore normale esterno

v@a)=-1 e vb)=1.

" af
j;f(x)dx:LEd?ﬁ:Lgfvdﬂozf(b)—f(a).

Corollario 4.1.1 (Integrazione per parti negli integrali multipli) Sia Q) un aperto regolare
in R" e siano f, g € C(Q, R). Allora per ogni j € {1,.

4.1.2) fga dH, = fgfv]d‘Hnl ffag AH,,

dove v; e la componente j-esima del versore normale esterno a dQ.

Quindi

Dimostrazione. Applicando il Teorema al prodotto fg € CY(Q, R) risulta

Jd
[ (8, = [ vt

Usando la formula di Leibniz e la linearita dell'integrale risulta

g
fga AH, + ff(; d?‘ln—f gfvidH, 1,
e abbiamo mostrato la formula {.1.2). O

La prossima conseguenza del teorema fondamentale del calcolo integrale € uno dei
risultati piti usati nell’analisi superiore. Prima di enunciarla abbiamo bisogno di una

definizione.
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Definizione 4.1.3. Sia F un campo vettoriale di classe C' su un aperto O di R", ovvero
FeCYO,R") conF = (Fy,...,E,). E detta divergenza di F la funzione scalare

" JF;
divF:=Y — %O, R).
jzzl 83(]

Corollario 4.1.2 (Il teorema della divergenza in R"). Siano Q un aperto regolare in R" e
F e CYQ,R"). Allora

(4.1.3) f div FdH, = f (Ev)dH,_
Q Q)

dove (-, -) e il prodotto scalare euclideo su IR" e v e il versore normale esterno a dC).

Dimostrazione. Sfuttando il Teorema e la linearita dell’integrale otteniamo

1 JOF;
divFdH, = f—]dw_
j;) ;‘ Q 8x]- e
Zf F]' 1/]' dq-{n—l

f (EvydH, 1.
2Q

Osservazione 4.1.3 (Intepretazione della divergenza di un campo vettoriale).

a) La quantita (F, v) |y e detta densita di flusso di F uscente dal bordo Q) ed il suo integrale
su dQ e detto flusso di F uscente dal bordo JQ).

b) Il significato della divergenza di F puo essere espresso usando il teorema della
divergenza nel modo seguente: per ogni xo € ()

div F(xg) = lim

1
- - <F, V> dq_{n— ’
r—0t ﬂn(Br(x())) 9B, (x0) 1

ovvero il rapporto infinitesimale fra il flusso di F uscente dal bordo delle sfere e la misura
delle bolle con centro in xg.

Infatti, essendo Q aperto, per ogni r > 0 piccolo risulta B,(xg) € Q. Se il campo F & C! in
un intorno di xy, allora applicando il teorema della divergenza otteniamo
1 1

. FvWdH, 1 = ———— div FdH,,,
HoB o)) Joo = H B o) Sy
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ma div F € C%(B,(x), R) e quindi

1 1
lim ——— FEvydH, 1 = lim ——— div FdH,, = div F(xp).
PR T Bro)) Jon,e 0 = R B0 S " (o)

Osservazione 4.1.4 (Utilita del teorema di divergenza). Le applicazioni del teorema
sono numerose ed un certo numero di esse saranno illustrate nel prossimo paragrafo.
In particolare, il risultato fornisce uno modo per scambiare un integrale esteso su un
dominio dato con un altro esteso al bordo o vice versa. Inoltre in molte applicazioni il

punto di partenza & una scelta opportuna del campo vettoriale F.

Un primo esempio nel quale si opera una scelta opportuna di F ¢ il calcolo della misura
del bordo di un insieme.

Esempio 4.1.1. Perognin >2er > 0siha
4.1.4) H,1(9B,(0)) = nawur™! = gﬂn(Br(O)).
Il dominio B, = B,(0) € un aperto regolare. Il suo bordo ¢ la (n — 1)-varieta
OB, ={xeR": ®x)=|x?>-r*=0} dove® e C*(R",R) e VD = 2x # 0 su JB,.

. .. . X .
Inoltre @ < 0 su B, e quindi il versore normale esterno € v = —. Esaminando la formula

|x|
f divFdH, = (FEvydH,—1
B, 9B,

sarebbe utile avere un campo F tale che div (F) e/o (F,v) e costante sull'insieme di
integrazione. Scegliendo F(x) = x € C*(IR", R") abbiamo

m ox;
divif)=) —Z=n
;‘ 8xj
e quindi

nHy(B,(0)) = f div FdH, = f (Ev)dH,_y
B,(0) 2B,(0)

f <x, 1> dq_{n—l = f Td?‘{n_l
a8,0) \ Xl 9B, (0)

rHy-1(9B(0)).

Vedremo altre applicazioni al calcolo integrale della misura di un insieme nel prossimo
paragrafo.
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Osservazione 4.1.5. Nei risultati fondamentali abbiamo usato un’ipotesi di regolarita sul
bordo di Q; cioe che dQ & di classe C* con k > 1. Questo & stato fatto per avere il versore
normale esterno v ben definito ovunque su dQ. Pero possiamo indebolire quest’ipotesi.
Infatti I'integrale di bordo rispetto alla misura #,_; non vede un eventuale cambiamento
della funzione integranda (F,v) su un insieme di H,,_;-misura nulla. Quindi dovrebbe
bastare solo avere dQ di classe “C! a tratti” in qualche senso ancora da stabilire.

Esempio 4.1.2. Siano Q = Q, = Q,(0) il cubo aperto di lato 2r e centro nell’origine di R?
e F € C1(Q,, R?). Possiamo mostrare che

f divFdH, = (Ev)ydH,,
r aQ"

almeno in qualche senso?

1. Il versore normale esterno v € ben definito solo sulla parte regolare del bordo, ovvero
dregQ2 := dQ\ {A, B, C, D}

dove
A=(-r,-r), B=(r,—-r), C=(r,r), D=(-1,7)

sonoivertici del quadrato Q,. Essendo Hy({A, B, C, D}) = 4abbiamo H;({A, B,C,D}) =
0. Quindi (F, v) & definita H;-quasi ovunque su dQ. Inoltre (F, v) & H;-misurabile e
limitata su dreg2 e percid ‘H;-integrabile su Jreg(2. Cosi la funzione (F, v) determina
un’unica classe in L(dQ, H,—1) dove

f(F/V>d7'{l I=f (F,V>d'7’ﬁ=f (E7)dH,,
Q) Oree Q Q)

reg

e ¥ & un qualsiasi prolungamento di v da dregQ2 a Q. Ad esempio # = 0 su
IQ \ OregQ.

2. Scgliendo le parametrizzazioni canoniche per i quattro lati di Q, (estremi esclusi)

otteniamo

I'n=(A,B) (xy=
I = (B, C) (X, Y
I = (D/ C) (xl Y

Iy=(AD) (xy

x,-r) v=(0,-1) dH;=dx
r,y) v=(,00 dH,=dy
x,r) v=(0,1) dH,=dx
-r,y) v=(-1,0) dH; =dy

~ ~— ~— ~—
o~ o~ o~ o~
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dove x,y € (=r,r). Quindi

4
(F,v)ydH- f (Ev)dH,
—szdq'{1+fF1d7‘{1+fF2d7’{1—f—Fldwl
I I, I's Ty

[ (Fa(x, 7) — Fa(x, )] dx + f [Fu(r, ) - Fu(—r, )] dy.

.
-r
3. Invece sfruttano il teorema di Fubini ed il TFCI in una variabile otteniamo
. JF1 JF,
f leFd?‘{Z f (W + a—y) dXdy
v Q
r " OF; ) f’(fr(?lfz )

—dx| dy + —dy| dx

L (I dx L)L

I (Fi(r,y) = Fi (=1, )] dy + f [Fa, 1) = Fa(x, )] d.

r =1

Quindi abbiamo mostrato

f diVFd?‘{z = f <P, 1/> d?’(] = f (F, 17> d?‘(l,
¥ l9regQr aQV

dove ¥ & un qualsiasi prolungamento di v da dregQr a dQ;.

Torneremo a questo tipo di ragionamento per trattare domini () con qualche singolarita

al bordo nel prossimo paragrafo.

Osservazione 4.1.6 (Sulla notazione per le misure). La presentazione di questi teore-
mi fondamentali viene fatta di solito prima della teoria di integrazione di Lebesgue e
Hausdorff. Quindi il trattamento sfrutta 'integrale di Riemann su Q ed una teoria di
integrazioni su JQ costruita un po ad hoc. La teoria che stiamo sviluppando contiene
quella classica. Nell’ambito classico, si vede spesso

dx al posto di dH, = dm,, e dS oppuredo al posto di dH,,_1,

dove dS denota la misura di superficie per una superficie parametrizzatada ¢ : U ¢ R*! —

R" soprattutto nel caso n = 3. Si definisce dS := \/det ([j PN (P(u)])du e si mostra
che la misura del sostegno M = ¢(U) non dipende dalla scelta della parametrizzazione
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@ di MEI Con queste notazioni abbiamo

(TFCI) f of d fv;dS
—dx = V;
Q 8xj Q J
af f f g
IPP —dx = v;dS — —dx
( ) Lgax] 0 gf ] Qfax],
(TdD) f div Fdx = f (F,v)dS
Q 9Q

4.1.2 Dimostrazione del TFCI in pitu variabili

Ora torniamo alla dimostrazione del Teorema Ricordiamo che vogliamo mostrare

la formula 4.1.1), ovvero

af f
_dq_{n = V'de_ 7
Q 995]‘ an J !

se ) & un aperto regolare e f € C'(Q, R).

Dimostrazione. (del Teorema
Passo 1: (Spezzare il problema tramite una partizione dell’unita) Sia {2 un aperto tale
cheQc Qe feCY(QR).
1. Esiste un ricoprimento aperto R = {Wy, Wy, ..., Wy} di Q tale che
(i) Wo c Wy c O
N —_—
(i) o0 c | Jwic
i=1
(iii) Vi>1,W; = U; X V; dove W; N Q & un dominio k-normale per qualche k = k(i),
ovvero
W;inNQ=5G(g)) oppure W;NQ =SG*(gi)
dove
gi:U; C R*1 — V,cR diclasseC!
X = = gil%) '
Infatti, basta seguire il ragionamento della Proposizione usando le proprieta
(R1), (R2) e (R3) e sfruttare la compatezza di dQ e Q.

2. Esiste una partizione dell’unita di classe C* subordinata ad R e Q, ovvero una
collezione {Ci}ﬁ , tale che

Invece noi abbiamo definito la misura di Hausdorff di M e mostrato che si puo calcolarla tramite
lI'integrale di do = dH,_;.
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(a) G; € C*(R") con supp(;) € W;, Vi=0;
(b)0<( <1, Vix>0;

N
Q) Z Ci=1lin Q (cioe in un intorno di Q).

i=0
Prendiamo per buono che valga quest’affermazione (v. I’Appendice del paragrafo
§3.1 di [3] per una dimostrazione). In realta, ci serve solo la regolarita C! per le
funzioni (; e sappiamo gia come costruire una partizione dell’unita con funzioni
lipschiztiane (Lemma [3.5.1). Il passaggio da Lipschitz a C* sfrutta un processo di
regolarizzazione, detto mollificazione, che sara studiato nel corso Analisi Reale. Ci
limiteremo a notare solo che il punto cruciale ¢ di integrare una funzione C con
bassa regolarita contro le traslate di una funzione 7 liscia a supporto compatto,
ovvero la convoluzione di C ed 1.

3. Sfruttando la partizione dell’unita otteniamo

i d (& o
f 7 dH, = fQ 8_x] ;)‘Cif dH, (dalle proprieta 2(c))
N

d
3. \&i dﬂn
) [ - G)

N
Z f i(Cz‘f )dH,, (dalle proprieta 2(a)),
= Jw, %)

e quindi

(4.1.5) ax,‘”{ f > —Z(Cif) dH, +Zf 5 Z(if)dH,.

Passo 2: (Trattare il pezzo interno, cio¢ quello con i = 0)

Lemma 4.1.1. Siano O C R" e h € C}(R", R) tali che supp(h) & compatto ed ¢ contenuto in O.
Allora

(4.1.6) f P dx=0 (dx=dH, = dm,).

Dimostrazione. Essendo supp(h) compatto in O, esiste M > 0 tale che supp(h) € Qum(0) =
[-M, M]" c R". Quindi

oh oh f oh h 4

8x] [-M,M]" ax]

f (f oh (%), x])dx]) dx;
[—M,M]”’l M (9

f[ I (2}, M) - h(2j,~M)) d%; = 0,
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perché i & nullo in un intorno del bordo di [-M, M]". O

Osservazione 4.1.7. Se O ha bordo regolare; cioé con versore normale esterno v ben
definita su dO, allora essendo = 0 vicino al bordo otteniamo la (4.1.1) con O al posto di

Q:
%dﬂ :Ozf hvjdﬂn_l,
oaxj 0

ovvero la tesi del teorema per funzioni con supporto compatto all’interno. Inoltre, nel

caso che dO non fosse regolare, potremmo infilare un aperto regolare Q fra il supporto
di /i ed il bordo di O per ottenere la formula (4.1.1) per Q.

Passo 3: (Trattare i pezzi a cavallo del bordo; cioe i > 1)
Lemma 4.1.2. Siano D un dominio k-normale e h € CY(R",R) tali che supp(h) C U X (a,b)
dove D = SG(g) oppure SG*(g) con
¢g:UCR"! — (a,b) cR diclasse C'
X = xe=g(%) '

Allora

(417) f%dﬂn:f thdﬂn_l,
D ] D

dove d*D ¢ il grafico di g.
La dimostrazione sara fatta alla fine, ma osserviamo subito che anche qui si tratta di un

caso particolare del teorema.

Osservazione 4.1.8. Essendo h = 0 su dD \ d*D abbiamo la formula 4.1.1) per Q = D nel
senso che

% dq_{n = f hV] dq—{n_l = f hﬂ] dq—{n—ll
D 9%; OresD D

dove 7 & un qualsiasi prolungamento di v da dregD a dD.
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Passo 4: (Assemblare i pezzi) Dalla formula (4.1.5) del Passo 1 abbiamo

i f P) il P)
dH, = — (i HdH, + f—Ci dH,
% Al Z; , 3G
N
= O+Zf CifvidH,—1 (Lem.[.T.1Je Lemma[4.1.2)
: iNoQ
N
Z f CifvidH,1  (Co = 0sudQ)
i iNIQ)

f GfvidHo  (supp(C € W)

f fV] d?{n 1,
N

perché Z Gi=1su Q. Questo completa la dimostrazione del teorema modulo la
i=0
dimostrazione del Lemma m|

Dimostrazione. (del Lemma Trattiamo esplicitamente solo il caso di un dominio k-
normale D = SG(g). Il caso D = SG*(g) e del tutto analogo. La dimostrazione si spezza in
due casi. Il caso facile k = j dove la derivata parziale & presa nella direzione di normalita
del dominio e il caso meno facile dove k # j

Il caso k = j: Quil’argomentazione & molto simile a quella usata per I'Esempio[d.1.2]dove
Q=Q,cR%

e Usando il teorema di Fubini ed il TFCI in una variabile otteniamo
oh 851 on
—dH, = f ( f —dx; ) dz;
fD 8x]- " u\Ja 8x] ] ]
[ (0 = ) as,
fu h(%), g(%))) d%;

perché h = 0 sul “lato inferiore” di dD dove %; = a.

e Per calcolare f hvidH, 1 dove "D & il grafico di g e D = SG(g) sappiamo che
oD

Vo R .
v(x) = Nl dove ®(x) = D(%;,xj) = xj — g(%)).
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Quindi su J*D risulta

0y @
vj= |qu)| = ! e dH,_1 = /1+ IVg(#))2d;
1+ V()P

hvidH, f h(x;, 3(%) —
j jr 8\Xj
fa*D u J1+1Vg(®)P?

f ]’l()?]', g(J?]) d)?j.
u

1+ V(&) dz;

Il caso k # j: Qui non possiamo applicare banalmente il TFCI in una variabile. Invece, il
punto cruciale e di sfruttare la derivazione sotto il segno di integrale.

e Cominciamo con l'integrale su D

(%)
(418) 53’: d?’( f(f ih(xk,xk) dxk) dxk
J

Essendo / € C! e D limitato, possiamo derivare sotto il segno di integrale

pa] fg(xk) ) ag fg(fk) oh
4.1.9 — h(Re, xi) dxie | = h(Re, x1)=—Zp) + — (X, xx) dxy.
(4.1.9) axj( } Rk, xx) dxc (Xk k)axj( k) } 8xj( kr Xic) AX

Inserendo la (4.1.9) nella (4.1.8) otteniamo

oh d [ [ g
f St = fu [a—x]( f h(a%k,xadxk) S 1025 <xk>] i,
0 0 (%)
_— fu h(aek,xma—f(aek)dw fu [a—x] ( f h(aek,xk>dxk)] i

g
= —Lh(xk,xk) (xk)dxk+I(D)

Usando il Lemma si mostra Che I'integrale I(D) e nullo. Infatti, la funzione
H:R"! — R definita da
0 el
H(%) =
L n@e ) dxe 2eeu

risulta di classe C! con supp(H)  U. Applicando il Lemma otteniamo
I(D) = oH dxy = 0.
u 9x;

In definitiva risulta

oh

g
(4.1.10) (9 —dH, ——fh(xk,xk)ax](xk)dxk
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e Per l'integrale su d*D (il grafico di g su U) notiamo che

dx;8(%))
Vis——/—— e AHy,—1 = |1+ [VQ(Ry)[? dRy.
V1+|Vg®)P
Quindi

9g
hv; dH,- =—fh(£,x)—(a%')da%,
«L‘*D j 1 u k kaxj j k

ovvero la (4.1.10).

4.2 Generalizzazioni ed applicazioni

In questo paragrafo conclusivo, vogliamo approfondire ’argomento dell’utilizzo dei
teoremi fondamentali. In particolare, vogliamo

1. Introdurre una classe di aperti che non sono regolari ma per cui continua a valere
i teoremi fondamentali. Vogliamo una classe abbastanza ampia per facilitare la
risoluzioni di esercizi concreti con domini semplici ma singolari.

2. Approfondire l'applicazione al calcolo integrale delle misure di Hausdorff di

insiemi in R".
3. Indicare diverse importanti applicazioni del teorema della divergenza ed integra-
zione per parti.
4.21 Domini non regolari

Osservazione 4.2.1. Nell’'Esempio abbiamo gia visto che per Q = Q, C R>e F €
C? (@r, IR?) che vale il teorema della divergenza nella forma

4.2.1) f div FdH, = f (EvydH, = | (Ev)ydH,,
r aregQr Qy

dove ¥ & un qualsiasi prolungamento del versore normale esterno v da 8regQ, a dQ,.
Una classe di domini che include quest’esempio e fornita dalla definzione seguente.

Definizione 4.2.1. Siano 7 > 2 e Q C R? un aperto, limitato con int(Q) = Q. Q & detto
aperto ammissibile se esiste g € N tale che JQQ = Xy U--- U X, U S dove:

(A1) perognik=1,...,q, X e relativamente aperto in dQJ;

(A2) perognik=1,...,q, esiste una (n — 1) varieta My di classe C! tale che Ty C My;
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(A3) S e compatto e contenuto in un"unione finita di (n — 2)-varieta;
(A4) Ty NX;CSperognik#j.
In tal caso diciamo che il bordo dQ & C! 4 tratti, denotiamo la parte regolare di IQ con
(4.2.2) OregQ=X1U--- UL,
e diciamo che S ¢ la parte singolare di dQ).
Consideriamo qualche esempio.

Esempio 4.2.1. Sia Q = Q; il quadrado dell’'Esempio Q & un aperto ammissibile
secondo la Definzione Infatti abbiamo {Zk}gzl = {(A,B),(B,C),(D,C),(A,D)} e
S ={A, B, C, D} e valgono tutte le richieste della definzione.

Esempio 4.2.2. Sia Q = {(x,y) € R>: a < x < b, a(x) < y < B(x), a,p € C'([a,b])}.
E evidente che Q & ammissibile ed & anche detto dominio normale rispetto alle asse x.
Ovviamente, esistano anche domini normali rispetto alle asse y dove si scambiano i ruoli

dixey.

Esempio 4.2.3. Sia Q = {(x,1,2) € R®: (x,y) € U, a(x,y) < z < f(x,v), a,p € C'(U)).
Se U c R? ¢ un aperto ammissibile, allora e evidente che Q) C R3 & ammissibile. Lin-
sieme Q) e anche detto dominio normale rispetto alle asse z. Ovviamente, esistano anche
domini normali rispetto alle asse x (rispettivamente y) dove si scambianoiruolidiz e x
(rispettivamente y).

Osservazione 4.2.2. Notiamo che se la funzione a & costante, i domini () negli Esempi
e sono domini 2 normali e 3- normali rispettivamente secondo la Definizione
usata nel Passo 1 della dimostrazione del Teorema Piu precisamente sono della
forma SG(p) con la richiesta di una certa regolarita del bordo di U nel caso n = 3. Questa
regolarita in pit1 viene usata per dimostrare il teorema fondamentale senza l'ipotesi che
h ha supporto compatto. Questi domini normali sono quelli usati tipicamente come
“blocchi di costruzione” per domini ammissibili in un trattamento basato solo sulla

teoria di integrazione secondo Riemman.

Enunciamo una versione dei teoremi fondamentali utile soprattutto per svolgere gli
esercizi.

Teorema 4.2.1. Sia Q) C R" un aperto ammissibile. Allora
(a) Perogni j=1,...,neperogni f € C'(Q),R) si ha

af dHn = Vi d?’(n 1= V'd?’(n_l,
) ]
reg

dove dQ) = dregQU S e&regQ =X U---UL,
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(b) Per ogni F € CY(Q,R") si ha

f‘divlfti‘]'{,qzj~
Q 17

reg

q
Ev it =Y [ Evat,
Q k=1 ¥ Xk

Osservazione 4.2.3. Ovviamente esiste anche una versione di integrazione per parti per
domini ammissibili. Inoltre, al posto degli integrali su dreg(2 si pud usare un’integrale
su d() con una qualsiasi prolungamento ¥ di v da dreg(2 a Q.

Non dimosteremo questo risultato. Ci limitermo a notare che la dimostrazione viene
fatta:

1. facendo una decomposizione di ) ammissibile in un numero finto di domini

normali (v. Esempi e ;

2. adattando la dimostrazione del Lemma 4. T.2ltenendo conto dei contributi “nuovi”
sudU X (a,b) e U X {a}.

Anche se questa versione ¢ abbastanza generale, esistono dei domini semplici per cui
valgono i teoremi principali ma cadono fuori la classe dei domimi ammissibili.

Esempio 4.2.4. Sia Q il cono in R® definito da Q = {(x,y,2) e R®: 2 +y2 <z <1}.

e Fevidente che Qnon &né un aperto regolare né un aperto ammissibile. Ilbordo non
€ una 2-varieta per la presenza del vertice nell’origine, quindi manca la proprieta
(R3) di un aperto regolare. Inoltre, la parte regolare di JQ e fatta di due pezzi: X4
il disco a quota z = 1 e X, la parte laterale dove 0 < z < 1. Manca la proprieta (A2)
di un aperto ammissibile perché la chisura di X contiene il vertice e non esiste una
2-varieta M, di classe C! tale che X, C Mo.

e Comunque, abbiamo i teoremi fondamentali anche per domini con singolarita
di questo tipo. Ad esempio, consideriamo il teorema fondamentale del calcolo
integrale per Q. L'insieme

Q. =Qn{xyz)eR>: z>¢}, e€(0,1)

¢ chiramente un aperto ammissibile con tre pezzi regolari (i due dischi a quota
z = ¢,1 e la parte laterale con ¢ < z < 1) e due pezzi singolari (le due circonferenze
a quota z = ¢,1). Quindi per ogni f € C}(QQ) e per ogni j = 1,2,3 abbiamo

of

d?‘(:f v dHo.
Q{axj ’ an] ?

regd2e
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ovvero

)
f m{_f dHs = f Xoreg2, fVj dHo.
Q Xj reg 2

g

Essendo f € C'(Q) possiamo applicare il teorema sulla convergenza dominata e
passare al limite per ¢ — 0*. Risulta

of f
—dH; = v dHo.
fg&ac]- 3 aregof] ?

Da questo segue anche le formula di integrazione per parti ed il teorema di
divergenza per il cono.
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