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Esercizio 1. Stabilire se il seguente problema di Cauchy ammette
soluzione.

(PC)

x
′′(t)− 5x′(t) + 4x(t) = 4e3t sin 2t,

x(0) = 0, x′(0) =
1

5
.

In caso affermativo determinarla e discuterne l’unicità.

Esercizio 2. Calcolare

I =

∫∫
D

|x|
(x2 + 2y2)3/2

arctan2

(√
2y

x

)
dxdy,

dove D = {(x, y) ∈ R2 : 2 < x2 + 2y2 < 4, xy > 0}.

Esercizio 3. Calcolare ∫ 2π

0

eit cos t

2 + cos t
dt.

Esercizio 4. i) Determinare la trasformata di Fourier della funzione

f(x) =
1

a2(1 + x2)
, a > 0;

ii) usare la parte i) per dimostrare che∫
R

sinx

x
e−|x|dx =

π

2
.
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Risoluzione

Esercizio 1. Il problema assegnato ammette unica soluzione. Infatti
esso è governato da un’equazione lineare a coefficienti costanti, e il ter-
mine noto b(t) = 4e3t sin 2t è una funzione infinitamente differenziabile
in tutto R.

Determinamo prima l’integrale generale S0 dell’equazione omogenea
associata, attraverso l’equazione caratteristica, che è λ2 − 5λ + 4 = 0.
Tale equazione ammette due soluzioni reali e distinte λ1 = 1 e λ2 = 4.
Pertanto

S0 =
{
c1e

t + c2e
4t, c1, c2 ∈ R

}
.

Ora, attraverso il metodo della somiglianza, cerchiamo una soluzione
particolare dell’equazione completa della forma

y(t) = e3t [k1 cos 2t+ k2 sin 2t] ,

dove k1 e k2 sono costanti reali da determinare. Si ha

y′(t) = e3t [(3k1 + 2k2) cos 2t+ (3k2 − 2k1) sin 2t]

e
y′′(t) = e3t [(5k1 + 12k2) cos 2t+ (5k2 − 12k1) sin 2t] .

Sostituendo y(t), y′(t) e y′′(t) nell’equazione completa si trova{
3k1 − k2 = 0,

k1 + 3k2 = −2,
=⇒ k1 = −1

5
e k2 = −3

5
.

Dunque

y(t) = −e3t
{

1

5
cos 2t+

3

5
sin 2t

}
.

Di conseguenza, l’integrale generale S dell’equazione copleta è

S =

{
c1e

t + c2e
4t − e3t

[
1

5
cos 2t+

3

5
sin 2t

]
, c1, c2 ∈ R

}
.

Rimane da determinare l’unica soluzione di (PC). Posto

x(t) = c1e
t + c2e

4t − e3t
{

1

5
cos 2t+

3

5
sin 2t

}
,

si ha

x′(t) = c1e
t + 4c2e

4t − e3t
{

9

5
cos 2t+

7

5
sin 2t

}
.

Imponendo le condizioni iniziali risultac1 + c2 =
1

5
,

c1 + 4c2 = 2,
=⇒ c1 = −2

5
e c2 =

3

5
.
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In conclusione, l’unica soluzione di (PC) è

x(t) = −2

5
et +

3

5
e4t − e3t

{
1

5
cos 2t+

3

5
sin 2t

}
.

Esercizio 2. Osserviamo che l’integranda f(x, y) =
|x| arctan2(

√
2y/x)

(x2 + 2y2)3/2

è una funzione simmetrica rispetto all’origine, cos̀ı come il dominio di
integrazione, il quale si può riscrivere nella forma

D =

{
(x, y) ∈ R2 :

x2

4
+
y2

2
< 1,

x2

2
+ y2 > 1, xy > 0

}
.

Le proprietà di simmetria di f e D suggeriscono l’utilizzo delle coordi-
nate ellittiche polari

{
x = 2% cosϑ,

y =
√

2% sinϑ,
=⇒


% =

√
x2

4
+
y2

2
∈

(√
2

2
, 1

)
,

ϑ = arctan

(√
2y

x

)
∈
(
−π

2
, 0
)
∪
(

0,
π

2

)
,

con |detJ | = 2
√

2%. Pertanto

I = 2

∫∫
D+

f(%, ϑ)|detJ |d%dϑ = 2

∫ π/2

0

∫ 1

√
2/2

2% cosϑ

8%3
ϑ2 · 2

√
2% d%dϑ

=
√

2

∫ π/2

0

ϑ2 cosϑdϑ

∫ 1

√
2/2

d%

%
=
√

2 [log %]1√2/2

∫ π/2

0

ϑ2 cosϑdϑ

=

√
2

2
log 2

∫ π/2

0

ϑ2 cosϑdϑ.
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D’altra parte∫ π/2

0

ϑ2 cosϑdϑ =
[
ϑ2 sinϑ

]π/2
0
−
∫ π/2

0

2ϑ sinϑdϑ

=
π2

4
+ 2

{
[ϑ cosϑ]π/20 −

∫ π/2

0

cosϑdϑ

}

=
π2

4
− 2 [sinϑ]π/20 =

π2

4
− 2.

In definitiva

I =

√
2(π2 − 8)

8
log 2.

Esercizio 3. Utilizziamo la formulazione complessa e il Teorema dei
residui. Poniamo z = eit da cui dz = izdt. Per le formule di Eulero si

ha cos t =
eit + e−it

2
=
z + z−1

2
. Pertanto∫ 2π

0

eit cos t

2 + cos t
dt =

∫
γ

z2 + 1

i(z2 + 4z + 1)
dz,

dove γ è il bordo del disco unitario in R2. La funzione integranda

f(z) =
z2 + 1

i(z2 + 4z + 1)
presenta due singolarità isolate in z1 = −2−

√
3

e z2 = −2 +
√

3. Tali singolarità sono poli semplici per f e solo z2 è
contenuto all’interno di γ. Dunque, per il Teorema dei residui∫

γ

z2 + 1

i(z2 + 4z + 1)
dz = 2πiRes(f, z2).

Si ha

Res(f, z2) = lim
z→z2

(z−z2)f(z) = lim
z→z2

z2 + 1

i(z − z1)
=

z22 + 1

i(z2 − z1)
=

4− 2
√

3

i
√

3
.

In conclusione∫ 2π

0

eit cos t

2 + cos t
dt = 2πi · 4− 2

√
3

i
√

3
=

4π(2−
√

3)√
3

.

Esercizio 4. Parte i). Osserviamo che f(x) =
1

a2(1 + x2)
= g(ax),

dove g(x) =
1

a2 + x2
. Sappiamo che la trasformata di Fourier di g è
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ĝ(w) =
π

a
e−a|w| e dunque, sfruttando la proprietà di omotetia della

trasformata, si ha

f̂(w) =
π

a2
e−|w|.

Parte ii). Si ha∫
R

sinx

x
e−|x|dx =

1

2

∫
R

2 sinx

x
e−|x|dx =

a2

2π

∫
R

2 sinx

x
· π
a2
e−|x|dx.

Osserviamo ora che
2 sinx

x
= p̂1(x), dove p1(x) = χ[−1,1](x).

Pertanto, in virtù della parte i) e applicando il lemma che mette in
relazione l’integrale del prodotto di due funzioni con quello del prodotto
delle rispettive trasformate di Fourier, si ottiene∫

R

sinx

x
e−|x|dx =

a2

2π

∫
R
p̂1(x)f̂(x)dx = 2π · a

2

2π

∫
R
p1(x)f(x)dx

= a2
∫ 1

−1
f(x)dx =

∫ 1

−1

1

1 + x2
dx = [arctanx]1−1

=
π

2
.


