RISOLUZIONE

1. L’affermazione e falsa, la successione a,, = n+(—1)" & divergente a +o00, poiché n+ (—1)" >

n — 1 — 400 ma non e crescente: a; = 0 < as = 3 ma as = 3 > ag = 2. L’affermazione e

vera, la successione (ai) e infatti convergente e dunque, per quanto provato a lezione, limitata.
n

Anche 'affermazione ¢ vera. Infatti essendo liril an, = +00, dalla definizione di limite esiste
n—-+00

no € N tale che a,, > 1 per ogni n > ngy. Posto allora m = min{1; ap;ai;...;an,—1} avremo che
an > m per ogni n € N. La successione risulta quindi inferiormente limitata e quindi ammette
estremo inferiore finito.

2. L’affermazione e falsa. Si pensi ad esempio alle successioni a,, = % eb, = 7712 Tali successioni
convergono entrambe allo stesso limite £ = 0 per n — +o0o pur non essendo asintotiche:

an n?

lim —= lim — =4
n—-+o0o bn n—+o0o N

Si osservi che se invece il limite ¢ risulta finito non nullo allora le due successioni risultano

asintotiche. L’affermazione ¢ invece vera. Infatti essendo lim a, — b, = lim a, —
n—-+o0o n—-+00
lim b, =0e lim e" =1 per ogni successione z, — 0, si ha
n—+400 n—4o0o
an

lim —— = lim et =1
n—-+oo e’n n—-+0oo

e falsa. Le successioni a, = 1 + % eb, =1+ # convergono allo stesso limite £ = 1 per
n — 400 e loga, ¢ logb, dato che

loga, =log (1+ 1) ~1 mentre loga,=log(1+ ;) ~
1 1
3. L’affermazione ¢ falsa. Per esempio le successioni a, = nt2 o b, = ”n}fl sono positive,

infinitesime e asintotiche. Considerata pero la successione ¢, = ;- abbiamo che

1
=

S|

_nt2 1 _ 2 _ n?41
an — Cp = 3 _ﬁ—ﬁ’f“bn_cn— n3

L’affermazione ¢ invece vera, infatti essendo le due successioni asintotiche risulta ¢ — 1 e
’ b
n

quindi
o «
(an)* _ (‘;—g) 10 =1

ovvero (an)® ~ (by)®.

Anche D'affermazione e invece vera, infatti essendo le due successioni asintotiche risulta
bfn . .

o = 1 e quindi

1 n n - n n log 3=
oga zloga log by, + log b _ g, L1
log b, log b, log by,

dato che log = — 0 e log b, — —oo.
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4.

[

L’affermazione e falsa. Si considerino ad esempio le successioni regolari a,, = % eb, = n—lg

Sihachean—bn—>0pern—>+oomentre‘g—::n—>+oo.

L’affermazione ¢ invece vera. Infatti, dal limite notevole e*™ — 1 per ogni successione
b

. a J—
x, — 0, si ha che &~ = e%n~bn 1,
e“n
L’affermazione e falsa. Le successioni regolari a, = 1 + % eb, =1+ # sono tali che

— b, — 0 per n — 400 mentre, dal limite notevole log(1 + z,,) ~ x, per ogni successione

x, — 0, otteniamo lloi((‘;")) ~ n — +o00.

log (1+ 4
Per calcolare lim M
n—+o00 COS ——= —

Jn

n — 400, dato che per ogni successione (z,)necn infinitesima risulta

usiamo 1 limiti notevoli visti e la relazione di asintotico. Per

2
log(14+x,) ~z, e 1—cos(xzy,)~ %

abbiamo . .

lOg(l‘f‘p)N nZ 2

1 11~ "~ n
cos Jm — “2n
log (1 + %)
Poiché 2 = — 0 per n — +00 ne deduciamo che lim ———5—"= =
n—+00 COS Vo
sin i

Per calcolare lim ————=——, ricordiamo che per ogni successione (2, )nen infinitesima risulta

TL*)OO 1

TL
T : 1 1,2
e —1~ax, sine,~z, Vitz,—1~szz, e 1—cosz,~ 51,

Quindi per n — 400 otteniamo

1
sin =5 ~ L ~ i
e n I ~sinog ~ -3
mentre
1 - 1_1)_ 1 1 _ _
\Jcos —1= \/1+(cosn 1) I~3 (cosn 1) ~
da cui
sin 45 —1 1
(& n oz
~ 1 = —2
\JecosE —1 2n2
n
SIH 12 _
e dunque lim -2
—+00 /
etan 2 -1
Calcoliamo lim ————log (COS ) procedendo come nei precedenti esempi ricordando
_>
nEee /cos 3% -1

inoltre che per ogni successione infinitesima (x,, )nen risulta tan z,, ~ z,. Per n — 400 otteniamo

allora

1

1
tanzn —1Ntan2inf\/2*n,
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3

3/ 1 1 1
cos3—n—1~§(cosg—n—l)~—

log (cos o) =log (1 + (cos g — 1)) ~ (cos g — 1) ~ —2 3

Quindi per n — 400 abbiamo

etan% —1 1 QL 11 32n o\n
n
e (o) ~ T () =8 g =8 () e
cos 7 — 1 G 32n
tan =
et —1
e dunque lim ————log (cos 5 ) = 400
n—+oo 3 1
COS 757 — 1
tan i . . . . .
. Per calcolare il limite lim , osserviamo innanzitutto che possiamo scrivere
oo {/n? +n — \/n2 +1

il denominatore come

. 3
Vn24n—Vn2+1=Vn2+n <1 - 3%2;) =vn2+n (1 — n;j;ll) =vn2+n (1 — 31+ n2+n>
Abbiamo poi che per n — +o0o risulta

Yn2tn=ns 1+42

OJ\[\D

essendo {/1 + % — 1 e dunque {/1+ % ~ 1, mentre

1-n

_ 3 ~ 1 ~ 11
1 1+n2+n 3n2+n 3n

_1 —1 1 .
2+n = n1rl ~ = Otteniamo allora che

dato che n{ — 0 e che

{’/n2+n—€’/n2+1~n%-%

s

1
— 33

:M—‘

da cul in particolare che Vn24+n—vn2+1— 0, il limite dato presenta una forma indeterminata
del tipo 2 - Osservato che che per n — +oo risulta tan 3 possiamo concludere che

1
tan 3

1

"3
\3/n2+n_\3/n2+1N ll

3

Y1+ —1
. Calcoliamo lim T

n—+o0 log (1 + 2n) + sin g5
400, per il numeratore abbiamo

Come nei precedenti esercizi osserviamo che per n —

Riguardo al denominatore osserviamo che per n — +o0o abbiamo

log (1 + 2%) ~ 2% mentre sin:%n ~ 3%
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10.

11.

da cui
sin - £ n
n n
731 ~ 3T = 12’7” — 0.
log (1 + 2n) 2n

Ne segue allora che

1
log(l—i—;n)—i-singln—log(l—i-;n)-(l—i-logs(l?fl)) ~2in
271

1
SN o .
2 ) ~ 1. Possiamo allora concludere che per n — 400

log<1+27
Y1+ —1 1.1
2 1 9n

log (1 + 5k) + sin - =

45 —1

e quindi che lim =
4 n—+oo log (1 + ) + sin 55

essendo 1 +

=

NOTA: per studiare il denominatore non abbiamo potuto applicare direttamente la relazione di
asintotico trattandosi di una somma.

2
Il limite lim (COS %) COlIlVOlge una successione di tlpO esponenzmle che potremo riscrivere
n—-4o0o

nella forma
1\n? n?log (cos l)
(COS *) =e n
n

Studiamo quindi il comportamento della successione ad esponente a, = n?log (cos %) Per
n — 400 abbiamo

log (cos ) =log (1 + (cos2 —1)) ~ (cosi —1) ~ -1

n n

e quindi
_ 2 1 2 (_11y_ _1
an =1 log(cosﬁ) ~n- ( 2n2) = —3
Ne segue che per n — +o0 risulta a,, — —% e dunque che
1\n? n“og(cos%) _ anp _% 1
(COS ﬁ) =€ =€ — € = %

3/cos L —1

Calcoliamo lim 7‘@! al variare di o € R. Osserviamo innanzitutto che se o > 0 allora
no—too log(l4+n®)

n® — 400 e quindi log(1 +n®) — +o00. Ne segue che, essendo @/cos % —1 — 0, in questo caso

il limite non presenta una forma indeterminata. Dall’algebra dei limiti otteniamo dunque

3/cos L —1
lim YY" _ =0, sea>0.
n=too log(l+n®) ’ =

Allo stesso modo, osservato che se a = 0 allora log(1 + n®) = log 2, otteniamo immediatamente

che
3 s 1 _
cos —= 1

lim +—Y— = se o = 0.
n—too log(1+n%) 0, 0
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Se invece a < 0 alloran® — 0 e quindi log(14n%) — 0, il limite presenta una forma indeterminata
del tipo %. Procedendo come nei precedenti esercizi otteniamo che

3 1 1o 21
,/cos\/ﬁ 1 3

Riguardo al denominatore, essendo n® — 0, otteniamo

3=

e quindi

SCOSL_l 11 0 Se_1<a<0
v vn "~ _3n 1.1 1

log(1 + n®) pa w773 sea=-l

—00 sea<—1

Riunendo quanto trovato possiamo concludere che

0 se > —1
,S/COSL—I
lim YY" ! _1 gqg=—-1
n—s-too log(l+n®) 3

—00 sea< -1

. Per calcolare il limite lim (cos %) al variare di @ € R procediamo come nel precedente
n—-+o0o

esercizio. Abbiamo che )
1\n% _ n%log (cos ﬁ)
(cos 5) =e

e che per n — 400 risulta
log (cos 1) ~ —%%

n n

Ne segue che per n — 400 si ha

—00 sea>2

n® log (cos%) ~n®- (—%#) :—%na_2—> —% sea=2
0 se a < 2
e dunque
) 0 se a > 2
(cos %)na =" log(cos ﬁ) — e_% se =2
1 se a < 2
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