RISOLUZIONE

1. Per verificare il limite lim = 1 dobbiamo verificare che per ogni € > 0 esiste ng € N tale

n—+oon + 1

che
n
e+l 1‘ <e Vn > no
n _ 1 :
Osservato che i l= abbiamo

n 1 1
m—1‘<5 <~ T-H<€ <~ g—1<n

Preso allora, grazie alla proprieta archimedea, ng € N tale che % — 1 < ng otteniamo che per
ogni n > ng risulta

1
E—1<n0§n = 1

o — 1‘ <e
e quindi che il limite ¢ verificato.

2. Verifichiamo che lim n? —4n + 1 = +oco provando che per ogni M > 0 esiste ng € N tale che

n—-+oo
n?—dn+1>M Vn > ng

Osservato che per ogni n > 5 risulta n? — 4n + 1 > n? — 4n = n(n — 4) > n, scelto ng € N con
ng > 5 tale che ng > M otteniamo che per ogni n > ng risulta

n2—4n+12n2—4n:n(n—4)Zn2n0>M

3. Dobbiamo verificare che lim log(—~) = —o0, ovvero che per ogni M > 0 esiste ng € N tale
n—+00 n=+1

che
log(n%ﬂ) <—-M Vn>ng

Applicando ’esponenziale di base e ad ambo i membri della precedente disequazione otteniamo

M

log(n%ﬂ)<_M<:>n%+1<e_ <:>n2>eM—1

Dato che per ogni n € N risulta n? > n, scelto ng € N tale che ng > eM — 1, per ogni n > ng
risulta

n?>n>ng>eM -1 = log( )< —M

_1
n2+1

4. Siano a, = (_le)n +1leb, = 1+(n_21)n. Osserviamo che, essendo le successioni ((—1)")pen €

(14 (=1)")pen limitate e (#)neN successione infinitesima, risulta

—1)" 1 —1)"
lim u = lim L -0
n—-+oo n2 n—-+oo n2
e quindi che
. (=1
lim a, = lim ——+1=1
n—-+4oo n—-4oo n
mentre ) 1y
lim b, = lim + (; ) =0
n—-4o0o n—-+4oo n



Possiamo quindi concludere che l'affermazione ¢ falsa (entrambe le successioni ammettono

limite, sono regolari), anche 'affermazione ¢ falsa (sono entrambe regolari ma lim a, =
) ) n
n—-+o0o

1#0= lim by,) mentre ¢ vera dato che entrambe le successioni sono convergenti, quindi
n—-+o0o

in particolare limitate.

. Siano (a,) e (b,) due successioni positive tali che la successione somma (a,, + by,) risulti con-
vergente. Abbiamo che I'affermazione , (an) e (by) sono convergenti, e falsa. Ad esempio le
successioni a, = 1+ (—1)" e b, = 1 — (—1)" non sono regolari mentre si ha che a,, + b, = 2, per
ogni n € N, e dunque che (a,, +by,,) € convergente. Anche laffermazione , (an —by,) € regolare,
¢ falsa: per le successioni dell’esempio sopra risulta a, —b, = 14+ (—1)"—(1—(-1)") =2-(-1)"
e tale successione non ¢ regolare.

L’affermazione , (an) e (by) sono limitate, ¢ invece vera. Infatti, essendo (ay + by, ) successione
convergente, abbiamo che esiste M > 0 tale che a,, + b, < M per ogni n € N. Poiche (a,) e (by)
sono positive, se ne deduce che 0 < a, < ap +b, < M e 0 < b, < ap+b, <M per ognin € N
e dunque che (a,) e (b,) sono limitate.

. Siano (an) e (b,) due successioni tali che lim a, = lim b, e lim 3= =0.
n—+oo n—+oo n—+oo 1
L’affermazione ¢ vera, infatti essendo liI_’I_l 7% = 0 dalla definizione, scelto ¢ = 1 abbiamo
n—-—4oo °n
che esiste ng € N tale che Z—: < 1 per ogni n > ng da cui, essendo positive risulta a, < b, per

ogni n > ng.
L’affermazione ¢ falsa, scelte ad esempio a, =neb, =n

n? = —oo. Infine I’affermazione e vera, infatti

2 risulta lim a, —b, = lm n—
n—-+4o0o n—-4o0o

lim a,+b,= lm b, (Z—” + 1) = lim b,
n—-+oo n—-+00 n n—-+00

dato che §* 4+ 1 — 1 per n — +o0.

. Raccogliendo n? a numeratore e /n a denominatore otteniamo che

2 2 -1 3 9 -3 2
i 2o VRol g g 2ot
n—too 3y/n—29n  notoo 3—2n"%
dato che lim nP = 0 per ogni p < 0 mentre lim n? = 400 per ogni p > 0.
n—+00 n—+o0
. Abbiamo
; 25" 4" ; 5" _% ; 5\n 2_(%)71
ngr—&r-loo 5 —4n _ngr—ir-looﬁ.f)-ﬁ—l_ngr—&r—loo(Z) '5(i)n_1——00
A . 5\ 5 . 4\n . 1\n

poiché ngl—fl—loo (1) = +oo, essendo 3 > 1, mentre nll}l}rloo (5) = nll)grloo (Z) = 0 dato che

0<i<leO<i<L

. Usando le proprieta dei logaritmi possiamo scrivere

lim log(n) + log(n? + 2) — log(n* +3) = lim log ("U 2

n—+oo n=—+oo nt+3
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o . 249 3
e poiché per n — 400 risulta "5:2:3) = "n:fgn

che

lim log(n) + log(n? + 2) — log(n? +3) = —c0

n—-4o00

10. Usando le proprieta degli esponenziali possiamo scrivere

. 67712 T e\ —n2 1 o
ngrfoo 3-n? _ 93-n? - ngrfoo (5) ' 3\—n? -
(3) " -8

dato che per n — +oo risulta —n? — —oco e a5 0 per ogni a > 1.

11. Per o > 0 si ha

(. n 14 o
lim n- 5 = = —00
n—+oo 1 + =
. n®—nd+n .11
lim ————— = lim —- —— =0
n—+oo N2+ 2n n—+oon 14 2
1— 3—a 11—«
lim n®2. n —;—n = 400
\n—)—&—oo 1 + =

dove nell’ultimo caso abbiamo usato il fatto che se &« > 3 allora v —2 > 0
per n — +00.

12. Per 0 < a < 3 abbiamo

3

lim ————— = lim
n—-+oo g 4 27 — 3n+1 n—s-+oo

2" — i , (w>n( (2)" -1

dato che m > 3 > 2 mentre 0 < § < 1. Se a = 3 abbiamo

2n — g . 2" — g

im —— = lim ———
n—too 3" + 27 — 3t nojoo 20 — 237

= lim <
n——+oo \ 3

Infine se a > 3 risulta

T oy Gre [
m ———— = lim (— ={_
n—too @ +20 — 31l noteo\a/ 14 (2)" -3 ()" 0
Riunendo quanto ottenuto possiamo concludere che
+0o0
I 2n — g (7‘1’)” (%)n—l —0
im ————— = lim (— =
notoo @ 20 — 3 T noteo \a) T4 (2)743(3)" | -1
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— 0T, dal limite notevole dei logartimi otteniamo

0

se0<a<3
sea=3
sea >3

e dunque n® 2

sea=Tm

sea>Tm

se0<a<3
sed<a<m
sea=m

sea>Tm



