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TEOREMA 4.5. (DI WEIERSTRASS)

Sia f(x) funzione continua nell’intervallo chiuso e limitato [a,b]. Allora
f(z) ammette massimo e minimo in [a,b: esistono Tm,,xprr € [a,b] tali che
F(rm) < f(x) < flaar) per ogni z € |a,b).

DiM. Posto M = sup,¢(q 4 f(2) € RU{+00}, sia (Y5 )nen una successione crescente
tale che y,, =& M per n — 400. Per ogni n € N sia

A, ={x €[a,b]|f(x) > yn} e an,=IinfA,.
Per ogni n € N, essendo y,, < yn+1, risulta A,,+1 C A,, C [a,b] e quindi che
a<ap<apy1 <b perognineN.
La successione (a,)nen € successione crescente e limitata in [a, b] e quindi, dal Teo-
rema di regolarita delle successioni monotone, tale successione risulta convergente,
sia xpyy = lim ay, € [a,b)].
n—-+oo
Proviamo che f(za) = M e dunque che M € R e che zps € [a,b] € punto di mas-

simo. A tale scopo osserviamo che, dalla caratterizzazione di estremo inferiore, per
ogni n € N esiste x,, € A, tale che

1
angxngan+ﬁ

Dal Teorema del confronto per i limiti, otteniamo che anche x,, — x; per n — +o0,
da cui, essendo f(x) continua f(x,) — f(za) per n — +o00. D’altra parte, essendo
Zn, € Ay, abbiamo che M > f(x,) > y, per ogni n € N e poiche y,, — M per
n — +o0o, sempre dal Teorema del confronto per i limiti, risulta f(z,) — M per
n — +o0o e dunque che f(xp) =M O



