CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA CIVILE E AMBIENTALE
SECONDA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 17 GENNAIO 2015

2

1+4)"
(1) La successione a, = # con « € IR risulta convergente
a
per nessun o € IR @ solose a > e
solose a < 0 @ nessuna delle precedenti

(2) La funzione f,(r) = (z — a)e”#! per qualche a > 0

non ammette asintoti @ non ammette punti di massimo
¢ derivabile nel suo dominio @ nessuna delle precedentj

(3) La funzione f(z) = (1 + z)log(l — z) + z+/1 + ax per x — 0 ha ordine di infinitesimo

[a] 2 per ogni a € IR @ maggiore di 3 per qualche a € IR
3 per qualche o € IR @ nessuna delle precedenti
1
r—2
4) L’integrale dz vale
(4) Liinteg /0 (x+ 1)(22 1 2)
%bg% @%logQ—g
2log 3 @ nessuna delle precedenti
= nl(2n)"
(5) La serie di potenze Z n(zTZL)a:” ha insieme di convergenza
n=1
R bl {0}
(_ia 2_16 ) @ nessuna delle precedenti



RISOLUZIONE

’I’L2 = .
1. La risposta esatta e @ Infatti, osservato che (1 + %) = log(1+7) e che, dallo sviluppo
di Taylor di ordine 2 del logaritmo, per n — 0 risulta

1 1

1 1 1
2log (14+ =) =n*(= — =— —))=n— 1
n og( + n) n <n 52 +0(n2)) n - g +o(1)

otteniamo che

+o0 sea<e

an = an = an —=

O ) .

1+ ) ce’ <E> emzte 5 L0 sea>e
o . -

7 sea=e

e dunque, dal creiterio del rapporto, che la successione risulta convergente se e solo se a > e.

2. La risposta esatta ¢ @ Per ogni o > 0 la funzione risulta definita e continua in IR con

lim f(z)=0
r—300
e quindi per ogni o > 0, = 0 risulta asintoto orizzontale per f,(x) per x — f00, dunque [a]
¢ falsa.
Per ogni o > 0 la funzione risulta derivabile in ogni x # 0, con

f,(x):{ex(l—i—a—x) sex >0

“ e“(l—a+x) sex<0

mentre per ogni o > 0 non risulta derivabile in z = 0 essendo lim fi(x) =1+a # lim f/(z) =
z—0 z—0~

1 —a (z = 0 & punto angoloso), dunque [c] ¢ falsa.

Inoltre, se o > 1 risulta f!(z) > 0 solo se x € (0, + 1) e dal criterio di monotonia possiamo
concludere che la funzione risulta (strettamente) crescente in [0, o + 1] e (strettamente) decres-
cente in (—o00,0] ed in [a + 1, +00). I punti x =0 e © = a + 1 risultano allora rispettivamente
punti di minimo e di massimo relativo con f,(0) = —a e fo(a +1) =e L

Se invece 0 < a < 1 allora risulta f’(z) > 0 solo se z € (o — 1, + 1) e dal criterio di
monotonia possiamo concludere che la funzione risulta (strettamente) crescente in [ — 1, v+ 1]
e (strettamente) decrescente in (—oo,a — 1] ed in [ + 1,400). Ipuntiz =a—-lez=a+1



a>1 O<ax<xl
0 1
a+1 €T a+1 &
Crafico di fo(z) = (z — a)e 1l
risultano allora rispettivamente punti di minimo e di massimo relativo con f,(a — 1) = —e*™!

e fola+1) =1
Dunque per ogni o > 0 la funzione ammette un punto di massimo relativo e quindi anche @ e
falsa.

3. La risposta esatta e [c]. Infatti, per x — 0 risulta

2 1‘3 2

falw) = (Ut a) (= 5 = G+ 0(a®) + (1 + 5o — o’ +o(a))
2 3 3 2
:—x—%—%—m2—%+x+%x2—%x3+o(x3))
3 5 2
- (% - Dt (G + %)x?’ +o(z%)
Ne deduciamo che se o # 3 allora fo(z) = ($—3)2%+0(z?) e la funzione ha ordine di infinitesimo
pari a 2 mentre se a = 3 allora f,(z) = —%:2” + o(z®) e la funzione ha ordine di infinitesimo

pari a 3.

4. La risposta corretta ¢ [a]. Infatti, osservato che
T —2 1 x

(x+1)(22 +2) _a:—|—1+x2—|—2’

T —2 1 2x
de = — dr + 1 d
/(x+1)(x2+2) ! /x+1 “2/.@2” v

= —log |z + 1| + 1 log(z® + 2) + ¢

otteniamo




e dunque

! T —2 . ) _ ) ,
/0 R [—log|z + 1] + 3 log(a” +2)] = 5(log3 — log8) = ; log ¢

5. La risposta esatta ¢ [a]. Posto a,, = ”‘;?;%)", dalla gerachia degli infiniti, per n — 400 si ha
. DI(2n + 2)rtt 20’ 1)(2n + 2 1\" 2
| _ (n+1)!(2n +2) _mEnEet) () 1\ e
|an‘ (n+1) n|(2n)n 22n+1 n 4n

e dunque, dal metodo del rapporto di D’ Alembert, ne segue che la serie ha raggio di convergenza
p = +o0o. Dalle proprieta del raggio di convergenza otteniamo allora che la serie converge in
ogni x € IR ovvero che il suo insieme di convergenza e IR.



CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA CIVILE E AMBIENTALE
SECONDA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 12 FEBBRAIO 2015

log(14+xz)—e®® sinh

sex >0

(1) La funzione f(x) = {\/T{L’g— 3 se 1 <0

, nel punto zg =0

a| e continua per ogni «, § € IR ¢ derivabile per & = —% e ogni 8 € R
2
¢ derivabile solo per a = —% ef=1 @ nessuna delle precedenti
lz—1]
(2)* L’equazione ze T =a
[a] non ammette soluzioni se 0 < o < 1 @ ammette soluzione per ogni o € IR
ammette due soluzioni per ogni a > 1 @ nessuna delle precedenti
x
(3) La funzione f,(x) = Ata? + (1 — z) sin(ax) per x — 0 ha ordine di infinitesimo
x
al 2 per ogni o € maggiore di 3 per qualche v €
2 gni R ggiore di 3 Ich R
3 per qualche o € IR @ nessuna delle precedenti

1
(4)* L’integrale improprio / rlog(z?® + ) dx vale
0

log\/§ @+oo

0 @ nessuna delle precedenti
oo an
(5) La serie numerica Z converge se e solo se
n=1 ,/1—1—3% —coszin
1 1
<3 (b lal <1
al <3 [d] nessuna delle precedenti



RISOLUZIONE

1. La risposta esatta e @ Infatti, osservato che
log(14 z) — e*sinhax =z — %2 +o(2*) — (14 az + o(z))(z + o(z?)) = —(a + 1)2” + o(2?)
otteniamo che

log(1 — e sinh
lim f(z)= lim og(l + ) — €™ sin T~ lim —(a+ )z +o(z) =0

z—0t z—0t X r—0t

ed essendo lim f(z) = lim V1+22 -3 =1— 5 = f(0), otteniamo che la funzione risulta
z—0~

z—0~
continua solo per § = 1, per ogni a € IR.

Riguardo la derivabilita, per 8 = 1, dal precedente sviluppo abbiamo

f(z) — f(0) log(1 + ) — e**sinh x

lim = lim = lim —(a+3)+o(l) = —(a+ 2
20+ x 20+ a2 20+ (a+3) +oll) (a+3)
e quindi la funzione ammette derivata destra in 2o = 0 con f} (0) = —(a + 1). Essendo invece

fl(x) = ﬁ per ogni x < 0 e

x
li () = lim ———= =0
g fle) = B e
si ha che la funzione ammette derivata sinistra in xy = 0 con f’ (0) = 0. Ne concludiamo allora
che la funzione risulta derivabile in zqg = 0 solo per f =1e a = —%.
2. La risposta esatta e @ Posto f(z) = SL’@M, determiniamo le soluzioni dell’equazione
f(z) = aal variare di @ € IR. Abbiamo che la funzione risulta definita e continua in D = IR\{0}
e risulta f(z) > 0 per > 0 mentre f(z) < 0 per z < 0. Si ha

|[z—1]

lim f(xr)= lim ze = =400
r—=Fo00 r—300
. . 1 . Y .
mentre, ricordando che lim zer = lim % = +o00, abbiamo
z—0t Y—>+00

. . 1-z . 1 _ . . 1=z
lim f(z) = lim ze = = lim zese ' =400 e lim f(z)= lim ze’s =0
z—07t z—07t z—07t z—0~ z—0~



Per ogni x € D con x # 1 la funzione risulta derivabile con

b T (1+1) seax>1
-

1—x

s (1-2) sex<l,z#0

(osserviamo che z = 1 & punto angoloso essendo lim f'(x) =24# lim f'(x)=0).

z—1 z—1-
Poiche risulta f'(z) > 0se x € (—00,0)U (1, +00) mentre f'(z) < 0sex € (0,1) , dal criterio di
monotonia stretta possiamo concludere che la funzione risulta strettamente crescente in [1, +00)
ed in (—o0,0) mentre risulta strettamente decrescente in (0,1]. Il punto z = 1 risulta allora
punto di minimo relativo con f(1) = 1.

Dal Teorema dei valori intermedi e dalla monotonia stretta, ne deduciamo che '’equazione
f(z) = @ ammette un’unica soluzione per v < 0 e a = 1, due soluzioni per a > 1 e nessuna
soluzione per 0 < av < 1. La risposta esatta e quindi [a].

3. La risposta esatta e @ Infatti, per x — 0 risulta
falz) =2(14+2)" 2+ (1 —2)sin(az) = 2(1 — 2z + o(z)) + (1 — 2)(azx + o(z?))
= (a+ 1)z — (2 + a)r* + o(z?)



Ne deduciamo che se a # —1 allora f,(x) = (a+1)x+o0(x) e la funzione ha ordine di infinitesimo
pari a 1 mentre se a = —1 allora f,(z) = —2* + o(2?) e la funzione ha ordine di infinitesimo
pari a 2.

4. La risposta corretta e [c]. Infatti, integrando per parti otteniamo

2 22 1 2 1
/xlog(erxQ)dx:%log(x+x2)— i dx:%log(x+m2)—§/2:p—1+ dx

2 24w z+1

1
= E(leog(x—i—xQ) —2*+x—loglr+1|) +c

e dunque

1 1
/ zlog(z + 2%)dr = lim [ wzlog(z + 2%)dr = lim [$(2”log(z 4+ 2%) — 2° + z — log |z + 1|)]
0

1
e—=01 /. e—0t €

= lim (—c?log(e +&%) +e* —e+logle +1]) =0

e—0t 2

in quanto, dal limite notevole lim+ x*logz = 0 per ogni o > 0, risulta lim+ e?log(e + &%) =
z—0 e—0

lim e*loge + £ log(1 + ¢€) = 0.
e—0t

5. La risposta esatta e [c]. Osserviamo innanzitutto che per n — +o0 si ha

/1+2 1 1+(1)+11+(1> 1+(1) 1
——coS—=—+40(—=)+=z—+o(—=)=—=+o0o(=) ~ —
3" 2n 3n 3" 24 4n 3" 3" 3n

1 1 . a™ .
essendo 47 = o(3z). Posto a, = ————, risulta allora
1437 —cos

P
(1) Ay ~ ozT = (3a)", n — +oo.
3n

Ne segue che |a,| ~ (3|a|)” e poiche la serie 7% (3|a|)" risulta convergente se e solo se
3la] < 1, dal criterio del confronto asintotico ne deduciamo che se |a| < 3 la serie S a,
risulta assolutamente convergente e dunque convergente. Sempre da (1), abbiamo che se o > %
allora a,, — +o00, se a = % allora a,, — 1, mentre se a < —%, la successione (a,) non ammette
limite. In ogni caso, dalla condizione necessaria alla convergenza possiamo concludere che se
la| > L 1a serie S q,, non risulta convergente

- 3 n=0 "N g .

Ne concludiamo che la serie data converge se e solo se |a] < %



CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA CIVILE E AMBIENTALE
SECONDA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 28 FEBBRAIO 2015 —

, _n“logn .
(1) La successione a, = W risulta convergente
n)!
per ogni o > 1 @ per nessun o € IR
per ogni a < 2 @ nessuna delle precedenti

(2)* L’equazione ax + log(|x — 1] — 1) =2 con o > 0 ammette

[a] tre soluzioni per ogni 0 < o < e™? @ nessuna soluzione per ogni a > e
una sola soluzione per ogni o > 0 @ nessuna delle precedenti

(3)* La funzione f,(z) = log(cos(z®)) + 1sinh®z, dove @ > 0, per z — 0 ha ordine di
infinitesimo

[a] 20 per ogni @ > 0, v # 1 @4per qualche oo > 0
2 perogni 0 <a <1 @ nessuna delle precedenti

nlw

(4) L’integrale / | cos x| sin® z dx vale
0

[a] 1 [b]o
-3 @ nessuna delle precedenti

le““’”—\/l—x

5) L’integrale improprio _
(5) & prop o Tarctan./z

dx converge

per ogni o € ]fi @ per nessun « € IR
solo se o # —35 @ nessuna delle precedenti



RISOLUZIONE

1. La risposta esatta e @ Infatti, osservato che

any1  (n+1)""log(n+1) (2n)!
an (2n + 2)! nomlogn

on + > 2
Clog(n+1) (n+1)e (1+ 1) LR I
- -~ 4

=2
logn  (2n+2)(2n+1) n ved

0 se a < 2
e che e? > 4, dal Criterio del rapporto deduciamo che la successione converge se e solo se a < 2.

2. La risposta esatta ¢ [a]. Posto f,(z) = az + log(Jx — 1| — 1), determiniamo le soluzioni
dell’equazione f,(z) = 2 al variare di a > 0. Abbiamo che la funzione risulta definita e continua
in D = (—00,0) U (2,4+00). Dalla gerarchia degli infiniti, per ogni a > 0 si ha

| —1]-1
lim f,(z)= lim z(a+ og(le — 1] ):j:oo
r—+00 x—+00 xT
mentre
lim fo(z) = lim f,(x) =—0c0
z—0— r—2+

Osservato che per ogni x € D risulta

ar +log(rx —2) sex>2
fola) = (z —2)
az + log(—x) sex <0

la funzione risulta derivabile con

1 — ar—2a+1 se > 2

o+
/1‘ _ T— r—2
fi(x) {oz-i—%:aw_ﬂ sex <0

Risulta allora f/(z) > 0 se z € (—o0,—2) U (2, +00) mentre f/(z) < 0se z € (—1,0) , dal

criterio di monotonia stretta possiamo concludere che la funzione risulta strettamente crescente
in (—o00, —=] ed in (2, 400) mentre risulta strettamente decrescente in [—+,0). Il punto z, = —%

risulta allora punto di massimo relativo con f,(z,) = —1 — loga e che risulta f,(z,) > 2 se e
solo se o < e73.

10



\2 2 2

Grafico di fu(z) = az +log(lr —1]—1)perO<a<e 3 a=e3ea>e3

Dal Teorema dei valori intermedi e dalla monotonia stretta avremo allora che 'equazione
fo(z) = 2 ammette

- tre soluzioni se 0 < av < 73

- due soluzioni se @ = e3

- una soluzione se o > 673

3. La risposta esatta e @ Infatti, per ogni o > 0, per x — 0 risulta

fa(z) = (cos(z®) — 1) — L(cos(z®) — 1)* + o((cos(z*) — 1)*) + S sinh®z
S5 ol 4 Yok § o)
o) + 5 + 5 + o(ah))

Ne deduciamo che se o > 1 allora 2% = o(z2), fa(z) = Z + o(2?) e la funzione ha ordine di
infinitesimo pari a 2, se a < 1 allora 2* = o(2**), fa(z) = —%
di infinitesimo pari a 2ac mentre se « = 1 allora f,(x) = % + o(z*) e la funzione ha ordine di
infinitesimo pari a 4.

4. La risposta corretta e [a]. Infatti, osservato che

. 03
/cosa:51n2xd:c = L+,

11



utilizzando la proprieta di additivita dell’integrale otteniamo

(I3

™

2
/ \cosx|sin2xdx:/ cosxsiandx—/ cos x sin® x dx
0 0 z

2

3,72 5,737

i i 1 11

{Sms x} {SHE x] s (335 =1
5. La risposta esatta e [a]. Osserviamo innanzitutto che per z — 07 si ha

e —V1I—a=1+ar+%a? +o(z?) — (1 - Lo — La? + o(a?)

= (a+g)a+ (5 + 2" +o(a?) ~ {((H e oseas

1,2 _ 1
T se v = —3
8 :
mentre x arctan \/x ~ x2. Abbiamo allora che
A== [e+

e —Vl—w 2 sea# -1

—\/_ ~ VT 2

rarctan/x 1 —_1

VT o osea=—3

e dal Criterio del confronto asintotico ne deduciamo che I'integrale converge per ogni o € IR.

12



CORsI DI LAUREA IN INGEGNERIA CIVILE E AMBIENTALE
SECONDA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 28 FEBBRAIO 2015 —

2n
. n .
(1) La successione a, = Sl risulta convergente
[a] per ogni o > 1 @per ogni a € IR
per ogni o < 2 @ nessuna delle precedenti

(2)* L’equazione ax + log(|x — 2| —2) =1 con o > 0 ammette

una sola soluzione per ogni a > 0 @ due soluzioni per ogni a > 1
tre soluzioni per ogni 0 < o < e 2 @ nessuna delle precedenti

(3)* La funzione f,(z) = %sinh®z — log(cosh(z®)), dove a > 0, per  — 0 ha ordine di
infinitesimo

[a] maggiore di 4 per qualche o > 0 @ 2ce per ogni 0 < o < 2
2 per ogni a > 0, v # 2 @ nessuna delle precedenti

™

(4) L’integrale / | sin 2| cos® z dx vale

s
2

0 [b] -
1 @ nessuna delle precedenti

! xarctanz

o V1i+ar—e®

[a] per nessun o € IR @ per ogni o € IR
solo se av # —2 @ nessuna delle precedenti

(5) L’integrale improprio dr converge

13



RISPOSTE*

1. La risposta corretta e @ Infatti

+00 sea <2
Qni1 e’ 2—q 02
~ 3 =95 se o =2
anp,
0 se o > 2

Dal criterio del rapporto si ottiene che la successione converge se e solo se a > 2.

2. La risposta corretta ¢ [c]. La funzione f,(x) = ax + log(Jxr — 2| — 2) ¢ definita in

(—00,0) U (4, +00) con lim, 400 fo(z) = F00 € lim, o- fo(z) = lim, 4+ fo(x) = —00 per ogni
o > 0. Risulta inoltre strettamente crescente in (—oo, —+) e (4,+00), mentre ¢ strettamente
decrescente in (—%,0). Il punto 2, = — & punto di massimo relativo con f,(z) = —1—loga.

Si ha allora che l'equazione f,(z) = 1 ammette una sola soluzione se f,(z,) < 1 cio¢ per

a > e 2 due soluzioni se f,(z,) = 1 ovvero se a = e~? e tre soluzioni se f,(z,) > 1, e quindi

per 0 < a < e 2.

3. La risposta corretta ¢ [a]. Infatti, per ogni o > 0, per x — 0 risulta

falz) = %2 — % + "’%: — % + o(x*) + o(x*)

quindi se o = 1 risulta f,(z) = o(z?*) e la funzione ha ordine di infinitesimo maggiore di 4.

_cosdz

5 T ¢, otteniamo

4. La risposta corretta & [c]. Infatti, osservato che [sinz cos? xdx =

™ 0 ™
/ |sinm|cos2xdx:—/ sinxcostdx—F/ sinzcos’rdr =1
us us
z z 0

2 2

5. La risposta corretta e @ L’integrale improprio per x — 07 converge per ogni o € IR poiche

per x — 0T risulta
2\
I (x)N{aTz se o 7 —2

_\/LE se v = —2

14



CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA CIVILE E AMBIENTALE
SECONDA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 28 MARZO 2015

2n . n
, n“"a
(1) La successione a, =
(2n)!
diverge per ogni o > 2 @ converge per ogni o > ()
converge per ogni o > % @ nessuna delle precedenti

(2)* La funzione f(x) =z + /|22 —3| -1

[a] non ammette asintoti @ non ammette punti di minimo relativo
non ammette punti di massimo relativo @ nessuna delle precedentj

(3) La funzione f,(x) = ves"® — cosh(z®), dove o > 0, per x — 0 ha ordine di infinitesimo

minore di 1 per ogni a > 0, av # % @ maggiore di 2 per qualche o > 0
1 per ogni 0 < a < % @ nessuna delle precedenti

us

2
(4)* L’integrale / e** cos x dx vale
0

A"~ 2 [b] (e - 2)

2—e nessuna delle precedenti

1
t
(5) L’integrale improprio /0 o (COSa\r/CE)a Iizsm (o) dx converge

per ogni o € ]1R @ per nessun « € IR
solo se o # —3 @ nessuna delle precedenti

15



RISOLUZIONE

1. La risposta esatta e [a]. Infatti, osservato che

Ant1 B (n_|_ 1)2n+2an+1 (2”)' _ (7’L+ 1)2 (1 1)271 . CY€2

an (2n +2)! n2an a(2n +2)(2n+1) n

dal Criterio del rapporto deduciamo che la successione converge se a < ;% e diverge se a > ;12.
Essendo 2 > ;%, la successione risultera divergente per ogni o > 2.

2. La risposta esatta & [d ] La funzione risulta definita e continua in D = (—o0, 2]U[—v/2, v/2]U
2, 4+00). Risulta

lim f(z)= lim z+ V2?2 —-4=+oc0

r——+00 T——+00
mentre
. . ) 4 . 2
lim f(r)= lim z+ Va2 —-4= lim 2(1—4/1——)= lim —=0
T—r—00 T—>—00 T——00 €T T——+00 I

Si ha quindi che z = 0 risulta asintoto orizzontale per + — —oo e quindi che [a] ¢ falsa (la
funzione ammette inoltre y = 2z come asintoto obliquo per x — +00). Osservato che per ogni

x € D risulta
r+Va2—4 se|xr|>2
T+V2—2x se|x|§\/§

la funzione risulta derivabile per |z| > 2 e |2| < /2 con

fz) =

1- = se |r| < /2

f/<x):{1+\/7j se |I|>2

Risulta allora f/(x) > 0 se 2 € (—v/2,1) U (2, +00) mentre f'(z) < 0se z € (—o0,2) U (1,v2).
Dal criterio di monotonia stretta possiamo concludere che la funzione risulta strettamente
crescente in [—+/2, 1] ed in [2, +00) mentre risulta strettamente decrescente in (—oo, —2] ed in
[1,4/2]. 1l punto = = 1 risulta allora punto di massimo relativo con f(1) = 2, mentre i punti
r = £2 e r = £+/2 risultano punti di minimo relativo con f(£2) = %2, f(£v2) = £V/2.
Quindi sia @ che [c] risultano false.

16
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Grafico di f(z) =z + +/|2% — 3| —

3. La risposta esatta e @ Infatti, per ogni a > 0, per x — 0 risulta

1 N N
fa(x) = 2% — cosh(z®) = 1 + $sinz + L sin®z + o(sin®x) — (1 + % + % + o(z*))
x z2e «a
= +0(2%) + §(z + 0(2))* — & — 57 + o)
x z? z2e «a
=5+ % +o(a?) = 55 — 57 +o(a™)
Ne deduciamo che se 2a > 1 allora 2?* = o(z), fo(z) = 2 —|— o(z) e la funzione ha ordine di
infinitesimo 1, se 2a = 1 allora f,(z) = & — & + o(2®) = 5 + 0( ?) e la funzione ha ordine
di infinitesimo 2 mentre se 2a < 1 allora z = o(z%*), fo(z) = _T + o(2**) e la funzione ha

ordine di infinitesimo 2a < 1. Quindi la risposta esatta ¢ @

4. La risposta corretta e @ Infatti, posto I = [ €** cosx dx, integrando per parti due volte si
ottiene

I =e** sinz—2 / e* sinx dr = * sin 1—2(—e** cos 142 / e* cosx) = e* sin 1+2e** cos v—41
da cui

I= /62”” coszdx = te*(sinz + 2cosx) + ¢
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e quindi

SRSIE

— 1(€7r_2)

s
2
/0 e coszdr =i [e*(sinz + 2cosz)|? =1

5. La risposta esatta e [c]. Osserviamo innanzitutto che la funzione integranda f,(z) =

arctan x s : . +
Sn(an) g (cos v © continua in (0,1]. Per x — 07 si ha

sin(az) — log(cos vx) = ax + o(x?) — (cos vz — 1) +

mentre arctan xz ~ . Abbiamo allora che
fa(x) ~ ¢ T3

e dal Criterio del confronto asintotico ne deduciamo che l'integrale converge solo se « # —%.
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CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA CIVILE E AMBIENTALE
SECONDA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 13 GIUGNO 2015

: VT e > ()
(1) La funzione f(z) = { Vite-vi=z , nel punto zo =0
arctan(fzx) sex <0

e continua per ogni « # % efelr @ e derivabile se a = 23
¢ derivabile solo per a = % ep= i @ nessuna delle precedenti
(2) L’equazione z3 + |22 — 2| =
non ammette soluzione per qualche a € IR @ ammette due soluzioni se a < 0

ammette un unica soluzione per ogni o > 0 @ nessuna delle precedenti

(3) La funzione f,(z) = sin(az?) — #2¢*** per & — 0 ha ordine di infinitesimo

2 per ogni a € IR @ 4 per qualche oo > 0
6 per qualche o <0 @ nessuna delle precedenti
T 1 +logx
4) L’integrale improprio ——dx vale
(4) g prop /1 CESIE

log % @ nessuna delle precedenti

+00 "
(5) La serie di potenze g ————  ha insieme di convergenza
n=1

vnlog(n+1)

@] [-1,1) b (-1,1)
R @ nessuna delle precedenti
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RISOLUZIONE

1. La risposta esatta e @ Infatti, osservato che per x — 0 si ha

2,.2 2
2y % 2
5 + o(x*) (1 2+24+0(x))

1 2 1
= (a+§>x+<%—ﬂ>x2+o(x2)

mentre v/1+z — /1 —x = 2z + o(z) ~ 2z, otteniamo che

lim f(z) = lim e —cos T :élim (a+1)+(a—2—i)x+o(x):§<a+l)

z—0t z—0t \?’/]_—i—x— \‘5/]_—55 2 z—0+ 2 24 2 2

e —cosvr=1+ax+

ed essendo lim f(z) = lim arctan(fz) =0 = f(0), otteniamo che la funzione risulta continua
z—0~ z—0~

solo per aw = —3%, per ogni € IR.

Riguardo la derivabilita, per a = —%, dai precedenti sviluppi abbiamo
1 1) .2 2
_ ar __ L _ L1 1
lim M — lim € cos 'z :§ lim (8 24)35 + o(z?) _ 1
=0+ x a=0t (142 — /1 —2) 220t x2 8

e quindi la funzione ammette derivata destra in zo = 0 con f}(0) = £. Essendo invece f'(z) =
B

v/ 1+(Bx)?

xg = 0 con f’(0) = . Ne concludiamo allora che la funzione risulta derivabile in 2y = 0 solo
_ 1 _ 1
pera=—5e =z

per ogni * < 0 e lim f'(z) = f, si ha che la funzione ammette derivata sinistra in
z—0~

2. La risposta esatta ¢ @ Osserviamo che, posto f(z) = z°+|2?—2|, 'equazione data equivale
a f(x) = a. Studiamo quindi 'immagine della funzione f(x). La funzione risulta definita e
continua in IR con

1 2
lim f(z)= lim 2®+2°-2= lim m3(1+———>:j:oo_
x

r—to0 r—Fo0 r—Fo0 1‘3

Poiche la funzione ¢ continua in IR, dal Teorema dei valori intermedi possiamo dedurre che per
ogni @ € IR l'equazione f(x) = o ammette almeno una soluzione e quindi che [a] ¢ falsa. Per
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determinare il numero esatto delle soluzioni, studiamo la monotonia della funzione. Osservato
che per ogni z € IR risulta

€T) =
/@) 2} — 2242 selr| < V2

{x3+x2—2 se x| > /2

abbiamo che la funzione risulta derivabile in ogni |z| # /2 con

f(z) = 3r2 42z =2(3r +2) sel|r| > V2
322 — 20 = x(3r —2) se x| < V2

Risulta allora f'(z) > 0 se z € (—o00, —v/2) U (—v/2,0) U (2,v/2) U (v/2, +00) mentre f'(z) <0
se r € (%, v/2). Dal criterio di monotonia stretta possiamo concludere che la funzione risulta
strettamente crescente in (—o0,0] ed in [3,+00) mentre risulta strettamente decrescente in

[0, %] Il punto z = 0 risulta allora punto di massimo relativo con f(0) = 2, mentre il punto

_ 2 . . o . . 2 o 50
r = 3 risulta punto di minimo relativo con f(3) = 5.
Y
2
50
27
0o 2 v
3

Dal Teorema dei valori intermedi e dalla monotonia stretta della funzione possiamo dedurre

che 'equazione f(r) = a ammette esattamente

50.

e una soluzione per ogni a > 2 e a < 3
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50.
277

. . . 50
e tre soluzioni per ogni 52 < a < 2.

e due soluzioni pera =2 e a =

Ne concludiamo allora che anche @ e risultano false.
3. La risposta esatta e @ Infatti, per ogni a > 0, per x — 0 risulta

fa(@) = sin(az?) — 22> = az® + o(z*) — 22(1 + 2% + o(z?))

= (a — 1)2? — 22* + o(2?)

Ne deduciamo che se a # 1 allora f,(z) = (a—1)2z*+o0(2?) e la funzione ha ordine di infinitesimo
2, se a = 1 allora f,(z) = —22* + o(z*) e la funzione ha ordine di infinitesimo 4. Quindi la

risposta esatta ¢ @

4. La risposta corretta e @ Infatti, integrando per parti abbiamo

1+1 1+1 1 1+1 1 1
/_+°gxdx:_ +°g"””+/ dm:——+0gx+/—— dx
(x 4+ 1)2 x+1 x(r+1) x+1 x r+1

1+1
=—w~l—log]$|—log|x+1|+c, ceR
r+1
da cui
141 Y141 1+1 ’
/ ﬂd:ﬁ: lim /ﬂd:c: lim —ﬂ—l—logm-log]:c—i-l]
1 (x+1)2 btoo J; (x4 1)2 b—+00 r+1 1
. 1+ logb 1 1
—bginoo—ﬁ+logb—log(b+l)+§+10g2— §+10g2
5. La risposta esatta ¢ [a]. Posto a, = m, per n — 400 si ha
annal _ /ilog(n + 1)

= —
|| vn + 1log(n + 2)

e dunque, dal metodo del rapporto di D’Alembert, ne segue che la serie ha raggio di convergenza
p = 1. Dalle proprieta del raggio di convergenza otteniamo allora che la serie converge in ogni
|z| < 1 e non converge in ogni |z| > 1. Osservato poi che

an  /n

2 Y
L log(n+1) oo
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e che la serie 72 L diverge, dal criterio del confronto asintotico possiamo concludere che la
serie ZZ:; a, diverge e quindi che la serie di potenze diverge per x = 1.

Si osservi poi che a,, — 0 per n — +00 e che, essendo il logaritmo e la radice quadrata funzioni
crescenti, risulta y/nlog(n + 1) < v/n+ 1llog(n + 2) per ogni n € N. Dal Criterio di Leibniz
possiamo allora concludere che la serie Z:z(—l)”an risulta convergente e quindi che la serie
di potenze converge per xr = —1.

Riunendo quanto ottenuto possiamo concludere che l'insieme di convergenza della serie di
potenze data e [—1,1).
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CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA CIVILE E AMBIENTALE
SECONDA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 12 SETTEMBRE 2015

VE@2-VI=a? o4 ()
(1) La funzione f(x) = T et , nel punto zp =0
tan(fx) sex <0
e continua per ognia > 1le g € IR @ e derivabile per ognia < 1le g € IR
e derivabile solo per a <1e =0 @ nessuna delle precedenti

(2) Tra le aree di tutti i rettangoli di diagonale uguale a d > 0 quella massima ¢

d [b| 242

% @ nessuna delle precedenti
(3) La funzione f,(z) =1 —x —e* —sin(cosz — 1) per x — 0 ha ordine di infinitesimo
[a] 2 per ogni a € IR @1perognia€]R

4 per qualche a € IR @ nessuna delle precedenti

2
(4) L’integrale / z2el*= Y dz vale
0

[a] 8e — 6 13
0 [d] nessuna delle precedenti
(2n)!log =
(5) La serie numerica Z A con o € IR risulta
“~  nonl
convergente solo se a > 0 [b| convergente per ogni a € R
divergente per ogni o € IR @ nessuna delle precedenti

24



RISOLUZIONE

1. La risposta esatta e @ Infatti, osservato che per z — 0 si ha

Vi a2 = V1—a22=1+ 12"+ o0(z®) — (1 — 327 + 0(2?)) = 227 + o(z?)

otteniamo che

) R i (e RPN N PR
B S = e e T e T e
3 sea>2

ed essendo lim f(z) = lim tan(fz) = 0 = f(0), otteniamo che la funzione risulta continua
z—0~ z—0~

solo per a < 2, per ogni 8 € IR.

Riguardo la derivabilita, per a < 2, dai precedenti sviluppi abbiamo

flx) = f(0) _ lim Vita?—Vi—a? lim V1422 — /1 — 22

lim

20+ x 20+ x(z? + x%) 20+ xotl
) 0 se v < 1
=2 lim =2 sea=1
a—0+ xo1 3

+o00 sea>1
e quindi la funzione ammette derivata destra in o = 0 con f}(0) = % sea=1, fi(0) =0se
a < 1. Essendo invece f'(z) = #iﬁx) per ogni x < 0 e lim f'(z) = B, si ha che la funzione

z—0~

ammette derivata sinistra in o = 0 con f’(0) = 8. Ne concludiamo allora che la funzione
risulta derivabile in 2o = 0 solo per a =1¢e = % epera<lef=0.

2. La risposta esatta ¢ [c]. Osserviamo che, detta b la base del rettangolo, h 'altezza e d la
diagonale, dal Teorema di Pitagora risulta h = v/d? — b2. L’area di un rettangolo di diagonale
d e base b sara quindi data dal prodotto b-+/d?> — b?. Determiniamo allora il massimo della
funzione A(b) =b-+v/d?* —b% con b € [0,d]. La funzione risulta derivabile in ogni b € (0, d) con

d* — 20?
VH? — &2

Avremo allora che A'(b) > 0se b < L, A'(b) < 0se b > -L e quindi che la funzione risulta

A'(b) =

V2’ V2
crescente in [0, \%], decrescente in [\%,d]. Il punto by = % risulta allora punto di massimo
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assoluto con A(by) = dz—z. Osserviamo che il rettagolo di diagonale d di area massima & un
quadrato di lato \%.

In alternativa, detto a € [0, 5] I'angolo tra la base del rettangolo e la sua diagonale, la base del
rettagolo sara uguale a d cos a, 'altezza a d sin a. L’area del rettangolo di diagonale d sara allora
data da d? cos asin « e si poteva determinare il massimo della funzione A(a) = d? cos asin a al
variare di o € [0, 5]. Il valore massimo di tale funzione risulta % e si ottiene in corrispondenza
di Qp — %
3. La risposta esatta e @ Infatti, per ogni o > 0, per x — 0 risulta
folz) =V1—2—€* —sin(cosz — 1)

=1-1r—1a? +o(a?) — (1 +az+ %$2* + o(2?)) — (cosz — 1+ o((cos x — 1)?))

= (L +a)r— (L +2D)a? +o(a?) — (—i2? + o(z?))

= - +a)r— (% - 2)a*+o(a?)
Ne deduciamo che se a # —31 allora f,(z) = —(5 + @)z 4 o(z) e la funzione ha ordine di
infinitesimo 1, se @ = —3 allora f,(z) = 12% 4 o(2?) e la funzione ha ordine di infinitesimo 2.

Quindi la risposta esatta e @

4. La risposta corretta e @ Infatti, dalla proprieta di additivita dell’integrale abbiamo che

2 1 2
/ el dy = / re! " dr + / e dr
0 0 1

Integrando per parti si ottiene che
/$261_1’ de = —x%e!™" + /Q:Uel_w de = —z2e' ™ — 2ze! ™" 4 /261_”” dx
= 2% —2re! ™" —2e' " tc= "+ 20+ 2)+¢, c€R

da cui .
/ ?e' M dr = [—e' T (2® + 22 + 2)](1) = 2e — 5.
0

Mentre

/xQem_l dr = z2e* 1 — /erm_l dr = z%e'™ — 2ze" 1 + /26”“1 dzx

=22 — 2" 4 2" f o= (2P =204+ 2) +¢, cER
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e quindi

2
/ ?e" e = [e" N (2® — 2z + 2)]? =2e— 1.
1

Ne concludiamo che

2 1 2
/ 22l dy = / e da + / 22 Ydr =2 —5+2 —1=4e —6
0 0 1

1
5. La risposta esatta e @ Posto a,, = %(a), per n — 400 si ha
any  (2n+2)og Ay n®nl  (2n+2)(2n+1) log(n +1) n \""
an  (n+1ete(n+ 1)1 (2n)llogd — (n 4 1)att logn n+1
An? 0 se > 1
~ D ema D ey )4 sea=1
na—l—l na—l e

+00 sea <1

Dal criterio del rapporto, essendo % > 1, ne segue che la serie converge se a > 1 e diverge se
a < 1.

() Nota, la serie & a termini negativi, i risultati visti per le serie a termini positivi continuano perd a valere
essendo i termini della serie di segno costante
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