CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA BIOMEDICA ED ELETTRONICA
PRIMA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 13/12/2007-{A |

(1) Fornire la definizione di funzione integrabile secondo Riemann.

(2) Enunciare e dimostrare il Teorema di Rolle.

(3) Sia f(x) funzione continua, positiva e pari in IR e sia F'(z) = / f(t)dt. Provare
0

di ciascuna delle seguenti affermazioni se e vera o falsa.

A. F(z) ¢ dispari. [Vero| |Falso]

B. IEIJPOO F(z) = +o0. | Vero| | Falso|
b b

C. Per ogni b > 0, /bf(t)dt = 2/ f(t)dt. [Vero| |Falso]
- 0

(4) Siano (a,) e (b,) successioni regolari e positive tali che b,, = o(a,,) per n — +o0.
Provare di ciascuna delle seguenti affermazioni se ¢ vera o falsa.

bn

A, lim = 0. |Vero| [Falso|
n—+0o @, —+ bn

B. Per ogni successione non nulla (¢,) , IC’—Z = o(ay). |Vero| [Falso|

C. lim log(1 + bn) =1 |Vero| [Falso|

n—-+00 an



SOLUZIONE
Per i quesiti (1) e (2) consultare il libro di testo e/o gli appunti del corso.

(3) E vera. Infatti, essendo f(x) pari, per ogni x € IR, operando la sostituzione
t = —s, risulta

E falsa. Ad esempio la funzione f(r) = ; +1x2 ¢ continua e pari in /R mentre,

essendo / e dt = arctanz, risulta lim F(x) = 7. Un altro esempio ¢ dato
0

r—+00
dalla funzione f(z) = cosz, continua e pari in IR ma tale che F(x) = / cost dt =

0
sin x non ammette limite per r — +o0.

E vera. Infatti, avendo provato che F'(x) & dispari, per ogni b > 0, dalla proprieta
di additivita dell’integrale risulta

/_bbf(t)dt = /_Obf(t)dt+/0bf(t)dt: —/O_bf(t)dt+/0bf(t)dt

= F(-b)+ F()) =2F () =2 [ f(t)dr

0

(4) E vera. Difatti dalla definizione di “0” piccolo e dalla legge di cancellazione
dei termini trascurabili si ha

: b, . o(an) _ ofan)
im = lim ——————= lim = 0.
n—+oo q,, + b, n—-+oo q,, -+ 0<an) n—+oo
E E falsa. Ad esempio le successioni a, = %, b, = # e c, = n% sono tali che

b, = o(a,) mentre lc’—z # o(a,) essendo

b by 1 1
lim = lim —— = lim —n® =400
n—-4o00 an, n—-4o00o Ay, Cp, n—-+oo n,

E falsa. Difatti, per ogni successione (b,) tale che b, — 0 per n — +o00, essendo

log(;iﬂ’") — 1, dalla definizione di “0” piccolo si ottiene
n

lim log(1 + by,) — lim log(1 + b,) bn
n—-+o00 A, n—-+0o0 bn (079

=0



CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA BIOMEDICA ED ELETTRONICA
PRIMA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 13/12/2007—

(1) Fornire la definizione di derivata ed il suo significato geometrico.

(2) Enunciare e dimostrare il Teorema della media integrale.

(3) Sia f(z) funzione continua e dispari in IR e sia F(z) = /x f(t)dt. Provare di
0

ciascuna delle seguenti affermazioni se ¢ vera o falsa.

A. F(x) e pari. [Vero| |Falso]

B. IEIJPOO F(z) € R. |Vero| | Falso|
b

C. Per ogni b > 0, /bf(t)dt = 0. [Vero| |Falso]

(4) Siano (a,) e (b,) successioni regolari e positive tali che a,, = o(b,,) per n — +oo.
Provare di ciascuna delle seguenti affermazioni se ¢ vera o falsa.

an +bn

A, lim 1. |Vero| [Falso|
n—-+00 by,

B. Per ogni successione (c,), a,c, = o(by,). |Vero| [Falso|

C. lim Sy _ [Vero| |Falso]

n—-—+o0o bn



SOLUZIONE
Per i quesiti (1) e (2) consultare il libro di testo e/o gli appunti del corso.

(3) E vera. Infatti, essendo f (x) dispari, per ogni € IR, operando la sosti-
tuzione t = —s, risulta

E falsa. Ad esempio la funzione f(x) = —%; € continua e dispari in IR mentre
. 1+22 ’

_t
1412

¢ dato dalla funzione f(z) = sinx, continua e dispari in IR ma tale che F(z) =

essendo dt = 3log(1 + 2?), risulta 361_1)1510O F(z) = 4o00. Un altro esempio

/ sint dt = 1 — cosx non ammette limite per x — +o00.
0

E vera. Infatti, avendo provato che F'(z) € pari, per ogni b > 0 dalla proprieta
di additivita dell’integrale risulta

ﬁfwﬁ:[y@ﬁ+4”®ﬁ=—A%ﬂWﬁ+£f@ﬁ

= —F(=b)+ F(b) =0

(4) E vera. Difatti dalla definizione di “0” piccolo e dalla legge di cancellazione
dei termini trascurabili si ha

) a, +b b, + o(b . b
lim — " = lim ni(") = lim — =1.
n—-4o00 b, n——+00 b, n—+oo b,

E falsa. Ad esempio le successioni b, = %, ap = # e ¢, = n® sono tali che
a, = o(b,) mentre a,c, # o(b,) essendo

: AnCn ) an ) 14

lim = lim —¢,= lim —n° =400

n—-+00 bn n——+0o00 bn n—-+oo n

E falsa. Difatti, per ogni successione (a,) tale che a,, — 0 per n — +o00, essendo
e — 1, dalla definizione di “0” piccolo si ottiene

. sin a,, . sin a,, @,
lim = lim — =0
n—-+00 n n—+oo @, bn




CORSI DI LAUREA IN INGEGNERIA BIOMEDICA ED ELETTRONICA
PRIMA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 8/01/2008 —

(1) Fornire la definizione di integrale improprio su intervallo limitato, provare che

I
/ o= dx converge se e solo se p < 1 ed enunciare il criterio del confronto asintotico.
0T

(2) Enunciare e dimostrare il criterio di convessita.

(3) Sia (a,) una successione divergente a +o0o0. Provare di ciascuna delle seguenti
affermazioni se e vera o falsa.

A. (a,) € crescente. [Vero| |Falso]
B. inf{a,|n € IN} € R. | Vero| |Falso|
C. (i) e limitata. [Vero| |Falso]

(4) Siano f(x) e g(z) funzioni non negative e continue in [1,+o00) tali che f(1) >
g(1) > 0, xliriloof(:v) = xlirlloog(m) =0e f(x) = o(g(x)) per x — +o00. Provare di

ciascuna delle seguenti affermazioni se & vera o falsa.

A. f(z) > g(x) per ogni z € [1,+00). [Vero| |Falso]
B. esiste a > 1 tale che f(x) < g(x) per ogni = € (a,+0). | Vero| | Falso|
C. esiste xy > 1 tale che f(zg) = g(zo). [Vero| |Falso]




SOLUZIONE
Per i quesiti (1) e (2) consultare il libro di testo e/o gli appunti del corso.

(3) E falsa. Si pensi ad esempio alla successione a, = (24 (—1)")n tale succes-
sione diverge a 400 essendo a, > n per ogni n € IN ma non risulta crescente.

E vera. Difatti, dalla definizione di limite, per ogni M > 0 esiste v € IN tale che
a, > M per ogni n > v. Posto allora m = min{M, aq, as, ..., a,_1} risulta a, > m
per ogni n € IN e la successione risulta inferiormente limitata. Dal Teorema di
esistenza dell’estremo superiore ed inferiore, segue allora che inf{a, |n € IN} € R.

E vera. Infatti, dall’algebra dei limiti, essendo a,, — 400 per n — +o00, si ha

- — 0. Ed essendo la succesione (--) convergente risulterd anche limitata.
n n

(4) E falsa. Difatti le funzioni f(z) = 2% e g(z) = 1 sono non negative e

continue in [1,+00) e f(z) = o(g(x)) per x — 400 essendo % =2 — 0 per

x — +4oo. Inoltre, f(1) = 2 > ¢g(1) = 1 > 0 mentre per ogni z > 2 risulta
flz) < g(x).
B vera. Difatti, essendo f(z) = o(g(x)) per x — +o00, dalla definizione di “0”

piccolo risulta % — 0 per x — +o00. Dalla definizione di limite otteniamo che

esiste a > 1 tale che \%] < 1 per ogni > a e dunque, essendo le funzioni non
negative, f(z) < g(x) per ogni z € (a,+00).

E vera. Difatti, per quanto provato in , esiste b > a > 1 tale che f(b) < g(b)
ed essendo per ipotesi f(1) > g(1), dal Teorema di esistenza degli zeri applicato alla

funzione h(z) = f(x) — g(x) nell'intervallo [1,b], otteniamo che esiste xo > 1 tale
che h(zg) = 0 ovvero f(xg) = g(zo).



CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA BIOMEDICA ED ELETTRONICA
PRIMA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 13/12/2007—

(1) Fornire la definizione di derivata ed il suo significato geometrico.

(2) Enunciare e dimostrare il Teorema della media integrale.

(3) Sia f(z) funzione continua e dispari in IR e sia F(z) = /x f(t)dt. Provare di
0

ciascuna delle seguenti affermazioni se ¢ vera o falsa.

A. F(x) e pari. [Vero| |Falso]

B. IEIJPOO F(z) € R. |Vero| | Falso|
b

C. Per ogni b > 0, /bf(t)dt = 0. [Vero| |Falso]

(4) Siano (a,) e (b,) successioni regolari e positive tali che a,, = o(b,,) per n — +oo.
Provare di ciascuna delle seguenti affermazioni se ¢ vera o falsa.

an +bn

A, lim 1. |Vero| [Falso|
n—-+00 by,

B. Per ogni successione (c,), a,c, = o(by,). |Vero| [Falso|

C. lim Sy _ [Vero| |Falso]

n—-—+o0o bn



SOLUZIONE
Per i quesiti (1) e (2) consultare il libro di testo e/o gli appunti del corso.

(3) E vera. Infatti, essendo f (x) dispari, per ogni € IR, operando la sosti-
tuzione t = —s, risulta

E falsa. Ad esempio la funzione f(x) = —%; € continua e dispari in IR mentre
. 1+22 ’

_t
1412

¢ dato dalla funzione f(z) = sinx, continua e dispari in IR ma tale che F(z) =

essendo dt = 3log(1 + 2?), risulta 361_1)1510O F(z) = 4o00. Un altro esempio

/ sint dt = 1 — cosx non ammette limite per x — +o00.
0

E vera. Infatti, avendo provato che F'(z) € pari, per ogni b > 0 dalla proprieta
di additivita dell’integrale risulta

ﬁfwﬁ:[y@ﬁ+4”®ﬁ=—A%ﬂWﬁ+£f@ﬁ

= —F(=b)+ F(b) =0

(4) E vera. Difatti dalla definizione di “0” piccolo e dalla legge di cancellazione
dei termini trascurabili si ha

) a, +b b, + o(b . b
lim — " = lim ni(") = lim — =1.
n—-4o00 b, n——+00 b, n—+oo b,

E falsa. Ad esempio le successioni b, = %, ap = # e ¢, = n® sono tali che
a, = o(b,) mentre a,c, # o(b,) essendo

: AnCn ) an ) 14

lim = lim —¢,= lim —n° =400

n—-+00 bn n——+0o00 bn n—-+oo n

E falsa. Difatti, per ogni successione (a,) tale che a,, — 0 per n — +o00, essendo
e — 1, dalla definizione di “0” piccolo si ottiene

. sin a,, . sin a,, @,
lim = lim — =0
n—-+00 n n—+oo @, bn




CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA BIOMEDICA ED ELETTRONICA
PRIMA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 14/03/2008{A |

(1) Fornire la definizione di estremo superiore finito ed infinito e le corrispondenti
caratterizzazioni.

(2) Enunciare e dimostrare il Teorema di caratterizzazione delle funzioni costanti.

(3) Sia f(z) funzione definita in un intervallo [a,b] tale che f(z) risulta continua
in (a,b) e f(a)f(b) < 0. Provare di ciascuna delle seguenti affermazioni se ¢ vera o
falsa.

A. esiste zg € (a,b) tale che f(zg) =0. [Vero| | Falso]

B. per ogni xy € (a,b) esiste finito lim f(z) . |Vero| [Falso|
T—T0

C. esiste finito lim f (x) . |Vero| [Falso|

(4) Sia f(x) funzione continua e positiva in [0, +00) tale che 1ir+n flx) = 400.

Provare di ciascuna delle seguenti affermazioni se e vera o falsa.

A. esiste a > 0 tale che f(z) risulta crescente in [a, +00). [Vero| |Falso]

B. f(x) ammette minimo in [0, +00). |Vero| [Falso|
+oo ]

C. l'integrale ——dz converge. ’Vero‘ ’Falso‘
o flz)




SOLUZIONE

Per i quesiti (1) e (2) consultare il libro di testo e/o gli appunti del corso.

sex =20

. . : -1 . L
(3) E falsa. Ad esempio la funzione f(x) = {1 se z € (0,1] ¢ definita in
0, 1], continua in (0,1) con f(0)f(1) = —1 < 0 ma f(z) # 0 per ogni x € (0, 1).

|B| E vera, difatti essendo la funzione continua in (a,b) per ogni o € (a,b) risulta

lim f(z) = f(xo).

Tr—xQ

. -1 =0
E falsa, ad esempio la funzione f(z) = {1 :i i (0,1

continua in (0,1) con f(0)f(1) = -1 <0 ma 11I£1+ f(x) = +o0.

] ¢ definita in [0, 1],

(4) E falsa. Ad esempio la funzione f(z) = /T +sinz + 1 & continua e positiva
in [0,+00) e lir}rl f(z) = 400 ma non risulta crescente in [a,+00) per ogni a > 0.

Difatti f'(z) = ﬁ + cosx cambia segno infinite volte in ogni intervallo [a, 4+00)
essendo

lim f'(z) —cosx = lim =0

i 5=
E vera. Infatti, essendo la funzione positiva, abbiamo che {f(z) |z € [0, +00)}
¢ insieme inferiormente limitato. Sia m = ér;% f(z) > 0. Poiche wgrfoo f(x) = +o0,
esiste a > 0 tale che f(x) > m+ 1 per ogni > a. Ne segue che ;I;f(;f(l‘) > gch;f(‘)f(:E)
e dunque che

=0 = B, /)

Essendo f(z) funzione continua in [0, a] dal Teorema di Weierstrass abbiamo che
f(z) ammette minimo in [0, a] e dunque che esiste xy € [0, a| tale che

f(xo) = min f(@) = inf f(z)=m

z€0,a] z€0,a]
ovvero f(xg) = min f(z).
E falsa. Ad esempio la funz10ne f =1+ x ¢ continua e positiva in [0, +00)
con hrJP f(z) = 400 ma / dx risulta divergente.
r— 0

10



CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA BIOMEDICA ED ELETTRONICA
PRIMA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 14,/03/2008-|B]

(1) Fornire la definizione di funzione continua e la classificazione delle discontinuita
con relativi esempi.

(2) Enunciare e dimostrare la Formula fondamentale del calcolo integrale.

(3) Sia f(z) funzione continua e limitata IR. Provare di ciascuna delle seguenti
affermazioni se ¢ vera o falsa.

A. f(x) ammette massimo o minimo in IR. |Vero| |Falso|

B. esiste xginoof(x) . [Vero|  |Falso]

C. per ogni zy € IR esiste finito lim f(z) . ’Vero\ ’Falso\
T—T0

(4) Sia (a,) successione positiva tale che a, — 0 e — ( € IR per n — +o0.

An+1
an
Provare di ciascuna delle seguenti affermazioni se e vera o falsa.

A <1, ’Vero‘ ’Falso‘
B. (<1 | Vero| ’Falso‘
C. se 0 # 1, esiste ng € IN tale (ay,)n>n, risulta monotona. |Vero| |Falso|

11



SOLUZIONE
Per i quesiti (1) e (2) consultare il libro di testo e/o gli appunti del corso.

(3) E falsa, ad esempio la funzione arctan x ¢ continua e limitata in /R ma non
ammette ne’ massimo ne’ minimo in IR.

E falsa. Ad esempio la funzione sin x e continua e limitata in IR ma non ammette
limite per z — +o0.

E vera. Infatti, essendo f(z) continua in IR per ogni o € IR risulta lim f(z) =
T—xo
S (o).

(4) E vera. Difatti se per assurdo ¢ > 1 dal criterio del rapporto per successioni
positive avremo a,, — +oc¢ in contraddizione con l'ipotesi a,, — 0.

E falsa. Ad esempio la successione a, = % e successione positiva e infinitesima

ma a "
+1
o — — =1

an, n+1

E vera. Difatti, se £ < 1, preso 0 < € < 1 — ¥, dalla definizione di limite
esiste ng € IN tale che 0 < ag—:l < L+ e < 1 per ogni n > ng da cui, essendo
an > 0, an41 < a, per ogni n > ng e la successione (an)n>n, risulta decrescente.
Analogalmente, se £ > 1, preso 0 < & < £—1, esiste ng € IN tale che 1 < {—e < *=2
per ogni n > ny OVVEro a,41 > a, per ogni n > ng e la successione (ay,)n>n, rlsulta
crescente.

12



CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA BIOMEDICA ED ELETTRONICA
PRIMA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 14/03/2008-{C|

(1) Fornire la definizione di funzione derivabile ed enunciare il Teorema del differen-
ziale.

(2) Enunciare e dimostrare il Teorema di esistenza degli zeri.

(3) Sia f(z) funzione derivabile e strettamente convessa in IR tale che lirjgl flx) =

T— 00

+00. Provare di ciascuna delle seguenti affermazioni se e vera o falsa.

A. f(x) ammette almeno uno zero. [Vero| | Falso]
B. f(x) ammette al pit due zeri. |Vero| [Falso|
C. esiste a > 0 tale che f(z) risulta crescente in [a, 4+00). ]Vero\ ’Falso‘

(4) Sia (a,) successione positiva tale che a, — 0 e 22 — ¢ € JR per n — +o0.

Provare di ciascuna delle seguenti affermazioni se ¢ vera o falsa.

A <1 | Vero| | Falso|
B. (<1 [Vero| |Falso]
C. se l # 1, esiste ng € IN tale (ap)n>n, risulta monotona. ’Vero‘ ’Falso‘

13



SOLUZIONE
Per i quesiti (1) e (2) consultare il libro di testo e/o gli appunti del corso.

(3) E falsa, ad esempio la funzione 1 + 22 & derivabile e strettamente convessa
in [ con lim f(z) = 400 ma non ammette alcun zero.
T— 00

E vera. Siano a e b due zeri della funzione con a < b. Allora risulta f(z) continua
in [a,b], derivabile in (a,b) con f(a) = f(b) = 0. Dal Teorema di Rolle segue che
esiste x¢ € (a,b) tale che f'(zg) = 0. Essendo la funzione strettamente convessa, dal
criterio di monotonia otteniamo che la derivata f'(x) risulta strettamente crescente
e dunque che f'(z) < 0 in (—o0,z0) e f'(x) > 0 in (xg,+00). Ne segue che f(z)
risulta strettamente crescente in (—oo, x| e strettamente decrescente in [z, +00),
in particolare la funzione risulta iniettiva in (—oo,z¢] e in [z, +00). Quindi f(z)
ammette un unico zero in ciascuno dei due intervalli e a e b risultano gli unici zeri
di f(z).

In alternativa, osserviamo che essendo lim f(z) = 400, f(x) ammette minimo

assoluto zg € IR (si veda risoluzione (4)-A nella prova A) e dal Teorema di Fermat,
si ha che f'(zg) = 0. Essendo la funzione strettamente convessa, f’(x) risulta
strettamente crescente e dunque f'(x) < 0 in (—o0,2¢) e f'(z) > 0 in (2o, +00). Ne
segue che f(x) risulta strettamente crescente in (—oo, | e strettamente decrescente
in [xg,+00). Si ottiene allora che se f(zy) > 0 la funzione non ammette zeri, se
f(zo) = 0 la funzione ammette un unico zero mentre se f(xy) < 0 la funzione
ammette due zeri. Dunque f(z) ammette al pit due zeri

E vera. Infatti, proviamo innanzitutto che esiste a > 0 tale che f’(a) > 0. Se cosi
non fosse avremo che f'(z) < 0 per ogni > 0 e dunque che f(z) risulta decrescente
in [0,+00) ed in particolare f(z) < f(0) per ogni # > 0, in contraddizione con
'ipotesi zEIJPoo f(z) = +o0. Sia dunque a > 0 tale che f'(a) > 0, essendo la funzione

strettamente convessa, avremo che f’(z) risulta strettamente crescente e dunque che
f'(x) > 0 per ogni > a. Ne segue allora che f(x) risulta crescente in [a, +00).

(4) Si veda risoluzione prova B.

14



CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA BIOMEDICA ED ELETTRONICA
PRIMA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 07/04/2008-{A |

(1) Illustrare il concetto di derivata, fornire la regola di derivazione della funzione

inversa e dimostrare che D(arctanx) = x21+1 per ogni z € IR.

(2) Enunciare e dimostrare il Teorema di regolarita delle successioni monotone.

(3) Sia f(z) funzione monotona in [a,b]. Provare di ciascuna delle seguenti affer-
mazioni se ¢ vera o falsa.

A. f(z) & limitata in [a, b). |Vero| |Falso|

B. esiste lim f(z) per ogni xy € [a,b] . [Vero| |Falso]
T—T0

C. F(z) = / " £(t)dt & derivabile in (a, b). [Vero| [Falso]

(4) Sia f(x) funzione continua in IR tale che lirin f(z) = 0. Provare di ciascuna

T— OO

delle seguenti affermazioni se e vera o falsa.

A. f(z) ¢ limitata in IR. [Vero| |Falso]
B. / f(z) dz converge. |Vero| [Falso|
R
(z) dz converge ]Vero\ ’Falso‘
r2%+1 '

15



SOLUZIONE
Per i quesiti (1) e (2) consultare il libro di testo e/o gli appunti del corso.

(3) | A |E vera. Infatti, essendo per ipotesi la funzione monotona in [a, b], se crescente
risulta f(a) < f(z) < f(b) per ogni x € [a,b] mentre se decrescente risulta f(a) >
f(z) > f(b) per ogni z € [a, D]

E falsa, ad esempio la funzione parte intera f (x) = [x] € monotona crescente in

[0, 2] ma non ammette limite in xy = 1 in quanto lim [z] = 0 mentre lim [z] = 1.
z—1— z—1

E falsa, ad esempio la funzione parte intera f (x) = [z] ¢ monotona e dunque

integrabile in [0, 2] ma la funzione integrale

z 0 se0<z<1
F(x)_/o [t]dt_{x—l sel <x <2

non risulta derivabile in zo = 1.

(4) E vera. Infatti poiche lirin f(z) =0, esiste a > 0 tale che |f(z)| < 1 per

ogni |z| > a. Essendo f(z) funzione continua in [—a, a] dal Teorema di Weierstrass
abbiamo che f(x) ¢ limitata in [—a, a] e dunque che esiste m > 0 tale che |f(x)] < m
per ogni x € [—a,al. Posto M = max{1,m} si ottiene che |f(z)| < M per ogni
z € R.

~ . . o 1 N . . . o
E falsa. Ad esempio la funzione f(z) = —=— ¢ continua in IR e im f () =0

ma [ f(x)dz non converge essendo f(z) ~ L per  — +o0.

E vera. Infatti per quanto provato in , esiste M > 0 tale che |f(z)| < M per

ogni x € IR. Quindi 52(_?1 < xé\f_l

per ogni x € IR ed essendo [ m%ﬂ dx convergente,

f(z)
241

dal criterio del confronto otteniamo che [ dx converge assolutamente e quindi

converge.
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CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA BIOMEDICA ED ELETTRONICA
PRIMA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 07/04/2008-|B]

(1) Fornire la definizione di minimo, di minorante e di estremo inferiore. Fornire
un esempio di sottoinsieme di IR che ammette estremo inferiore ma non ammette
minimo.

(2) Enunciare e dimostrare il Teorema fondamentale del calcolo integrale.

(3) Sia f(x) funzione monotona in [a,b). Provare di ciascuna delle seguenti affer-
mazioni se € vera o falsa.

A. f(z) ¢ limitata in [a, b). [Vero| |Falso]
B. esiste lim f(z) per ogni zy € [a,b) . |Vero| [Falso|
C. F(z) = /x f(t)dt ¢ continua in [a,b). | Vero| | Falso|

(4) Sia f(x) funzione continua in [1,+o00) tale che hI_P f(z) = 0. Provare di

ciascuna delle seguenti affermazioni se e vera o falsa.

A. f(z) e limitata in [1, +00). [Vero| |Falso]
+oo

B. / f(z) dzx converge. | Vero| |Falso|
1

C. / = fif) dx converge. [Vero| |Falso]
1
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SOLUZIONE
Per i quesiti (1) e (2) consultare il libro di testo e/o gli appunti del corso.

(3) E falsa, ad esempio la funzione f (x) = % ¢ decrescente in [—1,0) ma non ¢
limitata.

E falsa, ad esempio la funzione parte intera f(z) = [z] & monotona crescente in
]

[0, 2] ma non ammette limite in xy = 1 in quanto lim [z] = 0 mentre lim [z] = 1.
z—1- z—1

E vera, infatti per ogni ¢ € (a,b), essendo f(z) monotona avremo che f(z)

risulta integrabile in [a, c| e dunque la funzione integrale F'(x) = [T f(t)dt risulta
continua in [a, ¢] per ogni ¢ € (a,b). Ne segue che F(x) ¢ continua in [a, b).

(4) E vera. Infatti poiche lirf f(z) =0, esiste a > 1 tale che |f(z)| < 1 per

ogni x > a. Essendo f(x) funzione continua in [1,a] dal Teorema di Weierstrass
abbiamo che f(x) ¢ limitata in [1, a] e dunque che esiste m > 0 tale che |f(z)| < m
per ogni x € [1,a]. Posto M = max{l,m} si ottiene che |f(z)| < M per ogni
x € [1,400).

E falsa. Ad esempio la funzione f(z) = 1 & continuain [1,+00) e lim f(z) =0

T——+00
ma [;7 f(r) dr diverge.

E vera. Infatti per quanto provato in A, esiste M > 0 tale che |f(x)] < M per

ogni x € [1,+00). Quindi ‘% < % per ogni > 1 ed essendo [;™° %2 dzx conver-

gente, dal criterio del confronto otteniamo che [ % dx converge assolutamente e
dunque converge.
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CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA BIOMEDICA ED ELETTRONICA
PRIMA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 23/06/2008

(1) Hlustrare il concetto di funzione convessa ed enunciare i criteri di convessita.

(2) Enunciare e dimostrare il Teorema di regolarita delle successioni monotone.

(8b) Sia A C IR insieme non vuoto e limitato. Provare di ciascuna delle seguenti
affermazioni se ¢ vera o falsa.

A. A ammette massimo e minimo. | Vero| | Falso|
B. se inf A = sup A allora A & costituito da un unico punto. [Vero| | Falso]
C. se A non ammette minimo allora A contiene infiniti punti. |Vero| |Falso]

(4) Sia f(x) funzione continua e positiva in [1, 4+00) tale che lirf (x) = 0. Posto

x
F(x) = /1 f(t) dt per ogni x > 0, provare di ciascuna delle seguenti affermazioni se

¢ vera o falsa.

A. F(z) ¢ limitata in [1,400). |Vero| |Falso]
B. F(z) ¢ positiva in (1, 400). [Vero|  |Falso]
C. Esiste mll)rfm F(z) € RU {+o0}. | Vero| |Falso|
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SOLUZIONE
Per i quesiti (1) e (2) consultare il libro di testo e/o gli appunti del corso.

(3) E falsa. Ad esempio l'insieme A = (0,1) C IR & limitato ¢ non vuoto ma
non ammette ne’ massimo ne’ minimo.

E vera. Infatti posto m = inf A e M = sup.A, dalla definizione di estremo
superiore ed inferiore si ha m < a < M per ogni a € A. Se m = M allora risulta
m = a per ogni a € A e dunque A = {m}.

E vera, infatti essendo A limitato avremo che inf A € IR ma che inf A < a per
ogni a € A. Fissato comunque ag € A, avremo che inf A < a¢ e dunque, dalla
definizione di estremo inferiore, che ag non & un minorante di A. Ne segue che esiste
a1 € A tale che inf A < a1 < ag. Ripetendo il ragionamento, avremo che a; non ¢
un minorante di A e quindi che esiste as € A tale che inf A < ay < a1. Procedendo
in questo modo, otterremo una successione (a,),en in A tale che inf A < a, 41 < ay,
per ogni n € IN. Quindi A contiene infiniti punti.

(4) E falsa. Ad esempio la funzione f(z) = 1 ¢ continua e positiva in [1, +00)
e IEEI}OOf(I) =0 ma F(z) = [{ 1 dt = logz non ¢ limitata in [1, +00).

E vera. Infatti, poich® f(z) & continua in [1, 400), dal Teorema fondamentale del
calcolo integrale si ha che F(z) ¢ derivabile con F'(z) = f(x) per ogni z € (1,400).
Essendo f(x) positiva in [1,+00), dai criteri di monotonia stretta risulta che F(x)
¢ strettamente crescente in [1, +00) ed essendo F(1) = 0 ne segue che F'(z) > 0 per
ogni x > 1.

E vera. Infatti per quanto provato in , F(z) ¢ monotona crescente e per il

Teorema sul limite delle funzioni monotone esiste lim F(x) = sup F(x).
T—+00 z€[1,+00)
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CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA BIOMEDICA ED ELETTRONICA
PRIMA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 10/07/2008

(1) Enunciare il criterio del rapporto per successioni positive e provare che per ogni
a > 0 risulta hm % =0.

n—-+00

(2) Enunciare e dimostrare il criterio di integrabilita.

(3) Sia f(x) funzione definita e limitata in [a, b]. Provare di ciascuna delle seguenti
affermazioni se e vera o falsa.

A. f(z) ammette massimo o minimo in [a, b]. |Vero| |Falso|
B. se 1nfb] f(z) = sup f(z) allora f(z) ¢ costante in [a, b]. [Vero| |Falso]
z€la z€[a,b]
C. esiste (x,) C [a,b] tale che lirf flz,) = ir[lfb} f(z). | Vero| | Falso|
n—-100 TE|a,
(4) Sia f(z) funzione continua in (0, 1] tale che li%rl+ f(z) = +oo. Provare di

ciascuna delle seguenti affermazioni se e vera o falsa.

A. /Olf(ac) dx diverge. [Vero| |Falso]
B/f(md Vero] [Falso]

- diverge. ero also
C. /0 1 f\(/? converge. [Vero| |Falso]
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SOLUZIONE
Per i quesiti (1) e (2) consultare il libro di testo e/o gli appunti del corso.
(3) E falsa. Ad esempio la funzione

z sex € (0,1)
sexr=0ex=1

o~

1
2
¢ limitata in [0, 1] ma non ammette ne’ massimo ne’ minimo.

E vera. Infatti posto m = inf f(z) e M = sup f(z), dalla definizione di

z€lab] x€a,b]
estremo superiore ed inferiore si ha m < f(z) < M per ogni x € [a,b]. Se m = M
allora risulta m = f(z) per ogni x € [a, b].

E vera, infatti essendo f(z) funzione limitata in [a, b] avremo che

inf f(x) =inf{f(x)|z € [a,b]} =m € R.

z€la,b]

e che m < f(x) per ogni « € [a,b]. Inoltre, dalla definizione di estremo inferiore,
per ogni n € IN si ha che m + 1 non & minorante di {f(z) |z € [a,b]} e dunque che
esiste z,, € [a,b] tale che m < f(z,) < m + % Essendo % — 0 per n — +00, dal
Teorema dei carabinieri otteniamo che f(x,) — m per n — +oc.

(4) E falsa. Ad esempio la funzione f(x) = f ¢ continua in (0,1] e lim f(z) =

r—0t

1
+00 ma / L dx & convergente.
0 V¥

E vera. Infatti, essendo lim f(z) = 400 esiste § € (0,1) tale che f(x) > 1 per
ogni z € (0, 5] e dunque ( ) > = per ogni x € (0,0]. Dal criterio del confronto segue

allora che / fT dx e divergente e dunque sara tale anche / fT dx.
0 0

E falsa, ad esempio la funzione f(z) = f ¢ continua in (0,1] e lim f(z) = +o0

z—0t

1 1
ma / D) gy = / Ldx & divergente.
0 vV® 0o”
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CORSI DI LAUREA IN INGEGNERIA BIOMEDICA ED ELETTRONICA
PRIMA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 08/09/2008

(1) Fornire la definizione di massimo, di maggiorante e di estremo superiore di un
sottoinsieme A C IR.

(2) Enunciare e dimostrare il criterio di monotonia.

(3) Sia f(z) funzione definita e monotona in [a, b]. Provare di ciascuna delle seguenti
affermazioni se ¢ vera o falsa.

A. f(z) & limitata in [a, b). | Vero| |Falso|
B. f(x) ¢ continua in [a, b]. [Vero| |Falso]
C. f(x) ammette al pit discontinuita di prima specie. |Vero| |Falso|

(4) Sia f(x) funzione continua in [1,+o0) tale che liIJP f(z) = 0. Provare di

ciascuna delle seguenti affermazioni se ¢ vera o falsa.

+oo
A. /1 f(z) dzx converge. | Vero| | Falso|
B. /1 o fif) converge. ]Vero\ ’Falso‘
C. /1+OO f\;_i) diverge. |Vero| [Falso|
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SOLUZIONE
Per i quesiti (1) e (2) consultare il libro di testo e/o gli appunti del corso.

(3) E vera. Infatti, essendo la funzione monotona nell’intervallo chiuso e limitato
la,b], avremo f(a) < f(z) < f(b) per ogni x € [a,b] se f(z) risulta crescente mentre
f(b) < f(x) < f(a) per ogni = € [a,b] se f(x) risulta decrescente .

E falsa. Ad esempio la funzione parte intera f(z) = [2] nell'intervallo [0,2] &
monotona crescente ma presenta una discontinuita in xq = 1 essendo

lim [z] =0# 1= lim [z].

z—1— r—1t

E vera, infatti essendo f(z) funzione monotona e limitata in [a, b], dal Teorema
sul limite di funzioni monotone si ha che per ogni xy € [a, b esistono finiti i limiti

limi f(z). Inoltre, supponendo ad esempio la funzione crescente, si ha che
13—>(I)O

lim f(x) = sup{f() |« € [a,20] < f(xs) < nf{f(2) | € w0, 5] = lim f(a)

I‘—>I0 $—>I0

Quindi se zg risultasse punto di discontinuita si avrebbe lim f(x) # lim f (x) e

IE—)CEO :1?—>l‘0

dunque una discontinuita di prima specie.

(4) E falsa. Ad esempio la funzione f(z) = L ¢ continuain [1,400) e lim f(z) =

T——+00

“+o0o
0 ma / %dm ¢ divergente.
1

E vera. Infatti, essendo 1151_1 f(z) = 0 esiste M > 0 tale che |f(x)] < M

per ogni x > M e dunque |%] < xMQ per ogni x > M. Dal criterio del confronto
+o0 +oo

segue allora che / |%\ dx e convergente, quindi / % dx risulta convergente
M M

+oo
e dunque sara tale anche / % dx.
1

E falsa, ad esempio la funzione f(z) = 1 & continua in [1,4+00) e lim f(z) =0

T——+00

+oo +oo
mentre /1 % dr = /1 L dx risulta convergente.

2
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