CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA CIVILE ED AMBIENTALE
SECONDA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 16/01/2016

(1) In campo complesso, la somma delle radici quarte di —2 vale

[a] 0 b] V2(v2+ V21)
2v/2i @ nessuna delle precedenti

cosh(z® erx >0
(z%) P nel punto zo = 0

(2) La funzione f(x)= {

cos(fx)  peraz <0

[a] non e derivabile per ogni o, 8 € IR @ e continua per ogni « > 0e § € IR
e derivabile solo per a > % eogni g € R @ nessuna delle precedenti
(3) La funzione f,(z) = ¢* + ae™*" per ogni a € IR

ammette punti di massimo relativo @ ¢ crescente in [0, +00)
ha immagine [0, 4-00) @ nessuna delle precedenti

(4) La funzione f,(x) = \/cosx — cos(ax) per x — 0 ha ordine di infinitesimo

2 per ogni o € IR @ maggiore di 4 per qualche a € IR
4 per qualche a € IR @ nessuna delle precedenti

1
(5) L’integrale / zel?*=1 dz vale
0

65_1 @ 28471
2(e+1) [d] nessuna delle precedenti

n

+o00

T

6) L’insieme di convergenza della serie di potenze E — ¢
(6) vergenz potenz £~ 2n\/nlogn

[a] [-2,2] [b][-2,2)
(_%7 %) @ nessuna delle precedenti



SOLUZIONE

(1) La risposta esatta ¢ [a]. Infatti le radici quarte di @ = —2 = 2(cos7 + isin7) sono
date da z, = v/2(cos 6, + isin6y) dove 0 = %, k=0,1,2,3, e dunque:

2o = f/i(cos%—i—isin 7= \75(72 + ¥24),

2 = \/5((:08%7T +isin ) = \75(—72 + */751),
29 = \4/5(008%7r +isin ) = \‘75(—\/75 — ¥249),
23 = f/ﬁ(cos%” +isin ) = {4/5(72 )

Ne segue che 2y + 21 + 22 + 23 = 0.
(2) La risposta esatta ¢ [c]. Infatti,

z—0~ z—0~

per ogni 3 € IR. Osservato che per  — 0T risulta 2% = +oose a < 0, 2% = 1 se a =0
e x* = 0 se a > 0, otteniamo

+oo  sea <0
lim f(x) = lim cosh(z®) = ¢ coshl se a =0

z—0t z—0t
1 sea >0

Dunque f(z) risultera continua in xy = 0 solo per a > 0, qualunque sia 3 € R.

Riguardo alla derivabilita osserviamo che f(z) ¢ derivabile in ogni < 0 con f'(z) =

—Bsin(Bz) e che lim f'(z) = 0 per ogni 8 € IR. Quindi, per ogni § € IR, la funzione
z—0~

ammette derivata sinistra in o = 0 con f’ (0) = 0.

Riguardo alla derivata destra, per a > 0, ricordando che coshy = 1+ % +o(y?) per y — 0,
dato che z® — 0 per x — 0% otteniamo

1
20 0 se a > 3

) x) — (0 .~ cosh(z®) —1 5 .zl H
0+ x 0+ x =0+ T =0+t 2 2 %
+o0 sea < 3

Quindi la funzione ammette derivata destra in zg = 0 con f{(0) =0se a > % e f,(0) = 3
se o = % . Ne segue che la funzione risulta derivabile in zy = 0 solo per o > %, qualunque

sia 8 € IR.

(3) La risposta esatta e @ La funzione fo(z) = € + ae™™ risulta definita e continua
in IR. La funzione risulta inoltre funzione pari e potremo limitarne lo studio all’intervallo



[0,4+00). Abbiamo che f,(0) = 1+ a e che lim f,(x) = 400, Yo € IR. La funzione

T—+00
risulta derivabile in ogni z € IR con

2
FL(x) = 2ze® — 2ame™ = 2z(e” —ae™™) = _x2 (ehz — a)

«

Nell'intervallo [0, +00) avremo dunque che

flla)>0 & & —a>0 & & >a

(67

Poiché €2 > 1 per ogni = € (0,+00), se a < 1 allora f/(x) > 0 per ogni z € (0, +00) e
dunque che f,, (x) risulta strettamente crescente in [0, +00). Dalla simmetria della funzione
ne deduciamo allora che se o < 1 allora f,(z) risulta strettamente decrescente in (—o0, 0]
e strettamente crescente in [0, +00). Abbiamo quindi che in questo caso la funzione non
ammette punti di massimo relativo e [a] ¢ falsa. Osserviamo inoltre che x = 0 risulta
punto di minimo assoluto per f,(x) conf,(0) =1+ a.
Se invece o > 1 allora in [0, +00) risulta f.(z) > 0 se e solo se x > +/logv/a = z,,
dunque f,(x) risulta strettamente crescente in [x,,+00), strettamente decrescente in
0, 24], quindi @ e falsa. Osserviamo inoltre che z, ¢ punto di minimo relativo per
fa(x) con fo(z,) = €98V 4 qe~ 18 Ve = 2,/ > 0 mentre x = 0 risulta punto di massimo
relativo con f,(0) = a + 1.
Dal Teorema dei valori intermedi la funzione ha quindi immagine [2v/a, +00) se o > 1
e [1 +a,+00) se @« < 1. Ne deduciamo che I'immagine non ¢ [0, +00) eccetto che per
a = —1 e quindi anche [c] ¢ falsa.

Y y | \ Y / oy |
s/ \\‘t 1/ “
\ \\lﬁ// 0 T

a< -1 a=—1 -l1<agl a>1

C( 7

(4) La risposta esatta ¢ [c]. Infatti, dagli sviluppi notevoli e dalle proprieta degli
piccolo abbiamo

Veosz =1+ 3(cosz — 1) — (cosz — 1)* + o((cosz — 1)?

=1+ 3(-5 + 5 +o(a") = (=% +o(@”)* + o((—% + o(z*))?)

1'2 Z4 ZE X

=1 -5+ 5 — L5 Folah) +o(a') = 1 — & — & + o(a)

[

da cui

fa(x) = V/cosx — cos(ax) =1 — % - % +o(zh) — (1 — 2= + O‘2Z4 + o(x*)
[ Oé4
(%~ Ha® — (& + 2t + o(a)




Quindi f,(x) avra ordine di infinitesimo uguale a 2 per ogni o # j: s eadpera= j:\/ii.

(5) La risposta esatta ¢ [a] Infatti, dalla proprieta di additivita dell integrale abbiamo

1 1 1
2
/xe|2””1|dx:/ :celedx—l—/ ze* dx
0 0 3

2

Integrando per parti otteniamo

1 1

2 1 2 1
1—2x o |:_l I—Zm} 3 1 1-2z . [_l 1-2z 1 1—21:} 2 __ _ 1 e
/Oa:e dr = |—3xe 0+2/e dr = |—5re e e =—35+%

(6) La risposta esatta e @ Dal Metodo del rapporto di D’Alembert abbiamo che il
raggio di convergenza della serie € p = 2 essendo

|1 y 2"/nlogn - logn Vn 1

lim = Ilim = - lim ——
n—+00 |an| n—+oo 0+l /1 ] log(n + 1) 2 n—+oo log(n + 1) vn+1 2

Ne segue allora che la serie converge per |z| < 2 e non converge per || > 2. Per x = 2
+00 z™ _ +o0
abbiamo che la serie diverge essendo la serie ) '~ 5= Jnlogn = 2un=2 flogn divergente.
Infatti risulta
. lo n
lim Y28 iy Vi

n—-+00 1 n——+00 lOg n
n

1

:+Oo

ed essendo Z+°° L divergente, dal criterio del confronto asintotico si ha che anche la serie
+00

o flog dlverge Per x = —2 abbiamo invece che la serie converge dato che la serie
oo gn I G O .
n—2 T Unlogn = 2un—2 Jmlogn CONVerge per il criterio di Leibniz: infatti la successione

—\/mlogn risulta infinitesima e decrescente.
Ne concludiamo che 'intervallo di convergenza della serie di potenze data e [—2,2).



CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA CIVILE ED AMBIENTALE
SECONDA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 11/02/2016

(1) In campo complesso, la somma delle radici terze di 3i vale

[a] 0 b| V3
2v/3i @ nessuna delle precedenti

log (1 + %) n'

(2) La successione a, = " risulta convergente
a
per ogni o > 0 @ per nessun « € IR
solo per a > 1 @ nessuna delle precedenti

(3) La funzione f,(z) = xv1 + az?—log(z++/'1 + 22) per z — 0 ha ordine di infinitesimo

2 per ogni o € IR @ maggiore di 3 per qualche a € IR
3 per ogni o € IR @ nessuna delle precedenti

(4) L’equazione (x? — 1)%e™* = a ammette solo due soluzioni

per ogni o € IR @ per nessun « € IR
solo per a > 0 @ nessuna delle precedenti

1
T+ x\x

[a]2 @—f‘OO

+oo
(5) L’integrale improprio / dx vale
1

2log2 @ nessuna delle precedenti
—+00 L
(6) La serie Z n® (e_% — cos \%) converge
n=2
[a] per ogni o > 0 @solosea<1
per nessun « € IR @ nessuna delle precedenti



SOLUZIONE

(1) La risposta esatta ¢ [a]. Infatti le radici terze di 3i = 3(cos 5 +isin 7) sono date da

2 = V/3(cos Oy, + isin 6) dove ), = @ = T k= 0,1,2, e dunque:

%

(L + 1),
(—L2 + 14y,
(—

).

20 = \3/5(008% +isin§) =
2 = V/3(cos 3 +isin %) =
22:\3/5((:08%”—1—2'31 n ) =

w

%3

Ne segue che zy + 21 + 25 = 0.

(2) La risposta esatta ¢ [c] Infatti, limitandoci a considerare il caso av > 0, osserviamo
innanzitutto che dai limiti notevoli per n — +o0o risulta
log ( 1+ #) n" n"

n = am’ Toalan? n

e che per n = 40

b1 (n+1)"H! nl o™
by, (n+1) a0t pn

+00 sel<a<l
C(n4+1)" 1 e
- nn a2n+1 ~ a2n+1 - € se =1

0 sea >1

Dal Criterio del rapporto deduciamo che la successione (b,,),ev, € quindi anche la succes-
sione (ay)nemv, converge se e solo se a > 1.

(3) La risposta esatta e @ Infatti, per ogni « € IR, per x — 0 risulta

log(w + V1 +22) =log(z + 1+ & + o(z*)) = log(1 + (x + & + o(a*)))
=z +% +ox 3)) — Lz +Z +o(a?)))?
+ iz + 2 +o(@*) +o((z + & + o(z?)))?)
::c—l—g—l—o(a: ) — 3(2% + 2° + o(x ))+%(x3+0(1:3))
=z — 11° + o(a”)
mentre
V14 ax? = z(1 + ‘%2 +o(z?)) = x + 22° + o(2?)

Ne segue che

oV 1+ ar? —log(xr + V1 + 22)
(z + %2° + o(2%)) — (z — g2° + o(2?))
= (5 + 97" +o(z’) = §Ba + 2’ + o(z)

fa()



Ne deduciamo che se v # —3 allora f,(2) ha ordine di infinitesimo 3 mentre se a = —

allora f,(z) = o(x®) e la funzione ha ordine di infinitesimo maggiore di 3.

W=

(4) La risposta esatta ¢ @ Per determinare le soluzioni dell’equazione data, studiamo
la funzione f(x) = (z* — 1)%e~". La funzione risulta definita e continua in IR con

lim f(x)=0e lim f(x)=+oo.

T—r+00 T——00

La funzione risulta derivabile in ogni x € IR con
flx)=@* =Dz —2>+1)e == =)z —2—V5)(x —2+V5)e™®
Osservato che 24+v5>1e -1 <2—5< 0, otteniamo che
fl(x)>0 & —l<z<2—+5oppure l<z<2++5

Ne segue che f(z) risulta strettamente decrescente in (—o0, 0], [2—v/5,1] e [24+ /5, +-00),
strettamente crescente in [—1,2 — /5] e [1,2 + /5], i punti 2 = =1 risultano punti di
minimo assoluto con f(£1) = 0 (osserviamo difatti che f(z) > 0 per ogni € IR) mentre
i punti z = 24+/5 risultano punti di massimo relativo con f(24+/5) = 4(24+ \/5)6_(2i\/5).

-
—
(V)
O SO
o
.

-1 2-+5

Dal Teorema dei valori intermedi abbiamo quindi che I'equazione f(x) = o ammette solo
due soluzioni per o = 0 e per = f(2 + /5). Quindi [a], @ e [c] sono false.

(5) La risposta esatta ¢ [a]. Dalla definizione di integrale improprio abbiamo

+o00 b
1
 de— i 4
/1 T+ 1T e L T+ a/x v

7



b . o :
Per calcolare fl m dx osserviamo che operando la sostituzione t = /z si ha

b b Vb Vb
/;dx:/;dx:/ Ldtzz/ oLy
1 oy 1 2(1+ /) o (1Y) bt

= 2[logt — log(1 + t)]i/g =2 [log %HE/B =2 <log Vb _og l)

e quindi

+o0 1
— T Vb 1) _ 1 _

b—~+o00

(6) La risposta esatta & @ Dagli sviluppi notevoli, per n — 400, abbiamo

e dunque che

“+oo

Dato che la serie E %Tﬂ%“ converge se e solo se 2 —a > 1, ovvero a < 1, dal criterio del

n=2
confronto asintotico possiamo concludere che la serie data converge se e solo se o < 1.



CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA CIVILE ED AMBIENTALE
SECONDA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 17/02/2016

(1) Dati 2 =1 —4 e w = —2 + i, abbiamo che 2* - w & uguale a
[a] 4i [b]3+2i
8 —4i @ nessuna delle precedenti

(2) La successione a,, = n® (% —log(: +/1+ #)) per n — +oo risulta convergente

per ogni o > 0 @ per nessun o € IR
solo se a < 3 @ nessuna delle precedenti
log(cos x)+x2v/1+ax
_ er x>0
(3) La funzione f(z) = @? P nel punto zy =0
[ cosh x per x <0
non ¢ derivabile per ogni o, 5 € IR @ e continua per &« =0 e ogni g € IR
¢ derivabile solo pera =0e 8 = % @ nessuna delle precedenti
. r+1
(4) L’equazione arctan = ar ammette
x J—
un’unica soluzione per ogni o > 0 @ nessuna soluzione per qualche a > 0
due soluzioni per ogni 0 < a < 7 @ nessuna delle precedenti

1
(5) L’integrale improprio / rlog(2z — 2?) dx vale
0

2 —log2 [b] +00
2log 2 @ nessuna delle precedenti

+o0
(6) La serie di potenze Z n*"log(1 + 4)z" ha insieme di convergenza
n=1
R @ [_5%7 e%]
{0} @ nessuna delle precedenti



SOLUZIONE

(1) La risposta esatta & [c]. Infatti, osservato che z = 1 — i = v/2(cos(—%) + isin(—1)),
dalla formula di De Moivre otteniamo che

2t = (V2)*(cos(—m) +i(sin(—n)) = —4

e quindi
2w = —4(—2+1i) =8 — 4.

(2) La risposta esatta ¢ @ Infatti, osservato che per x — 0 risulta
log(z + V1 +22) = log(z + 1+ 2 + o(z*)) = log(1 + (z + & + o(z*)))
=2+ 2 +0(a*) — L+ % +o(a?)))?
+ i@+ % +0(2%))’ + o((z + % +o(z*)))?)
=x+ %2 +o0(z%) — 2(2® + 2° + 0(z%)) + 1 (2® + 0(a?))
=z — t2° + o(z”).

Per n — +00 otteniamo allora
botog (/T ) = 3= (- b o) = b+ o) ~ b
da cui

+00 sea >3
% seax =3
0 se <3

= (2= tog (/1) ) ~ 425 =

Quindi la successione risulta convergente se e solo se a < 3.
(3) La risposta esatta ¢ la [c]. Infatti,

lim f(x) = li%l_ feoshx = g = f(0)

x—0~

per ogni 3 € IR. Mentre, essendo per x — 0, 221 + ax = 2*(1+ % 4 o(z)) = 2> + 0‘73”3 +

2

o(z?) e log(cosz) = (cosx — 1) — 3(cosz — 1)® + o((cosz — 1)?) = —%-

=+ o(a?), si ottiene

2 3 2 3

log(cosz) + 2*V1 + azr = —% + o(23) + 2 + % + o(2%) = % + % + o(x?)
da cui
1 21 T4+ 4o(e®) 1
lim f(z) = lim oglcosw) + *Vl+aw _ HFH+ %G +ol@) 1
a0+ a0+ x? @0+ x? 2

10



per ogni a € IR. Dunque f(x) risultera continua in zy = 0 solo per = %
Per # = 3, riguardo alla derivabilita, abbiamo che f(z) risulta derivabile in ogni z < 0
con f'(z) = 3 sinhz e quindi

1
lim f'(z) = lim —sinhz = 0.
z—0~ z—0— 2

Quindi, la funzione ammette derivata sinistra in o = 0 con f’ (0) = 0.
Riguardo alla derivata destra, dal precedente sviluppo risulta

log(cos z)+22/T+ax
_ flx)—f(O0) Bleos)ts vitos 1 . log(cosz) + 2?1 + ax — 5a?
lim ——— = lim = lim
z—0t x z—0t xr z—0t 3
oz’ 3
. H4o(r’) o«
—= 11m —_— -
0+ x3 2
Quindi la funzione ammette derivata destra in xp = 0 con f}(0) = §. Ne segue che la

funzione risulta derivabile in g = 0 solo per a=0e = %

(4) La risposta esatta ¢ [c]. Per determinare le soluzioni dell’equazione data, studiamo

la funzione f,(x) = arctan 2 — oz limitandoci a considerare il caso a > 0. La funzione
r—1

risulta definita e continua in R \ {1} con

lim f(x)=Fooe lim f(z)= +I .
x—1E

r—+o00 2

Osserviamo che risulta —5 — a < 0 per ogni a > 0 mentre 5 — a > 0 se e solo se a < 7.
La funzione risulta derivabile in ogni € IR\ {1} con
1 —2 1
= . o = «
14 (22)?2 (z—1)2

f'(x)

a2+l

Per o > 0, essendo ﬁ > 0 per ogni x € IR, avremo allora che f!(x) < 0 per ogni x # 1
e quindi che f,(z) risulta strettamente decrescente in (—oo,1) e in (1, +00).

1
I
| ﬂ<u<: I a>2
i
LN |
2 \ !
I I
I
1 |
|
| b
| |
\
I

- - -«

Dal Teorema dei valori intermedi e dalla monotonia stretta abbiamo quindi che ’equazione
fa(z) = 0 ammette due soluzioni per 0 < a < 7, una sola soluzione per o > 7. Quindi

29
¢ vera.

11



(5) La risposta esatta & [d]. Dalla definizione di integrale improprio abbiamo

1 1
/ rlog(2r — 2*) dr = lim rlog(2x — %) dx
0

a—0t+ [,

Per calcolare / xlog(2x — %) dx osserviamo che integrando per parti si ha

2 - Qx
log(22 — 2 :x—l - ll
/xog(w %) dx 5 og(2z — 2° / 2x—x2

2
_ T pog(2n — a2y — [ 21D
—210g(2x x%) /2_27 dx

2
2
—%log(2x—x2)—/x+1—2_xdx
z? z?
:?log(Qx—xz)—?—x—Qlog(2—x)+c

e quindi

1 1
/ rlog(2r — 2*) dr = lim rlog(2x — %) dx
0

a—0t [,

7 7 !
= lim [7 log(2x — 2%) — 5 e 2log(2 — x)

a—0t a

3 ad? a? 3
= lim —= + —log(2a—a )+ —+a+2log(2—a) = —=+2log2
a—0+ 2 2 2

(6) La risposta esatta ¢ [c]. Posto a, = n®"log(l + %), osservato che per n — +oo
Ay ~ %, abbiamo

ani1 (n+ 124D pl

1 2n
=1+ . 1
o ) oz ( +n) (n+1) = 400

e quindi, dal metodo del rapporto, che il raggio di convergenza della serie € p = 0. Dalle
proprieta del raggio di convergenza possiamo concludere che 'insieme di convergenza della
serie di potenze ¢ I = {0}.

12



CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA CIVILE E AMBIENTALE
SECONDA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 11 GIuGgNO 2016

(1) Le soluzioni complesse dell’equazione z* = 8 non appartengono

al terzo quadrante del piano complesso @ all’asse reale del piano complesso
all’asse immaginario del piano complesso @ nessuna delle precedenti

(2) L’ordine di infinitesimo della funzione f(x) = /1 —sin®>x — /1 + ax? per x — 0 &

[a] 2 per ogni a € IR @ maggiore di 4 per qualche a € IR

4 per qualche a € IR @ nessuna delle precedenti
cos(2x)—cos(ax)
—— >0

(3) La funzione f(z) = x pet nel punto xy =0

cosh(fx) per z <0

non e derivabile per ogni «, 8 € IR @ e continua per ogni «, f € IR

¢ derivabile solo pera=—-1e =0 @ nessuna delle precedenti

(4) L’equazione 2x* = o + /= ammette due soluzioni

[a] per ogni o > —% @solo per a > 0
per nessun « € IR @ nessuna delle precedenti

(5) L’integrale / 2% cos z dx vale
0

[a] 72 —4 2m
[a]

0 @ nessuna delle precedenti
+o0o
(6) La serie di potenze Z 2" log(1 — %) ha insieme di convergenza
n=1
IR b|[-1,1]
[-1,1) @ nessuna delle precedenti

13



CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA CIVILE E AMBIENTALE
SECONDA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 9 LUGLIO 2016

(1) Le soluzioni complesse dell’equazione z® = —2i non appartengono

al quarto quadrante del piano complesso @ all’asse reale del piano complesso
all’asse immaginario del piano complesso @ nessuna delle precedenti

(2) L’ordine di infinitesimo della funzione f,(z) = sinx coshx — zv/1 4+ ax per z — 0 &

[a] 2 per ogni a € IR
4 per qualche a € IR

@ maggiore di 4 per qualche o € IR

nessuna delle precedenti

(3) La successione a, =n?* (sin® £ — 2log(1 + %)) per n — 400 converge

[a] per ogni o € IR
per nessun o € R

@‘esolosea#%

nessuna delle precedenti

(4) L’equazione z = log(ax) con a0 # 0 ammette soluzione

[a] per ogni o € R
[c]soloper 0 <a<e

(5) L’integrale/ 2%| sin z| dz vale

us
2

@71'2—4
[c]O

an

2
(3n)!

converge

+o0
(6) La serie Z
n=1

[a] per ogni o € IR
[c]solose a >0

14

[b] per nessun o # 0

@ nessuna delle precedenti

@27‘(‘

@ nessuna delle precedenti

@ per nessun o € IR
@ nessuna delle precedenti



CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA CIVILE E AMBIENTALE
SECONDA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 10 SETTEMBRE 2016

(1) Le soluzioni complesse dell’equazione z* + 4i = 0 non appartengono

[a] al primo quadrante del piano complesso @ al terzo quadrante del piano complesso
all’asse immaginario del piano complesso @ nessuna delle precedenti

2

(2) La successione a,, = nlog(1 +n®) —n’*sin i per n — +oo

[a] diverge a +o00 per ogni a € IR @ diverge a —oo per ogni a <0
converge a 0 per qualche oo € IR @ nessuna delle precedenti

(3) La funzione g,(x) = sin®z —log(1 + 2%), a > 0, per  — 07 ha ordine di infinitesimo

2 per ogni a > 0 @ minore di 2 per ogni a > 0
4 per qualche a > 0 @ nessuna delle precedenti

(4) L’equazione log |z — 1| + ax = 0, con o > 0, ammette una soluzione negativa

per ogni a > 0 @ per nessun o > 0
solo per a > 1 @ nessuna delle precedenti

(5) L’integrale /0 |sinz — 3| cos x dz vale

mf ]2
0 @ nessuna delle precedenti

converge

+oo

n
(6) La serie Z —_
—~ V1+n*+n?

[a] per ogni o < 2 @solo per a <0
per ogni o > 4 @ nessuna delle precedenti
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