CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA CIVILE ED AMBIENTALE
SECONDA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 13 GENNAIO 2012

1) La successione a, = n*"log(1 + —) converge
n!

per ogn‘i a>0 @ per nessun o € R
per ogni o < 1 @ nessuna delle precedenti

log(14+x2)+sin ax
. —=————— perx >0
2) La funzione T) = z nel punto zo =0
) /(@) {m per x <0 P 0

e continua per ogni a, 8 € R @ per ogni «, 5 € R non ¢ derivabile
¢ derivabile per o =1e =3 @ nessuna delle precedenti

3)* L’equazione e*~® = x, ammette una sola soluzione positiva

[a]solo per a =1 @per ogni v € R
per ogni o > 1 @ nessuna delle precedenti

1
4) L’integrale/ r?e"dx vale
0

2+ (b]2-2
2 @ nessuna delle precedenti

log? z

+o0o
5)* L’integrale improprio / ( dx
1

x—1)sini

converge per ogni 2 < o < 3 @ non converge per ogni o € R
converge per ogni o > 2 @ nessuna delle precedenti



SOLUZIONE

(1) Larisposta esatta ¢ la[c]. Infatti, dalla gerachia degli infiniti, usando il limite notevole
del logaritmo si ha

anta on+l gn+l
an  (nF1)"log(l+7o55)  n41 ] 1 .
= - ~ P+ =2(1 4+ )" (n+ 1)®
- T+ T (o D = 20 ) )
e dunque
+o00 sea>1
(02%
lim o 2e sea=1

n—+0o QA
0 sea <1

Dal Criterio del rapporto segue allora che la serie converge a 0 se o < 1 e diverge a +00
se a > 1.

(2) La risposta esatta ¢ la [c]. Infatti,

lim f(z) = lim /1+ pz=1= f(0)

z—0~ z—0~

per ogni 3 € R. Mentre, essendo per z — 0, sin(ax) = az+o(x?) e log(1+2?) = z%+o(x?),
si ottiene

log(1 2 i
lim f(z) = lim og(1l + z*) + sin(ax) — lim M .

z—0t z—0t T z—0t T

per ogni @ € R. Dunque f(x) risultera continua in zy = 0 solo per a = 1.

Riguardo alla derivabilita, abbiamo che

. flz)—1 . V1+Br—-1 p
im ~—*— — lim ——MM  — — —
z—0~ T z—0~ T 3

per ogni # € R. Quindi, per ogni 8 € R, la funzione ammette derivata sinistra in x¢o = 0
con f'(0) = g

Riguardo alla derivata destra, dagli sviluppi sopra per o = 1, risulta

i fla)—1 _ . log(1+2%) +sinz —a _ fim z? + o(z?)
z—0+ x z—0+ x? =0+ x?

=1

Quindi la funzione ammette derivata destra in o = 0 con f}(0) = 1. Ne segue che la
funzione risulta derivabile in zog = 0 solo per a =1 e = 3.

(3) La risposta esatta ¢ [a]. Posto f,(z) = €"~* — z, studiamo la funzione f,(z) e
determiniamone il numero di zeri al variare di @ € R. La funzione risulta definita e
continua in R, inoltre dalla gerarchia degli infiniti, si ha

lim f,(z) = +oc.

r—+oo



La funzione risulta derivabile in ogni = € R con

fila) = —1
Dunque, avremo f!(x) > 0 se e solo se x > « ¢ quindi che f,(z) risulta strettamente
decrescente in (—oo, |, strettamente crescente in [, 4+00) e che x = « € punto di minimo
assoluto per f,(x) con f,(a) =1 — a. Osservato che f,(a) < 0se a > 1, fo(a) = 0 se
a=1e fola) >0se a <1,

dal Teorema di esistenza degli zeri e dalla monotonia della funzione otteniamo che se
a > 1 la funzione ammette due soli zeri z, < a e , > «, se « = 1 uno ed un solo zero
T, = a = 1, mentre non ammette zeri se o < 1.

Riguardo al segno degli zeri, osserviamo che se a = 1 la funzione ha un solo zero posi-
tivo z, = 1, mentre se o > 1 i due zeri della funzione sono entrambi positivi. Infatti,
ZTo > a > 1> 0 mentre, essendo f,(0) = e™® > 0 e la funzione decrescente in (—o0, 0],
risulta f,(x) > 0 per ogni z < 0 e dunque z, > 0. Si poteva in alternativa osservare
che essendo I’esponenziale funzione positiva, le soluzioni dell’equazione x = ¢*~“ risultano
necessariamente positive.

In alternativa, poiche si cercano soluzioni positive, I’equazione e*~* = x per x > 0 potra
essere riscritta come x —a = log x e dunque si potevano cercare le soluzioni dell’equazione
g(x) = x —logx = « al variare di o € R.

(4) La risposta esatta & la @ Infatti, integrando per parti otteniamo

/:BQQ_I de = —2%e ™ + 2/336_’” dx
= % —2re " 4+ 2/69” dx

=% " —2re " — 2 +¢

da cui )
5
/ r?e " dx = [—e‘x(mQ + 2x + 2)](1) —9_Z
0 e



(5) La risposta esatta ¢ la [a]. Infatti, osservato che la funzione f,(z) = % dx

risulta continua in (0, +00), studiamo separatamente la convergenza degli integrali | 12 fa(x) dx
e 2+°° fo(z) dz. Dagli sviluppi notevoli, per z — 1 risulta

Clog*(1+2—1) (x—172 1
~ (z—1)sind (x—1)esinl  sinl(x — 1)*2

xT

Jal)

- . ) 2
e dal criterio del confronto asintotico, essendo fl ﬁ dx convergente se e solo se p < 1,

deduciamo che 'integrale ff fa(z) dx converge se e solo se a < 3.
Per  — 400 risulta invece

log? = log? z
(x—1)*sint — zo-t

fa(x> =

e 'integrale f;oo lof# dx converge se e solo se 3 > 1. Dal criterio del confronto asintotico
deduciamo allora che l'integrale dato converge se e solo se a > 2.

Riundendo quanto ottenuto, concludiamo che l'integrale dato converge se e solo se 2 <
a < 3.

Infatti, per x — +o00, dalla gerarchia degli infiniti risulta

2
loffgz _ log? x 0 se >0p
+oo se B<p

1 = —
= ;pﬁp

8

Dunque, se g > 1, scegliendo 1 < p < 3, dal primo limite e dal criterio del confronto asintotico, otteniamo
2
che f;oo lofjﬂ L dx converge. Se 3 < 1, scegliendo 8 < p < 1, dal secondo limite e dal criterio del confronto

o0 lo

2
g i
o dx diverge.

. . . +
asintotico, otteniamo che f2 p



CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA CIVILE ED AMBIENTALE
SECONDA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 16 FEBBRAIO 2012

1) La funzione f,(z) = xsinz — z®arctanx per x — 0% ha ordine di infinitesimo

minore o uguale a 4 per ogni o € R
maggiore o uguale a 2 per ogni a € R

alog(cos z)+x sinx

2) La funzione f(z) = { (s :§2
sin(Bx

[a] non ¢ derivabile per ogni o, 8 € R
¢ derivabile solo pera=2e¢ =0

3)* La funzione f(x) = arctan (|xx;1|)

non ammette punti di minimo relativo
e derivabile in ogni punto del suo dominio

log 2 e®
4) L’integrale /o mdm vale
[a]log?2 + 3
2log3 — 2

ne

5)* La serie f s1n(—n+1), converge
“—log(1 + z)

per ogni o € R
per nessun a € R

per x > 0
per z <0

EQperogniae]R
@ nessuna delle precedenti

nel punto zg =0
@ e continua per ogni a, f € R

@ nessuna delle precedenti

@ non ammette asintoti
@ nessuna delle precedenti

b|2logd —}
nessuna delle precedenti

@ per ogni a < %
@ nessuna delle precedenti



SOLUZIONE

(1)La risposta esatta ¢ la [a]. Infatti, dagli sviluppi notevoli e dalle proprieta degli “0”
piccolo per z — 07 risulta

3 3

T T

fo(z) = zsinz — z%arctanx = z(x — 5 +o(z?)) — 2%(z — 3 + o(z?))
ZL‘4 x3+a
= a® = =t oa) — 2™ o+ o(a®t))

Quindi se a > 1 avremo f,(z) = 2% + o(2?) e dunque ord(f.(z)) = 2, se a = 1 allora
falr) = & 4o(a*) da cui ord(fa(z)) = 4 e infine se o < 1 risulta fo(z) = —2*T 4o(x*H)
e quindi ord(f(z)) =a+1 < 2.

(2) La risposta esatta ¢ la [c]. Infatti,

lim f(z) = lim sin(fz) = 0= f(0)

z—0~ z—0~
per ogni 5 € R. Mentre, essendo per x — 0, sinx = x + o(x) e log(cosx) = (cosz — 1) +
o(cosa — 1) = —Z + o(x?), si ottiene

. . . (1=9)2" +o(z?)
a:lif(gl+ f(x) N :z:li}gle 2 N xligh 2 =1-

alog(cosx) + rsinx

| e

per ogni @ € R. Dunque f(x) risultera continua in 25 = 0 solo per o = 2.

Riguardo alla derivabilita, abbiamo che

i f@ = £O) L sin(go)

z—0~ X z—0~ x

=0

per ogni # € R. Quindi, per ogni 8 € R, la funzione ammette derivata sinistra in x¢y = 0

con f'(0) = p.
Riguardo alla derivata destra, per a = 2, essendo per z — 0, sinz = z + o(z?) e
log(cosz) = (cosx — 1) — M +o((cosz —1)?) = —% + o(x3)?
risulta
lim flx) = f(0) _ fim 2log(cosz) + wsinz fim o(x?) 0
z—0+ x z—0+ x3 z—0+ a3

Quindi la funzione ammette derivata destra in zop = 0 con f(0) = 0. Ne segue che la
funzione risulta derivabile in 2y = 0 solo per a =2 e 8 = 0.

2Volendo sviluppare sino all’ordine 4 si ottiene log(cosx) = (cosx — 1) — M +o((cosx —1)?) =
2

2 4 2 4 2 4 4
5+ 87 +o(a!) = 3(=% + 55 +o@*)? +o((—F + 55 +0(@?)?) = =% — & +o(a?)



(3) La risposta esatta & [d]. La funzione risulta definita e continua in R \ {0} con

1—2z s
lim f(x)= lim arctan =+—
z—0% /() z—0* T 2
mentre
lim_f(r) = lim arctan =7 ¢ lm_f()= lm arctan—= = -7
Jim f(z)= lim arctan——=- e lim f(z)= lm arctan——=—7,
quindi y = +7 risultano rispettivamente asintoti orizzontali per x — +oo e @ risulta
falsa.

La funzione risulta derivabile in ogni z € R\ {0; 1} con

sex > 1
sex<1,x#0

J'(@) = {—+

1
222 —2z+1

mentre essendo

lim f'(x) = +1

z—1%t

avremo che x = 1 risulta punto angoloso per f(z) con f\ (1) = £1. Quindi [c] ¢ falsa.
Riguardo alla monotonia, osservato che f'(x) > 0 se e solo se > 1, avremo che f(x)
risulta strettamente decrescente in (—oo,0) U (0, 1], strettamente crescente in [1,+00) e
che # = 1 risulta punto di minimo relativo per f(z) con f(1) = 0. Dunque anche [a] ¢
falsa.

(4) La risposta esatta & la [b|. Infatti, operando la sostituzione ¢ = e® (da cui dt = e®dx)
otteniamo

log 2 x 2 2 2x 2 2t
J R L e =t Mt
o coshzx+1 L €% 4 2e” + 1 L P2t +1

2 2
2 +2 2 2
= ——dt — — = _dt = |log(t* + 2t + 1 —_—
[tMQHJ [(H&P {%(+ Ot

3 1
—2log > — —
6573

1



1
er+1

er er er er
/coshx+1 * /(69‘*’—1—1)26 * 69‘*’—1—1jL /ef"‘—i—l *

= -2

In alternativa, osservato che D( )= —ﬁ, si poteva integrare per parti ottenendo

| +2log(1 +€*) + ¢

e dunque

log 2 v e log 2 3 1
———dr = |2 2log(1 +€” =2log - — =
/0 coshz + 1 ‘ [ el“+1+ o8 +6)]0 573

5) La risposta esatta ¢ la [a]. Infatti, dalla gerachia degli infiniti, essendo 2: — 0 e
n!

(TL”TQU! — 0 per ogni a € R, e usando i limiti notevoli log(1 + x,,) ~ x, e sinx, ~ z, per
ogni successione xz,, — 0, per n — +oo risulta

a @

: n n
S ) (n+1)! n® n
N _

log(1 + 27) o (n+1)20 2n

+o0o a—1
La serie Z o per il criterio del rapporto risulta convergente per ogni a € R, in quanto,
n=1

a—1 .
posto a, = "5, risulta

api1  (n+1)t 2m 1, ,1 1
a,  2ntl  pal (1+ n) — =<1, VaeR

2 2

Dal Criterio del confronto asintotico segue allora che la serie data converge per ogni o € R.



CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA CIVILE ED AMBIENTALE
SECONDA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 3 MARZO 2012

(n!)

1) La successione a,, = per n — 400

(3n)!
[a] diverge per ogni o € R @ converge per ogni o > ()
converge per ogni a < 3 @ nessuna delle precedenti

2) L’ordine di infinitesimo della funzione f,(z) = e — cosx + sinz — log(1 + az) per
rx—0e¢

1 per ogni @ € R @ 3 per qualche a € R

2 per qualche o € R @ nessuna delle precedenti
log(1—xz2)+xsinz
g >0

3) La funzione f(z)=< .  * pere nel punto z¢p =0

sinh(fx) per z <0

non ¢ derivabile per ogni o, f € R @ ¢ derivabile solo per a = =0

e continua per ogni a >3 e f € R @ nessuna delle precedenti

4) L’equazione log |ax — 1| = ax con o > 0 ammette due soluzioni

[a] per ogni o > 0 @ per nessun o > 0
solo per a > 1 @ nessuna delle precedenti

1
1

5) L’integrale improprio / —4e’%dx vale
0 T

@4—00

@ nessuna delle precedenti

[=][=]
DO o |on



SOLUZIONE

(1)La risposta esatta ¢ la [c]. Infatti, per n — 400 risulta

any1  ((n+1)H* ((3n)H)

an  (Bn+3) ((n)e

( +1)a N +o00 sea >3
n n

Bn+3)Bn+2)Brn+1) 27 o sea=3

se o < 3

e dal criterio del rapporto possiamo concludere che a,, — 0 se a < 3 mentre a,, — +00 se
a > 3.

(2) La risposta esatta ¢ la @ Infatti, considerando lo sviluppo di ordine 3 abbiamo

falz) = e — cosz + sinx — log(1 + o)

2 3 2,2 3,.3

:—x2+%+x—%—(a$—a; +043x )+ o(2?)
2_1, 2°-1

:(1—04):c—|—a 5 :U2—aTx3+o(:c3)

Dunque per a # 1 si ha f,(z) = (1 — a)z + o(x) e ord(f,) = 1 mentre se @ = 1 risulta
folz) = —%3 + o(z?) e dunque ord(f.(z) = 3.

(3) La risposta esatta ¢ la @ Infatti,

lim f(z)= lim sinh(fz) =0 = f(0)

rz—0~ rz—0~

per ogni B € R. Mentre, essendo per x — 0, sinx = x — aé—? + o(z?) e log(l — 2?%) =

4 . .
—a? — £ 4 o(x") si ottiene

2
log(1 — 2°) + wsinx = —§x4 + o(z?)

e dunque
0 se a < 4
_ . log(1l—2?) 4+ zsinz . =22t +o(a?) )
lim f(z)= lim = lim —4—————=¢-2 sea=4
z—0t z—0t T z—0t+ xre

+o00 sea >4

per ogni @ € R. Dunque f(x) risultera continua in zy = 0 solo per a < 4.



Riguardo alla derivabilita, abbiamo che la funzione risulta derivabile in ogni x < 0 con
f'(x) = Pcosh(fx) e poiche lim fcosh(fx) = B, possiamo concludere che la funzione
z—0—

ammette derivata sinistra in zo = 0 con f’ (0) = 8 per ogni # € R. Riguardo alla derivata
destra, per a < 4, dagli sviluppi sopra risulta

— lim log(1l —?) +asinz _ lim z + ofat) B

sea=3
20+ T z—0+ potl z—0+  gpotl

0 se <3
1
6

+o00 sea >3

Quindi la funzione ammette derivata destra in zo = 0 per ogni & < 3 con f%(0) = 0 se
a < 3e fi(0) =g sea=3. Nesegue che la funzione risulta derivabile in 2o = 0 per
a<366:Oepera:3eB:%.

(4) La risposta esatta & [b|. Posto f,(z) = log|az — 1| — a, determiniamone gli zeri al

variare di a > 0. La funzione risulta definita e continua in R\ {1} con lim_ folz) = —00
z—L

mentre dalla gerarchia degli infiniti, essendo @ > 0 risulta

La funzione risulta derivabile in ogni z € R\ {} con

e a2 — ax)

file) = ="~ —a=

ar — 1 ar —1

Essendo f/(z) > 0seesolosez € (£, 2), avremo che f(z) risulta strettamente decrescente
in (—o0,1) U (2,+00), strettamente crescente in (£,2) e che z, = 2 risulta punto di

massimo relativo per f,(x) con fo(2) = —2 < 0 per ogni a > 0.

Ne segue che per ogni a > 0 risulta fo(z) < —2 < 0 per ogni z > 1 ¢ dunque

che la funzione non ammette zeri in (é, +00), mentre essendo sup_, 1 fo(x) = 400,



inf_ 1) fa(z) = —o00 e fo(z) strettamente decrescente in (—oo, 1), dal Teorema dei

[e%
).
(5) La risposta esatta ¢ la[a]. Infatti, operando la sostituzione t = —1 (da cui dz = 5dt)
ed integrando per parti otteniamo

1 1
/—46_1dl’ = /t2etdt = t%e! — Q/tetdt
T

= t%e! — 2te! + 2 / eldt = t?et — 2te! + 2¢' + ¢

t(y2 -y 2
=el(t? — 2t +2 —eo(—+Z+2
e'( +2)+c=e (x2+x+)+c

valori intermedi la funzione ammette un unico zero (x = 0) in (—oo,

SQIH

e dunque

12 '
/ —€ “idz = lim [e L( 2+E+2)}

a—0+
a

5 1,1 2
:——l Ta(— —_ 2:—
im e (a2+a+)

e a—07t



CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA CIVILE ED AMBIENTALE
SECONDA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 31 MARZO 2012

+oo
2 !
1) La serie g % per n — +00
nl)®
n=0

[a] diverge per ogni o € R
converge per ogni o > 2

@ converge per ogni o < 3
@ nessuna delle precedenti

2) L’ordine di infinitesimo della funzione f,(z) = sinz sinh x + log(1 + az?) per z — 0 &

[a] 2 per ogni a € R
4 per qualche o € R

e 5 —cos VT

3)* La funzione f(z) = ze
) f@) {B cosh z

per x > 0
per z <0

non e derivabile per ogni o, f € R
e continua per ogni « <2e f € R

4) La funzione f(z) = (z — —)e=

[a] non ammette asintoti obliqui
e convessa in (0, +00)

teo] -1
5)* L’integrale improprio / &Q)dx vale
9 T
+00
log 2

@ maggiore di 4 per qualche o € R
@ nessuna delle precedenti

nel punto zg =0

@ e derivabile solo per a <1e =0
@ nessuna delle precedenti

@ ¢ monotona nel suo dominio
@ nessuna delle precedenti

@%logZ

@ nessuna delle precedenti



SOLUZIONE

(1)La risposta esatta e la @ Infatti, posto a, = (2(%?! per n — 400 risulta
any1 o+ +1)0 ) (2n+3)! (nh)*
an (n+1hHe (2n+DNH)>  (n+ 1D)*(nh)>((2n+ 1))

+00 sea <2

2 3)(2 2 An?
(2n 4+ 3)(2n + 2) n”

~ 4 =2
(n+ 1) o se o

0 se o > 2

e dal criterio del rapporto possiamo concludere che la serie converge se a > 2 mentre
diverge se o < 2.

(2) La risposta esatta ¢ la [c]. Infatti, considerando lo sviluppo di ordine 4 abbiamo

fa(z) = sin zsinh x + log(1 + az?)

5133 3 2

= (z — o o(z*))(x + 5 o(z!)) + ax® — 7964 +o(z")

_ R 4
=(1+a)x -5 + o(z")

Dunque per @ # —1 si ha fo(z) = (1 + a)z? + o(z?) e ord(f,) = 2 mentre se @ = —1
risulta f,(z) = —‘%4 + o(z?) e dunque ord(f.(z) = 4.

(3) La risposta esatta & la [b|. Infatti,

lim f(z) = lim Bcoshz = = f(0)

z—0— z—0~
per ogni 3 € R. Mentre, essendo per z — 0, e72 = 1 — £ 4 ‘%2 + o(z?) e cos\/r =

1— 242 4 o(2?) si ottiene

2
e”2 —cos\/x = i o(x?)
12
e dunque

0 se o < 2
1
12
+00 sea > 2

_z z2 2
— = +olx
lim f(z)= lim €T VT 05 VT = lim & —~—~ (@) _
x—0+ x—0+ e x—0+ T

se o = 2

per ogni @ € R. Dunque f(x) risultera continua in 2o =0 per a <2 e =0 e per a =2

1
eB:ﬁ



Riguardo alla derivabilita, abbiamo che la funzione risulta derivabile in ogni x < 0 con

f'(x) = Bsinhx e poiche lim fsinhz = 0, possiamo concludere che la funzione ammette
z—0—

derivata sinistra in o = 0 con f’ (0) = 0 per ogni # € R. Riguardo alla derivata destra,
consideriamo innanzitutto il caso in cui a < 2 e § = 0, dagli sviluppi sopra risulta

0 sea <1

L
12

+o00 sea >1

e 2 —cos\T

J@) = JO) _ oy, efeosyE gt ol?)

sea=1
20+ x 0+ potl z—0+  gotl

Quindi la funzione ammette derivata destra in zy = 0 per ogni o < 1 con f%(0) = 0 se
a<1le fi(0) =4 sea=1 Nesegue che la funzione risulta derivabile in 2o = 0 per
a<lepf=0.

Se a = 2 e 8 = &, ricordando che per x — 0 risulta e 2 = 1 — £ + % — % + o(x?) e
cosy/z=1-35+ % — %—? + o(x?), abbiamo
= 29 5
2 — _ — —
e cos\/x 5 Tt T o(x?)
e dunque che f(x) ammette derivata destra in xo = 0 con
. flx) = f(0) . e 2 —cosr — La? L =2 4 o(x?) 29
Iy _ 2t _ 720 __ =
f+(0> N xllglJF x N a:ll{[I)lJr x3 N aclif(r)l+ 3 N 720

ma essendo f’ (0) = 0, ne segue che per « =2 e § = 1—12 la funzione non risulta derivabile
in zg = 0.

(4) La risposta esatta e @ La funzione risulta definita e continua in R\ {0} con

lim f(z) = —ocoe lim f(z)= 0 mentre

z—07T z—0~
lim f(z)= li 1) s =4
S ) = AR (e m gler = koo

La funzione ammette asintoto obliquo per z — 400, infatti

lim M: lim eizl
r—+oo I r—+oo
e
li ()~ = lim (e — et~z =20
i S~z = i (o= et o=

3infatti, ponendo y = % e usando il limite notevole eV — 1 ~ y per y — 0, otteniamo

lim ( 7); i ey —1 ¢ 1 3



Dunque y = x + % e asintoto obliquo per x — +o0.
La funzione risulta derivabile in ogni z € R \ {0} con

-+t (x—1)? .
/ 4 = 2 =
f (l’) = Tem = Tew
Poiche f'(x) > 0 per ogni z € R\ {0} e f'(z) = 0 solo per z = %, avremo che f(z) risulta

strettamente crescente in (—o0,0) e in (0,4+00) ma non risulta strettamente crescente in

R\ {0}.

Infine, la funzione risulta derivabile due volte in ogni = € R\ {0} con
20 —1 2
1 =
xTr) = ex
) =22
e dunque risulta convessa in (3, +00), concava in (—o0,0) e in (0, 1) e z = 1 risulta punto
di flesso a tangente orizzontale.

(5) La risposta esatta ¢ la [c]. Infatti, integrando per parti otteniamo

/log(m - l)dx _ _log(z —1) +/ 1 i
x? x z(r —1)
1 _
:_og(x 1)+/ 1 —ldx
r—1 =z

T
1 -1
T

e dunque

400 o b .
/ log(x Ddax ~ tim log(x 1)d$
2

T2 b—4oo [, 2
log(z — 1 ’
= lim [—M—Hog(x—l)—logx
b—)+OO €T 2
log(b—1 b—1
= lim —M—i—log——klogQ:logZ

b

b—)+00 b



CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA CIVILE ED AMBIENTALE
SECONDA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 13 GIUGNO 2012

n2

+oo
n
1)* La serie ern — +
) ri ;<n+a2> per n 00

[a] diverge per ogni o € R
converge per ogni o # 0

@ converge solo per o > 0
@ nessuna delle precedenti

2) L’ordine di infinitesimo della funzione f,(x) = sin(sinh z) + log(1 + ax) per x — 0 ¢

[a] 1 per ogni o € R
maggiore di 1 per ogni a € R

sinh(z®) per x >0

3) La funzione f(z) = {sin(ﬁx)

per x <0

non e derivabile per ogni a, 5 € R
¢ derivabile solo per a >1e =0

I
N |z| + e*

4)* La funzione f(x)

non ammette asintoti
ammette due zeri

o0 Jog(1
5) L’integrale improprio / Mdm vale

1 72

[a] +oo
[c]2log2

@ 2 per qualche a € R
nessuna delle precedenti

nel punto zy =0

@ e continua per ogni « > 0e f € R
@ nessuna delle precedenti

@ ¢ derivabile in tutto il suo dominio
@ nessuna delle precedenti

@log%

@ nessuna delle precedenti



SOLUZIONE

2

(1)La risposta esatta ¢ la [c]. Infatti, posto a, = (#)n per n — +oo, dai limiti
notevoli sul numero di Nepero, risulta

" n n? n " 1 N a2
= _— = - e
n+ o? n+ o? (14_0‘72)"

. . . . . _ 2
e dal criterio della radice possiamo concludere che la serie converge se e < 1 ovvero se
a # 0. Per a = 0 risulta invece a, = 1 per ogni n € N e dunque la corrispondente serie
diverge.

«

(2) La risposta esatta ¢ la @ Infatti, considerando lo sviluppo di ordine 2 delle funzioni
coinvolte risulta

fa(z) = sin(sinh z) + log(1 + ax)
2
= sinhz + o(sinh® z) 4+ az — %:1:2 + o(z?)

_ o? 2 2
_(1+a)x—7x + o(z?)

Dunque per a # —1si ha fo(x) = (1 + @)z +o(x) e ord(f,) = 1 mentre se « = —1 risulta
falz) = —%2 + o(z?) e dunque ord(fq(z) = 2.

(3) La risposta esatta e la @ Infatti,
lim f(z)= lim sin(fz) =0 = f(0)

z—0~ z—0~

per ogni § € R. Mentre, dai limiti notevoli della funzione sinh x si ottiene

0 se a >0
lim f(z)= lim sinh(z®) =< sinh1l se a =0

z—0t z—0t
+00 se <0

Dunque f(z) risultera continua in xy = 0 solo per a > 0 e ogni 3 € R.

Riguardo alla derivabilita, abbiamo che la funzione risulta derivabile in ogni x < 0 con
f'(x) = Bsinhx e poiche lim fcos(fx) = , possiamo concludere che la funzione am-
z—0~

mette derivata sinistra in zp = 0 con f’ (0) = S per ogni § € R. Riguardo alla derivata
destra, essendo per x — 0, sinh(z®) ~ z® per ogni « > 0 risulta

0 se v > 1
_ 0 : h «
limM:hmM:hme‘_lz 1 sea=1
z—0t xT z—0+ xT z—0t
+00 sea<1



Quindi la funzione ammette derivata destra in xy = 0 per ogni & > 1 con f%(0) = 0 se
a>1le fl(0) =1sea=1. Ne segue che la funzione risulta derivabile in zy = 0 per
a>1lef=0con f/(0) =0 ma anche per « = =1 con f'(0) = 1.

(4) La risposta esatta ¢ @ La funzione risulta definita e continua in R. Dalla gerarchia
degli infiniti si ha

T —er £ -1

lim f(x) = lim = lim < =-1
z—+00 z—+oo x + e¥ T—+00 e% +1
mentre .
—r —e
lim z)= lim — =1
T——00 f( ) r——o00 — + e*

Risulta allora che la funzione ammette come asintoti orizzontali per x — +oo rispettiva-
mente le rette y = F1. La funzione risulta derivabile in ogni z € R\ {0} con

2e”(1—x)
) - { Gl sew>0

—(fofj;;; sex <0

mentre non risulta derivabile in 2 = 0 essendo

—92e%(1 —
lim f'(z) = lim =2 mentre lim f'(z) = lim k) = —2.

z—0t z—0+ (I’ —+ ew)Q z—0~ r—0+ (—l' + €x>2

Dunque z = 0 risulta punto angoloso con f/ (0) = £2.
Poiche f'(z) < 0 per ogni z < 0 e x > 1 mentre f'(z) > 0 per 0 < x < 1, avremo che f(z)
risulta strettamente decrescente in (—o0,0] e in [1,+00), strettamente crescente in [0, 1]

e dunque z = 0 risulta punto di minimo (assoluto) con f(0) = —1 mentre z = 1 risulta
punto di massimo relativo con f(1) = 5 < 0.

Ne segue allora che f(z) < 0 per ogni x € [0,400) mentre, dal Teorema di esistenza
degli zeri e dalla monotonia stretta della funzione, la funzione ammette un unico zero
nell'intervallo (—o0, 0).



(5) La risposta esatta ¢ la [c]. Infatti, integrando per parti otteniamo

/log(l—l—x)dx:_log(l—i-x) +/ : 1 i

x? x (1 + )

log(1 + 1 1

T
T 1+2z

T
log(1
:—w+log3§—log(l+x)+c
e dunque
/*Oolog(l—i-x / 1+x
1 22 bﬁ\Jroo
o1 b
= lim { log(1 + ) —— = +logz — log(1 + z)
b—>+oo 1
log(1+b
= 1l —M—Hog + 2log2 = 2log?2

1+0

b—>+OO b



CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA CIVILE ED AMBIENTALE
SECONDA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 12 LUGLIO 2012

1) L’ordine di infinitesimo della funzione f(x) = log(1 + ) — log(1 + sinx) per x — 0 ¢

1 b]3
2 @ nessuna delle precedenti

cosh(z®)—1

2) La funzione f(z) = { 9”

per z > 0
i nel punto zy =0
sin(fSx) per z <0

non ¢ derivabile per ogni o, f € R @ ¢ continua per ogni o > 0e f € R
¢ derivabile solo per a > 1e 3 =10 @ nessuna delle precedenti

3) La funzione f,(z) = e — e per ogni a > 0, a # 1,

[a] & monotona in [0, +00) [b] non ammette asintoti
ammette un punto di massimo @ nessuna delle precedenti

4) L’integrale/ 2%| cos x| dz vale
0

2 @ %2 +2r—4
0 @ nessuna delle precedenti

n

+o00
5) La serie di potenze g ha insieme di convergenza
n=1

—~ Vn

[-1,1) @ nessuna delle precedenti



SOLUZIONE

(1) La risposta esatta ¢ la @ Infatti, considerando lo sviluppo di ordine 3 di log(1 + y)
con y = sinx e di sinx, dalle proprieta di “o” piccolo otteniamo

sinx  sindx

log(1 4+ sinz) = sinz — 5 + 3 + o(sin® 7))
3 1 3 1 3 3
== Gt o(a?) — (o = 5 +0(@’)? + 5o — 5 +0@®)) +ol(w — 7 +o(a?))’
3 .2 .3 2 3
:x—%—%—i—%%—o(ﬁ)zx—%—i—%%—o(ﬁ)
e dunque
> 3 2 3 3
f(z) =log(1+x)—log(1+sinz) = x—%+%+o(m3)—(m—%+%+0(m3)) = %—FO(SL‘B)

da cui ord(f(x)) = 3.

(3) La risposta esatta & la [d]. Infatti,

lim f(z) = lim sin(fx) = 0= f(0)
z—0~ z—0~
per ogni 3 € R. Mentre, per o < 0 poiche 2% — +oo per x — 0" e 2* = 1 per « = 0
abbiamo che
lim f(z) =400

z—0t

. . 2
per ogni o < 0, mentre essendo * — 0 per a > 0 e x — 0%, ricordando che coshy—1 ~ %

per y — 0, per a > 0 otteniamo che

0 se > 1

_ . cosh(z%) — 1 . gl ) 2
lim f(z) = lim ————— = lim =195 se =3
z—0+ =0+ x =0t 2 ]
+oo sea <3

Dunque f(z) risultera continua in xy = 0 solo per a > % e ogni B € R.

Riguardo alla derivabilita, abbiamo che la funzione risulta derivabile in ogni x < 0 con

f'(x) = Bcos(Bz) e poiche lim Fcos(fx) = B, possiamo concludere che la funzione
z—0~

ammette derivata sinistra in zo = 0 con f’ (0) = /8 per ogni § € R. Riguardo alla derivata
destra, per ogni o > % risulta

lim M = lim

0 se a > 1
1
z—0t T z—0t 2 z—0t 2 2

sea=1

+00 sea<l1



Quindi la funzione ammette derivata destra in xy = 0 per ogni o > 1 con f%(0) = 0 se

a>1le fl(0) = % se « = 1. Ne segue che la funzione risulta derivabile in zy = 0 per

a>1ef=0con f/(0) =0 ma anche per a =1e =3 con f'(0) = 3.

(3) La risposta esatta & @ La funzione risulta definita e continua in R con

+00 sea>1 4

T—+00 T—+00

lim f(z) = lim ef"’(@(a—l)w 1) = {

-0 sel<axl

mentre lim f(z) = 0. Dunque y = 0 & asintoto orizzontale per z — —oco e [b] & falsa.
T—r—00

La funzione risulta derivabile in ogni x € R con

fl(z2) = ae®® — e® = e®(ae@ D7 — 1)

Osserviamo che posto x, = llofg, risulta che f'(x) > 0 se e solo se © > xz, per a > 1

mentre f'(x) > 0 se e solo se x < x, per @ < 1. Avremo allora che per a > 1 f(z)

risulta strettamente decrescente in (—oo, x,], strettamente crescente in [z,, +00) con x,

punto di minimo mentre per v < 1 f(z) risulta strettamente crescente in (—o0,x,],

strettamente 1decrescente in [z, +00) con z, punto di massimo. Dunque e falsa.
og

Poiche z, = 725 < 0 per ogni a # 1 possiamo concludere che f(z) risulta monotona in

[0, +00) e dunque che [a] ¢ vera.

o<l

o>1

(4) La risposta esatta & la @ Infatti, usando ’additivita dell’integrale abbiamo

T 3 T
/ x2|cosx]dx:/ x2c0sxdx—/ x? cosz dx.
0 0 z

2

Integrando per parti si ha

/a:gcos:vdx:xQSinaj—/Qwsinxd:v:xzsinx+2xcosx—2/cosx

= 2?sinz + 2xcosx — 2sinz + ¢

“un terribile frequente errore: per le proprietd delle potenze e®* = ee(*~1)% ¢ NON % = e%e®!



e dunque

™ z ™
2
/ x2|cosx|dx:/ IQCOSI'dZL‘—/ x? cos z dx.
0 0 z

2

= [IL‘QSiHZL‘—FQQSCOSZB—QSiHZ’}E — [xZSinx+2$cosx—28in$]z
2
™ or 4
= — m —
2

5) La risposta esatta ¢ la [c|. Infatti, posto a, = —= per n — +o0o risulta
N

’an+1| _ \/ﬁ
|ay| vn+1

Dal metodo del rapporto possiamo concludere che la serie ha raggio di convergenza p = 1 e

dunque che la serie converge per |z| < 1 e non converge per |z| > 1. Osservato inoltre che
per x = 1 abbiamo la serie Z:g \/LE che risulta divergente mentre per x = —1 abbiamo

. —_1)n . . . . . . .
la serie Z:j % che risulta convergente per il criterio di Leibniz, possiamo concludere

— 1.

che 'insieme di convergenza della serie data ¢ I'intervallo [—1, 1).



CORSI DI LAUREA IN INGEGNERIA CIVILE E AMBIENTALE
SECONDA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 6 SETTEMBRE 2012

1) L’ordine di infinitesimo della funzione f(z) = v/1+ 22 — V1 4 sin’z per z — 0 &

2 @ maggiore di 4

4 @ nessuna delle precedenti
sinh(2z)—sinh(ax)
—=———— perzx >0

2) La funzione f(x)= N P nel punto zo =0

cos(fx) per z <0

non e derivabile per ogni o, f € R @ e continua per ogni o, f € R

¢ derivabile solo pera=—-1e =0 @ nessuna delle precedenti

3) La funzione f,(x) = Vaz? — /x per ogni a > 0, a # 1,
ammette asintoti @ ¢ monotona nel suo dominio
€ non negativa nel suo dominio @ nessuna delle precedenti

2
4) L’integrale improprio / x| log x| dz vale
0

[a]2log2 — 3 [b]log2

1 —2log2 @ nessuna delle precedenti
+oo
5) La serie di potenze Z x" tan # ha insieme di convergenza
n=1

R @ [_17 1]
[-1,1) @ nessuna delle precedenti



RiISPOSTE*
(f(x) = % +o(z*))

1.
2. [d] (
3. [d]
4. [a]
5

derivabile solo per a« =1 e = 0)

&

* Solo le risposte di cui e’ presente lo svolgimento sono ritenute valide per la valutazione
del compito.



CORSI DI LAUREA IN INGEGNERIA CIVILE E AMBIENTALE
SECONDA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 13 OTTOBRE 2012

1)* L’ordine di infinitesimo della funzione f(x) = v/1 —sin*x — /1 — 22 per z — 0 &

2 @ maggiore di 4

4 @ nessuna delle precedenti
cosh(2x)—cosh(ax)
—=——= perz >0

2) La funzione f(x)= N P nel punto zo =0

cos(fx) per z <0

non e derivabile per ogni o, f € R @ e continua per ogni o, f € R

¢ derivabile solo pera=—-1e =0 @ nessuna delle precedenti

3)* L’equazione 21 + o = \/x ammette almeno una soluzione

[a] per ogniagg @per ognia>%
per nessun a € R @ nessuna delle precedenti

4) L'integrale / 2% sin x dz vale
0

m —4 @ 2m
0 @ nessuna delle precedenti

+o00
5) La serie di potenze Z 2" log(1 — 1) ha insieme di convergenza

n=1

2] R b (-1,1]
[-1,1) @ nessuna delle precedenti



RISPOSTE*

S oo
[l [2] [=] [#] []

* Solo le risposte di cui e’ presente lo svolgimento sono ritenute valide per la valutazione
del compito.



