ANALIST MATEMATICA 1
SECONDA PROVA SCRITTA DEL 15/12/2008

ncm

1) La successione a,, = —— per n — +00
(2n)!
diverge per ogni o > 2 E diverge per ogni o > 0
converge per ogni a < e @ nessuna delle precedenti
Vita?—eo®
L sex >0
2) La funzione f(z) = x nel punto zp =0
cos(fx) sex <0
non e derivabile per ogni «, § € R E e derivabile per ogni f e Re a = —1
¢ derivabile solo per —a = 8 =1 @ nessuna delle precedenti
3) L’equazione e = x
non ammette soluzione per ogni o > 0 E ammette un’unica soluzione per ogni o > 1
ammette due soluzioni per ogni 0 < o < % @ nessuna delle precedenti

4) La funzione f,(x) = \/cosz — e**” per 2 — 0 ha ordine di infinitesimo

[a]2 per ogni o € R @ maggiore di 4 per almeno un a € R
4 per qualche a € R @ nessuna delle precedenti

1
1

5) L’integrale improprio / x? arctan — dx vale
0 x

[a] 5+ ; — +log2 [b]llog2 - +1
+00 @ nessuna delle precedenti

e — 1+ 2z

sinx — log(1 + x)

1
6) L’integrale improprio / dzx, con o > 0, converge
0

[a] per ogni a > 0 @solo per a =1
per nessun o > 0 @ nessuna delle precedenti



SOLUZIONE

(1) La risposta esatta ¢ la [a]. Infatti, per n — 400 risulta

0 se v < 2,
RS e C) NN GRS IS DO
a,  (2n+2)! non  (2n+1)(2n +2) n 4n2—« 4 7
+00 se a > 2.
Essendo e? > 4, dal criterio del rapporto deduciamo che per n — +o0, a, — +oo per ogni

a > 2 mentre a,, — 0 per ogni v < 2.
(2) La risposta esatta & @ Infatti,

lim f(z) = lim cos(fx) =1= f(0)

z—0~ z—0~

per ogni € R. Mentre, essendo per x — 0, V1 +22 =1+ 12—2 +o(2?) = 1+ o(x) e e*® =
1+ ax + o(x), si ottiene

V1422 — e —ax + o(x)

lim f(z) = lim = lim — = —a
z—0t z—0t T xz—07F x
per ogni @ € R. Dunque f(x) risultera continua in zo = 0 solo per o« = —1.
Riguardo alla derivabilita osserviamo che f(z) & derivabile in ogni z < 0 con f'(z) = —fsin(fSz)
e che lim f'(x) = 0 per ogni 8 € R. Quindi, per ogni § € R, la funzione ammette derivata
z—0~
sinistra in xy = 0 con f’ (0) = 0. Riguardo alla derivata destra, per « = —1, osservato che per
o — 0, risulta VI + 22 =1+ 2 + o(2?) mentre e = 1 — z + & = o(z?), otteniamo
_fle)—fo) o oBEm=em 1 Tra? e o(2?)
lim —————~ = lim —*— = lim = lim = 0.
z—0t+ T z—0t T z—0t+ T2 -0+ 12

Quindi la funzione ammette derivata destra in 2y = 0 con f (0) = 0. Ne segue che la funzione
risulta derivabile in xyp = 0 per « = —1 e ogni g € R.

(3) Larisposta esatta e la[c]. Posto f,(z) = e** —z, studiamo la funzione f,(x) e determiniamo

il numero di zeri al variare di «, limitandoci a considerare il caso a > 0. La funzione risulta

definita e continua in R con hl’j{l fa(z) = 400. La funzione risulta inoltre derivabile in ogni
T—>100

z € R con
fi(x) = e —1

«

Dunque, avremo f/(z) > 0 se e solo se x > = log(+) = z, e quindi chef,(z) risulta strettamente

decrescente in (—oo, x,], strettamente crescente in [z,, +00) e che z, risulta punto di minimo
assoluto per fu(z) con fo(z,) = L(1 —logl). Osservato che fo(z,) < 0se 0 < a < 1

e’

fa(za) =0se a =1 e fo(xa) > 0se o> 1, dal Teorema dei valori intermedi e dalla monotonia
della funzione otteniamo che I'equazione f,(z) = 0 ammette due soluzioni se 0 < o < %, una



% e nessuna soluzione se o > %.

In alternativa, osservato che ogni eventuale soluzione dell’equazione e®* = x risulta positiva, si
. . . . 1
poteva studiare I'equazione logx = ax o equivalentemente I'equazione <2+

soluzione se o =
= q.

(4) La risposta esatta € la[c]. Infatti, ricordando che e¥ =14y + y; + o(y?) per y — 0, posto
y = ax? per x — 0 si ottiene

2 ), Oy 4
e =1+ ax +?x + o(x*)

D’altra parte, poiche /1 +y =144 — % +o(y?) per y — 0 mentre cosz = 1 — % + % +o(x?)
per x — 0, posto y = cosz — 1 nel primo sviluppo, per z — 0 otteniamo

cost—1 (cosz — 1)

VaRE =1+ - +of(cosz — 1)?)

2 8
1, 22 2 1, 22 o 2 7t
4B ay_ Lo T 4\\2 Sz, z 4\\2
+2( 5 +24+0(x)) 8( 5 +24+0(x)) + o(( 5 +24+0(x)))
1 1 1 1 1
:1—1332 (4—8—3—2)x4+0(az4):1—1552—%1’4—1—0(:64)
Quindi
Lo, 14 4 2 & 4 4
fa(x):l—zx ~36% +o(z%) — (1 4+ az® + —2z" + o(z"))
= (G + ) — (g5 + D)at 4 0la)
=—(3+a) o5 T ) Tole
Ne segue che se o # — 1 allora ord(fa(z)) = 2 mentre se « = —1 allora
Jula) = (g5 + o)t +ola) = 21+ o(a)
VT g gt T T Ty OV
eord(fu(z)) =4
(5) La risposta esatta ¢ la [a]. Infatti, ricordando che D(arctani) = —ﬁ, integrando per

parti otteniamo

9 1 3 1 1 z3
x‘ arctan — dx = 3 arctan — + —

T z 3) 1+ 22 v

x3 . 1+1/ T d
= —arctan—+ - | x — T
3 Tz 3 1+ 22

T arctan & + £ (a? — log(1 + a%)) +
— — arctan — —\xr  — 10 €T C
3 xr 6 &



Quindi dalla Formula fondamentale del calcolo integrale e dalla definizione di integrale impro-
prio si ottiene

1

1 1 3

1 1 1

/ r* arctan — dz = lim 22 arctan — dr = lim | = arctan -~ + —(2? —log(1 + 2?))
0 x a—0+ T a—0+ | 3 r 6

T S S | a? 1 ., 9
_alggl+ﬁ+6_ElogQ_EarCtana_é(a —log(1+a%))
ARSI
T1276 6 ¢

(6) La risposta esatta ¢ la @ Lintegranda f,(z) = ==Y m ¢ funzione continua in (0, 1],
studiamone il comportamento per x — 0T al variare di o > 0.

Per  — 0T, osserviamo che ¢** = 1+ 2% + Z° 4 o(2*) mentre /1 + 22 = 1 4+ 2 — & + o(z?)
e dunque
- ) z + o(x) sea>1,
o x x
e’ —\/1+2x=x“+7+0(x20‘)—x+?+o(x2) =qz*+o0(z*) sel<a<l
> +o0(2?) sea=1
Inoltre, per z — 07 si hasinz = x+o(z?) e log(1+z) = x—%Jro(xQ) e quindi sin x—log(1+4z) =
362—2 + o(z?). Ne segue che per z — 07 risulta
% se a > 1,

fo(m) ~ 332% se0<a<l1

2 sea=1

Essendo 2 — a > 1 per ogni a < 1, dal criterio del confronto asintotico deduciamo che per

i
a # 1 lintegrale / fo(x)dx diverge mentre se @ = 1, essendo lim+ fa(x) = 2, avremo che
0 z—0

1
/ fo(z)dz converge .
0



ANALIST MATEMATICA 1
SECONDA PROVA SCRITTA DEL 13/01/2009

vVn® — /n
1) La successione a,, = 17;/_ per n — +00
én —
diverge a 400 per ogni a > 1 E converge a 1 per ogni a # 1
converge a 0 per ogni o < 1 @ nessuna delle precedenti

sin? (ax) —sin(z?)

>0
2) La funzione f(z) = { 22 e nel punto zo =0

vi4+pr—1 sex<0

non e derivabile per ogni «, § € R E e derivabile per ogni f e Re a =1
¢ derivabile solo per a = 8 =1 @ nessuna delle precedenti

3) L’equazione log(1 — 1) = 2 con o > 0 ammette soluzione positiva

[a] per ogni a > 0 @per ogni a # 1

solo per a > 1 @ nessuna delle precedenti
4) La funzione f,(r) = ;%= — log(1 + arctan x) per # — 0 ha ordine di infinitesimo

(] 1 b2

maggiore di 2 @ nessuna delle precedenti

dz vale

o log(a? — 22 + 2
5) L’integrale improprio / og(x 5 T+
L x

[a] +00 b)3
3 logh +arctan2 — 7 @ nessuna delle precedenti

+00 : «
x — sin(x
6) L’integrale improprio w dx converge
0 x

@perogni0<a<% @solopera:%
per nessun o > 0 @ nessuna delle precedenti



TRACCIA DELLA SOLUZIONE

(1) La risposta esatta € la [a]: per n — 4oo risulta a, — 400 per ogni @ > 1 essendo

\"/n“—%w(a—l)b%ee%—lzw

3=

(2) La risposta esatta ¢ la @: la funzione risulta continua in x = 0 con f(0) = 0 per o = £1
e ogni € R mentre risulta derivabile in z = 0 con f(0) =0 per a = +1 e =0.

(3) La risposta esatta ¢ la [c]: I'equazione ammette un’unica soluzione per ogni o # 1, tale

soluzione risulta positiva se a > 1, negativa se a < 1, non ammette soluzioni se a = 1.
Difatti la funzione f,(z) = log(1 + %) — 2% ¢ tale che lim, 4o fa(x) = 0, lim, o+ fo(z) =

lim, , - fo(x) = +00. Se a # 1, la funzione ammette un punto di minimo assoluto in z, = a%
con fo(xy) <0, risulta z, > 0 se @ > 1 mentre z, < —1sea <1.

[y

(4) La risposta esatta ¢ la E: risulta f(z) = 322 + o(2?) per © — 0 e quindi ord(f(z)) = 2.

(5) La risposta esatta & la [b]: risulta infatti [ k’g(mz;fxmd:c = (2 — Dlog(a? — 22 +2) —
log |z| + arctan(z — 1) + c.

(6) La risposta esatta ¢ la E: infatti, posto fa(z) = =00 her ¢ — 400 risulta fo(z) ~

2
353% per ogni a > 0 e quindi f1+°o fo(z)dx converge per ogni o > 0. Mentre per x — 07 risulta:

se a > 3, fo(r) ~ =7 e quindi fol fo(z)dz diverge;

se 0 < <3, falz) ~ == ed essendo 2 — o > 3, fol fo(z)dx diverge;

se a = %, falx) ~ ﬁ e fol fa(x)dx converge.

NoTA: La precedente e solo una traccia della risoluzione della prova, si consiglia di svolgere gli
esercizi nei dettagli.



ANALIST MATEMATICA 1
SECONDA PROVA SCRITTA DEL 24/03/2009

vne —1

sin(loin) —log(1+ 1)

1) La successione a,, = per n — —+00

diverge a 400 per ogni a > 1 E converge a 1 per ogni a # 1
converge a 0 per ogni av < 1 @ nessuna delle precedenti
cos?(z)—cos(z2)
—_—— >0
2) La funzione f(z) = @ e nel punto zp =0
cos(r + «) sex <0
non e continua per ogni a € R E e derivabile solo per a =7
¢ derivabile per ogni a € R @ nessuna delle precedenti

3) L’equazione arctan(ax) = z con a > 0 ammette

[a] 3 soluzioni per ogni a > 1 E nessuna soluzione per ogni a < 1
un’unica soluzione per ogni a > 0 @ nessuna delle precedenti
4) La funzione f,(z) = ﬁ—z — alog(cosx) per x — 0 ha ordine di infinitesimo
a| 1l per ogni a € R 2 per ogni o € R
g g
maggiore di 3 per qualche o € R @ nessuna delle precedenti

arctan(z — 1)

5 dx vale

+o0
5) L’integrale improprio /
1 x

[a] +o0 b
[c] 7 —log2 @n

essuna delle precedenti

6) L’area massima dei rettangoli inscritti nell’ellisse di equazione %2 +y?=1¢

2 [b]2v2
4 @ nessuna delle precedenti



TRACCIA DELLA SOLUZIONE

(1) La risposta esatta ¢ la @: per n — +oo risulta a,, — a per ogni @ € R essendo /n® —1 ~
Qi8R o gin(82) _Jog(1 + 1) =len 4 p(losny 1y 501y loan

(2) La risposta esatta ¢ la @: la funzione risulta continua in x = 0 con f(0) = —1 per ogni
a = m+ 2km, k € Z. Per tali valori di « la funzione risulta derivabile in x = 0 con f’(0) = 0.

(3) La risposta esatta ¢ la [a]: 'equazione ammette un’unica soluzione (x = 0) per ogni a <1
e ammette 3 soluzioni per ogni o > 1. Difatti la funzione f,(x) = arctan(az) — z ¢ tale che
lim, 4o fo(z) = Foo e risulta strettamente decrescente per aw < 1 mentre per @ > 1 ammette

YL con fo(Xas) > 0 e un punto di minimo relativo in

un punto di massimo relativo in X, =
Ty = ——V‘Zé_l con fo(xs) <0.

(4) La risposta esatta ¢ la @: risulta fo(z) = (1 + §)2® — 2° + o(2®) per x — 0 e quindi
ord(fao(z)) =2 per ogni a # —2 e ord(f,(x)) = 3 per a = —2.
arctan(x — 1)

1 1
dr = (5 — —)arctan(z — 1) +

(5) La risposta esatta & la [b]: risulta infatti / 5
T T

1 1
éloga:— Zlog(aj2 —2x+2)+c.

(6) La risposta esatta e la [c]: 'area massima si ottiene come massimo della funzione A(x) =

22v/4 — 22 nell'intervallo [0, 2]. Tale massimo si ha nel punto x = /2 con A(v/2) = 4.

NoTA: La precedente ¢ solo una traccia della risoluzione della prova, si consiglia di svolgere gli
esercizi nei dettagli.



ANALIST MATEMATICA 1
SECONDA PROVA SCRITTA DEL 14/04/2009

1
1) La successione a,, = n® — nlogn + n*log(1 + =) per n — +00
n

diverge a 400 per ogni a > 1 E converge a 1 per ogni a # 1
converge a () per ogni a < 1 @ nessuna delle precedenti

eSC cos T

_ 2
—ZOS”O“ sex >0

2) La funzione f(z) = nel punto zy =0

(14 22)p sex <0
non e derivabile per ogni «, § € R E e continua solo per a = 1
¢ derivabile solo pera = —-1e =1 @ nessuna delle precedenti

. |2 . . el
3) L’equazione e~ 1*"~!l = o ammette due soluzioni positive

[a] per ogni a > 0 Eperogni0<a<1
per a > é @ nessuna delle precedenti

4) La funzione f,(x) = sinz — xcosz + alog(1 + z?) per x — 0 ha ordine di infinitesimo

[a] 1 per qua'lche aeR @ 3 per qualche o € R
2 per ogni a € R @ nessuna delle precedenti

1
5) L’integrale / 2*V1 — 22 dz vale
0

i b] -3
1 @ nessuna delle precedenti

6) Lint o ) /1 VT p
mtegrale 1mproprio ———— = dX converge
g proprio. | g

[a] per ogn.i a € Ii& @ solo per o # —%
per ogni a # 3 @ nessuna delle precedenti



SOLUZIONE

(1) La risposta esatta ¢ la [a]. Infatti, per n — 400 risulta

1 1
an =n* —nlogn+n*(—+o(=)) =n* —nlogn +n + o(n)
n n

1
Quindi se a > 1 risulta n = o(n®) e dunque, dal limite notevole lirf ogﬁn = 0 per ogni § > 0,
n—-+oo 1y
otteniamo
o « e l—« O(na)
a, =n* —nlogn+o(n®) =n*(1l—n"“logn + ) = +oo
na

Se o = 1 risulta
o(n)
a, = 2n —nlogn +o(n) = n(2 —logn + —%) — —oo
n
mentre se a < 1 risulta n* = o(n) e dunque

o(n)

a, =n—nlogn+o(n) =n(l —logn + ——=) — —
n

(2) La risposta esatta e @ Infatti, dagli sviluppi notevoli si ha

e’ =14+ xcosz + %(:c cos)? + o((x cos )?)
= 1o = Tt o) + 5o T4 o) + o1~ T+ o))

=1l4z-— % + o(z®) + %(xz(l — 2%+ 0(2?))) + o(z*(1 — 2% + o(2?)))
:1+x+%2+0(:p2)

e quindi
7’ z?
e" O —cosz 4+ ar’ =1+ + 5 +o(z?) -1+ B +o(2?) + ar® = x + (a + 1)2* + o(z?)
Ne segue che
TCOST __ 2 1 2 2
lim f(z) = lim ° cosTor oy, rher e volr)
2—0+ x—0+ x z—0t €

per ogni a € R ed essendo

lim f(x) = lim (1+2?)” =1 = £(0)

z—0~ z—0~

per ogni 5 € R, si ottiene che f(z) risulta continua in zo = 0 per ogni a, 8 € R.



Riguardo alla derivabilita osserviamo che f(z) e derivabile in ogni < 0 con f'(z) = 28z(1 +
22)#~1 e che lim f/(z) = 0 per ogni B € R. Quindi, per ogni € R, la funzione ammette
z—0~

derivata sinistra in zp = 0 con f’(0) = 0. Riguardo alla derivata destra, dallo sviluppo
precedentemente ottenuto si ha

y f(a:) . f(O) y e”“‘os“”7jcos:z:+oz:z:2 1 . eTST _ cog x4+ ar? — 1
11m ——— = l1In = im
z—0t T z—0t €T z—0t 2
o (a+1Da? + o(a?
:hr(r]1+< >x2 ( >:a—|—1.
z—

Quindi la funzione ammette derivata destra in 2y = 0 con f%(0) = a + 1. Ne segue che la
funzione risulta derivabile in o = 0 solo per a = —1 e ogni § € R.

(3) La risposta esatta e la @ Posto f(z) = e 1**~! determiniamo il numero di soluzioni
positiva dell’equazione f(x) = a. La funzione risulta definita e continua in R con liril f(x) =
T—L 00

0. La funzione risulta inoltre derivabile in ogni x € R, x # +1, con

—2ze" " se|x| > 1
|

2ret ! se |z <1

Dunque, avremo f’(xz) > 0 se e solo se z € (—oo, —1) U (0,1) e quindi chef(z) risulta stretta-
mente crescente in (—oo, —1] e in [0, 1], strettamente crescente in [—1,0] e in [1,4+00). Quindi
zo = 1 risulta punto di minimo relativo per f(z) con f(0) = e~!, mentre x4 = =1 risultano
punti di massimo assoluto per f(z) con f(£1) = 1.

Dal Teorema dei valori intermedi e dalla monotonia della funzione otteniamo che 1’equazione

f(x) = o ammette due soluzioni (una positiva e una negativa) se 0 < o < L e @ = 1, tre

soluzioni (una positiva, una negativa e una nulla) se o« = %, quattro soluzioni (due positive e

due negative) se é < a < 1 e nessuna soluzione se a« <0 e a > 1.

(4) La risposta esatta & la @ Infatti, dagli sviluppi notevoli per x — 0 otteniamo

3 2
sinz — xcosz + alog(l +2°) = — % +o(2?) — 2(1 — % + o(z?)) + a(z® + o(z?))

1
= oz’ + gx?’ + o(z%)
Ne segue che se a # 0 allora ord(f,(x)) = 2 mentre se a = 0 allora ord(f.(z)) = 3.

(5) La risposta esatta ¢ la [a]. Infatti, operando la sostituzione ¢ = v/1 — a2 (da cui do =
—ﬁ dt), si ottiene



(6) La risposta esatta ¢ la @ L’integranda f,(z) = % ¢ funzione continua in (0, 1],

studiamone il comportamento per x — 07 al variare di o € R. A tale scopo osserviamo che

2372 xQ 1 052
+r+ = +o@?) = (a+ )+ (—

(8}
ar 1_ —
e Vv T =ar + 5 3 5 5

1
+ g)xQ + o(2?)

Risulta allora

9

4 _
2372 se o = —

71 J—
- {2 07

N[= N[

Dal criterio del confronto asintotico deduciamo che per o # —% I'integrale converge mentre se
o= —% I'integrale diverge .



ANALIST MATEMATICA 1
SECONDA PROVA SCRITTA DEL 30/06/2009

. 1
1) La successione a,, = n®sin — — n’logn per n — +oo
n

diverge a 400 per ogni a > 4 E diverge a —oo per ogni a < 4
converge a 0 per qualche a € R @ nessuna delle precedenti

ze®—alog(l4x)
x

ebr — =Pz sexr <0

sex >0

2) La funzione f(z) = nel punto zy =0

non e derivabile per ogni «, § € R E e continua per ogni a € R
¢ derivabile per « =1 e ogni § € R @ nessuna delle precedenti

2

3) L’equazione |logz| = ax?, con o > 0 ammette

[a] due soluzioni per ogni o > 0 @ due soluzioni per ogni 0 < a <
tre soluzioni per ogni 0 < a < 2—16 @ nessuna delle precedenti

4) La funzione f,(z) = cos?x — /1 — 22%, a > 0, per z — 07 ha ordine di infinitesimo

2 per ogni o > 0 E minore di 2 per ogni a > 0
4 per qualche a > 0 @ nessuna delle precedenti

2
5) L'integrale / |x — 7| cosx dx vale
0

[a] 4 [b]o

2m @ nessuna delle precedenti
. . o [T VT 2% —cost
6) L’integrale improprio 5 L dx converge
1 x
[a] per ogni a > 0 @ solo per av < —2

per ogni o < 2 @ nessuna delle precedenti

N [—=



TRACCIA DELLA SOLUZIONE

(1) Larisposta esatta ¢ la @: infatti per n — +oo si ha a, = n*(n®**+o(n**)—logn) — —oo
per ogni o < 4.

(2) La risposta esatta ¢ la @: essendo ze” — alog(l+ ) = (1 — a)z + (1 + §)2* + o(2?), la
funzione risulta continua in x = 0 con f(0) = 0 per &« = 1 e ogni § € R. Mentre la funzione
risulta derivabile in z = 0 con f'(0) = 2 solo pera=1e 3 = 3.

(3) La risposta esatta ¢ la [c]: l'equazione ammette un’unica soluzione (in (0,1)) per ogni

a > . due soluzioni per a = - e 3 soluzioni per ogni 0 < a < L.
2e? 2e 2e

Difatti la funzione f,(x) = |logz|—axz? & tale che lim, ;o fo(z) = —00 e lim,_o+ fo(z) = +00.
La funzione risulta strettamente decrescente per a > % mentre per 0 < a < % ammette un
punto di massimo relativo in X, = \/% con fo(X,) >0seesolose )< a< é e un punto di
minimo relativo in 1 con f(1) = —a < 0.

(4) La risposta esatta ¢ la[c} per  — O risulta fo(z) = —2? + 2t +o(z?) + 2%+ 322 + 0(2**)
e quindi ord(f,(z)) = 2 per ogni a > 2, ord(f.(x)) = « per ogni a < 2 e ord(f,(x)) = 4 per
o =2

(5) La risposta esatta ¢ la [a]: risulta infatti

2 s 2
/ \x—w\cosxdx:/ (W—x)cosxd:c—i-/ (x — ) coszdx
0 0 7r

= (7 — @) sinz — cos z]] + [(x — 7) sinz + cosz]-" = 4

(6) La risposta esatta e la [c]: difatti per  — +o0 risulta

.
1 sea>0
xT 2
\/22’1 se =0
falz) ~ ¢ —— se—2<a<0
[ 22—«
12116 se o= —2
\—ﬁ se v < —2

NoTA: La precedente e solo una traccia della risoluzione della prova, si consiglia di svolgere gli
esercizi nei dettagli.



ANALIST MATEMATICA 1
SECONDA PROVA SCRITTA DEL 15/07/2009

1) La successione a,, = nlog(1 +n®) — n?sin — per n — 400
n

diverge a +o00 per ogni o € R E diverge a —oo per ogni a < 0
converge a 0 per qualche a € R @ nessuna delle precedenti

aarctan;—aﬂsmx se T > 0

V1+ Bx sexr <0

2) La funzione f(z) = nel punto zy =0

non e derivabile per ogni «, § € R E e continua per ogni a, f € R
¢ derivabile per « =1 e ogni § € R @ nessuna delle precedenti

3) La funzione f,(x) =log|r — 1] + az, con a > 0, ammette uno zero in (—oo, 0)

[a] per ogni a > 0
solo per a > 1

per nessun « > 0

D]
E nessuna delle precedenti

4) La funzione g,(z) = sin® x — log(1 + 2%), @ > 0, per * — 0% ha ordine di infinitesimo

[a]2 per ogni o > 0
4 per qualche a > 0

minore di 2 per ogni o > 0

EEd

nessuna delle precedenti

T 1
5) L'integrale / |sinz — §| cos z dz vale
0

1/4 [b] 1/2

0 @ nessuna delle precedenti
too x
6) L’integrale improprio 1 m dx converge
[a] per ogni o < 2 @solo per a <0

per ogni a > 4 @ nessuna delle precedenti



TRACCIA DELLA SOLUZIONE

(1) La risposta esatta ¢ la @: infatti per n — 400, se a < 0 risulta a, = —n + o(n) - —o0
mentre se « = 0 allora a, = (log2 — 1)n + o(n) — —oo e infine se @ > 0 allora a, =
n(alogn — 1) + o(n) — +oo.

(2) La risposta esatta ¢ la @: essendo a arctan r —xsinz = ax — 2?4 o(2?), la funzione risulta
continua in x = 0 con f(0) =1 per &« = 1 e ogni f € R. Mentre la funzione risulta derivabile

inz=0con f(0)=—1solopera=1ef=-2.

(3) La risposta esatta e la [c]: la funzione ammette un unico zero in (—o00,0) se 0 < a < 1le
nessun zero in (—oo,0) se a > 1.

Difatti, limitandoci allo studio della funzione in (—oo, 0], risulta lim f,(z) = —oco e f(0) = 0.
——00

Se a > 1, la funzione risulta strettamente crescente in (—oo, 0] e dunque f,(z) < 0 per ogni

x € (—00,0). Seinvece 0 < a < 1, la funzione risulta strettamente crescente in (—oo, O‘T_l] e
strettamente decrescente in [0‘7_1, 0]. Dunque z, = 0‘7_1 risulta punto di massimo assoluto per

fo(z) in (—00,0] con fu(xs) > 0 e dunque esiste & € (—o0,0) tale che f,(z) = 0.

(4) La risposta esatta ¢ la [c} per z — 0 risulta go(z) = 2% — s2* + o(2?) — 2™ + 122> + o(2**)
e quindi ord(f,(z)) = 2 per ogni a > 2, ord(f.(x)) = « per ogni a < 2 e ord(f,(x)) = 4 per
o= 2.

(5) La risposta esatta ¢ la [c]: risulta infatti

5w

T 1 6,1 © 1
/ |sinx——|cosxd:p:/ (——sinx)cosxdw+/ (sinz — =) cosxdr +
; 2 . 2 2

us

—_

S ol

1
—|—/ (é—sinx)cosxdx:—[sinx—sian} +
51

%

[\]

—|—% [sinQ:c— sinx]g —l—% [sin:v —sinQ:z:]%r =0

t

(6) La risposta esatta ¢ la [c]: difatti per © — +o0 risulta

se v < 4

9 1=

seax=4

fa<x> ~

%1_1 se a >4

T

NoTA: La precedente e solo una traccia della risoluzione della prova, si consiglia di svolgere gli
esercizi nei dettagli.



ANALIST MATEMATICA 1
SECONDA PROVA SCRITTA DEL 10/09/2009

vV1i+ne—1

sin 2 — log(1 + 1)

n

1) La successione a,, = per n — 400

diverge a +o0o per ogni o > —1 E converge a v/2 — 1 per qualche o € R
converge a 0 per ogni a < 0 @ nessuna delle precedenti

cos?(ax)—cos(z?)
. cos o) oS ) gsex >0
2) La funzione f(x) = {\/ﬁ -1 sexz<0

nel punto zy =0
non e derivabile per ogni «, § € R E e derivabile per ogni f e Re a =0
¢ derivabile solo per a = 3 =0 @ nessuna delle precedenti

2

3) L’equazione logx = az®, con a € R ammette

[a] due soluzioni per ogni o > 0 E una sola soluzione per qualche o > 0
nessuna soluzione per ogni a < 0 @ nessuna delle precedenti
4) La funzione f(x) = ;%= — sin(arctanz) per  — 0 ha ordine di infinitesimo
1 [b]2
maggiore di 2 @ nessuna delle precedenti

T 1
5) L'integrale / |cosz — §| sin x dx vale
0

] 1/2 b2
0 @ nessuna delle precedenti

+00 : a
r — sin(x
6) L’integrale improprio / # dz con o > 0 converge
0

3

[a] per ogni o > 2 @solo per a =1
per nessun « > () @ nessuna delle precedenti



TRACCIA DELLA SOLUZIONE

(1) La risposta esatta e la @: infatti per n — 400, se a < 0 risulta a,, ~ n®*? mentre se o = 0

allora a,, ~ 2n?(v/2 — 1) e infine se a > 0 allora a,, = 2n2*2. Dunque a,, — +00 per a > —2,
a, v>lsea=-2ea, > 0sea<—2.

(2) La risposta esatta ¢ la [c]: essendo cos®(ax) — cos(z?) = —a?z? + o(x?), la funzione
risulta continua in z = 0 con f(0) = 0 solo per &« = 0 e ogni § € R. Per a = 0 risulta
cos?(ax) — cos(2?) = 1 — cos(2?) = L + o(z*) e dunque la funzione risulta derivabile in z = 0
con f'(0) =0solopera=0e=0.

(3) La risposta esatta ¢ la @: I’equazione ammette un’ unica soluzione per a < 0 e per a = 2%
Difatti, considerando la funzione f,(x) = logz — ax?, definita in (0, +00), risulta

_)—o0 sea>0
+00 sea <0

mentre lirf fo(z) = 0 per ogni @ € R. Se o < 0, la funzione risulta strettamente crescente in
T—r1+00

(0, +00) e dunque f,(x) ammette un unico zero in (0, +00). Se invece o > 0, la funzione risulta
1

strettamente crescente in (0, \/—Q—G] e strettamente decrescente in [\/%37 +00). Dunque x, = \/%3
risulta punto di massimo assoluto per f,(z) con fo(za) = 0se & = 5, fo(za) <0se 0 < a < o
mentre f,(z,) > 0 se a > 2—16 Ne segue che per a > 0, f,(z) ammette un unico zero solo per

=1
= 5.

(4) La risposta esatta & la [b]: per 2 — 0 risulta fo(z) = 22 + o(22) e quindi ord(fa(z)) = 2.

(5) La risposta esatta e la @: risulta infatti

T 1 3 1 1
/ |cosx——|sinxd:p:/ (Cosx——)sinxder/ (= —cosz)sinzdr
; 2 ; 2 2

s

O wly

= % [sin2 T + cos x} — % [sin2 T 4+ cos x}

w3 3

4
(6) La risposta esatta ¢ la E: difatti per x — +o0 si ha f,(z) ~ m% per ogni o > 0 e dunque
1+°° fo(z) dx converge per ogni o > 0. Mentre per x — 0 risulta

—363%& se a < 1

se v > 1

fa<x) ~

o= &M|,_.

sea=1

e quindi l'integrale fol fol(z) dx converge solo per a = 1.

NoTA: La precedente e solo una traccia della risoluzione della prova, si consiglia di svolgere gli
esercizi nei dettagli.



