ANALISI MATEMATICA 1
SECONDA PROVA SCRITTA DEL 17/12/2007

—2n
1) La successione a, = (1 + a) per n — +00 converge
n

[a] per ogni o € IR @ per nessun o € IR
solo per a > 0 @ nessuna delle precedenti

eoVERTtar o 4 e (0, 1]

2) La funzione f(x)= { log(1+) 2 nel punto zp =0

arctan fz  se x € [—F,0]

[a] e derivabile per ogni S € Re o = —1 @ non e continua per ogni o, 3 € IR
non ¢ derivabile per ogni «, 5 € IR @ nessuna delle precedenti

a+ logx

3) La funzione f,(x) = ot e

1—logx
per ogni o € IR non ammette zeri @ per ogni o > —1 ha per immagine IR
per ogni o # —1 e iniettiva @ nessuna delle precedenti

4) La funzione f(z) = eV*™*~1 — /T 4+ x per x — 0 ha ordine di infinitesimo

[a] 1 [b]3

2 @ nessuna delle precedenti
+oo ] 2 _ 1
5) L’integrale improprio / %2) dx vale
2 x
2log3 [b]llog3
00 @ nessuna delle precedenti

+oo arctan =
dx, con a > 0,

6) L’integrale impro rio/
) & prop 0 x4+ arctan(z®)

[a] diverge per ogni o > 0 @ converge se e solo se o < 1
converge solo per a > 2 @ nessuna delle precedenti



SOLUZIONE

—2nlog(14++x)

(1) La risposta esatta ¢ la [a]. Osservato che a, = e , studiamo il comportamento

della successione b, = —2nlog(1 + -%) al variare di a € IR.

Se a < 0 allora n% — 400, da cui log(1 + n%) — 400 e dunque b, — —oo. Ne segue che
a, = e’ — 0.

Se a = 0 allora log(1 + n%) =log2 > 0 e dunque b, — —o0. Ne segue che anche in questo caso
a, = e — 0.

Infine, se a > 0 allora n% — 0 e ricordando che log(1 + z,) ~ x,, per ogni successione x,, — 0,

otteniamo che per n — 400 risulta
1 2

1
bp = —2nlog(l+—) ~ —2n—=——+
ne ne ne-

bn 1. Se a = 1 allora b, — —2 da cui

bn

Ne segue che se a > 1 allora b, — 0 e quindi a,, = e
bn 2

a, = e’ — e “ mentre se 0 < a < 1 allora b, — —o0 e quindi a,, = e”* — 0. Riunendo quanto
ottenuto abbiamo
0 sea <1
lim a,=<¢e?2 sea=1
n—-+o0o
1 sea>1

e dunque la successione converge per ogni « € IR.

(2) La risposta esatta & [d]. Infatti si ha

lim f(x)= 1iI517 arctan(fBx) = 0 = f(0)

z—0~
per ogni 3 € IR. Mentre, ricordando che per y — 0, /T +y =1+ % +o(y) e che per x — 0,
cosz =1 — 2 4 o(x?), otteniamo

1 2
Veosz = \/1—|— (cosx —1) = 1+§(cosa:— 1)+o(cosz—1)=1-— %—1—0(352)

da cui, essendo per z — 0, ¢* = 1—|—1‘+%2—|—0(:v2), si ottiene
x a? | a? 2 3 o 2
e —\/Cosx%—ozx:x—i—?—l—z—i—o(x)—i—ozx:(l—i—oz)x—l—zx + o(z*)

Quindi, se a # —1, ¥ — y/cosx + ax = (1 + a)x + o(z) da cui, essendo log(1 + =) = = + o(x),

e’ — \/cosz + ax 5 (1+ a)x + o(x)
= lim

li = li =1 0
xLI(I)IﬂL f(l‘) xi»r(r)lJr lOg(l + l’) z—0t T+ 0(1’) ta ?é
ed f(z) non risulta continua in 0. Se invece o = —1 allora e” — \/cosz — z = 322 + o(z?) da cui
x 3.2 2
- ~ 322 +
lim f(z) = lim ¢ COST T _ 4T TAT) o) =0
z—0t z—0t 10g<1 -+ .ﬁIZ‘) z—0t T + 0(.1')
e la funzione risultera continua in 0. Dunque f(x) risulta continua in 0 solo per a = —1 ed
ogni 3 € IR.
Riguardo alla derivabilita, se < 0 allora f(x) € derivabile con f'(z) = HBL%Q e dunque

lim f'(z) = 3. Quindi, per ogni 3 € IR, la funzione ammette derivata sinistra in x = 0 con
z—0~



f-(0) = B. Riguardo alla derivata destra, osservato che la funzione risulta continua in z = 0

solo per a« = —1, ci limiteremo a considerare solo questo caso. Abbiamo allora
lim fl@) = f(0) _ iy & VeosT—x 322 4 o(a?) _3
w0t x -0+ zlog(l+ z) -0+ 224 o0(22) 4

e la funzione ammette derivata destra in « = 0 con f’ (0) = 3. Ne segue che la funzione risulta
derivabile in z = 0 solo per a = —1 e = %.

(3) Larisposta esatta e la[c] Per ogni a € IR la funzione e definita e continua in (0, e)U(e, +00).
Osserviamo inoltre che se a« = —1 allora f,(x) = —1 per ogni x € (0,e) U (e, +00). Per a # —1
si ha invece

fim_fu(e) = T P55 =
im fo(z) = lim =5 = —
T——+00 T——+00 @ —
’ 10(;3: +1
i o) =l B = -1
Inoltre
) . a-+logx 400 sea>—1
lim fo(r) = lim T oz — | — B
x—e T—e —logx oo sea<—1
mentre

a—Hogm_{—oo se a > —1

hm+ falz) = Jim +oo sea < —1

T—e z—e- 1 — lngE
Riguardo alla monotonia, osserviamo che per ogni a # —1 la funzione ¢ derivabile in ogni
x € (0,e) U (e, +00) con

folx)

Se aw > —1, avremo allora f/(x) > 0 per ogni z € (0,e) U (e,+00) e dunque che f,(z) ¢
strettamente crescente in (0, €) e in (e, +00). Ne segue che f,(x) ¢ iniettiva in (0, e) e in (e, +00).
Essendo inoltre, per ogni z € (0,e) e y € (e,400), fo(z) > —1 > fuo(y), ne deduciamo che
fo(z) & iniettiva in (0,e) U (e, +00).

Analogalmente, se @ < —1, avremo f/ (z) < 0 per ogni z € (0,e) U (e, +00) e dunque che f,(z)
¢ strettamente decrescente in (0,¢) e in (e, +00). Ne segue che f,(x) ¢ iniettiva in (0,¢e) e in
(e, +00). Essendo inoltre per ogni = € (0,¢e) e y € (e,4+00), fo(z) < =1 < fo(y), ne deduciamo
che f,(x) & iniettiva in (0,e) U (e, +00).

_ 1(1 —log ) + (o + log x) _lta
log? x zlog?x
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(4) La risposta esatta ¢ la[c]. Infatti, ricordando che ¢V =1+ y+ %2 + o(y?) per y — 0, posto
y=+1+x—1, per x — 0 otteniamo

T T T =14 (VIT 2 - )4 s(VIT - 1P 4o(VIT o~ 1)~ vVITz
= ;wu—x— )’ +o((V1+ax—1)%
Essendo v/1+ 2 =1+ % + o(z) per z — 0, si ottiene
eVl _ \/1+—x =

Quindi ord(f(x)) = 2.

(5 +0(@))? +o((5 +o(2))?) = - +ola?)

N | —

(5) La risposta esatta ¢ la[a] Infatti, integrando per parti otteniamo

2 _ 2 _
/log(a: 1)dx _ log(z® —1) +/ 2 I

2 T 2 —1
| 21 1 1
:_Og(xu/ o
x r—1 z+1
| 21
:_7og(a; )+log|x—1|—log|x+1|+c:
T
| 21 -1
:_M_‘_log'x ‘—FC
T z+1

Quindi, utilizzando i limiti notevoli coinvolgenti il logaritmo, otteniamo

+oo ] 21 b] 21
/ 7og(x )dx = lim 7og(x )da:
2 x? b—-+oo J2 x?
log(2? — 1 -17°
= lim |— og( ) + log *
b—-+00 x r+1],
) log(b* — 1) b—1 log3 1 3
b0 b %y 1 2 %3728
arctan *
(6) La risposta esatta ¢ la @ Osservato che lintegranda f,(z) = Aty risulta

x — arctan(z®)
continua in (0,400), avremo che I'integrale improprio dato risultera convergente se e solo se
1 +o0o
risultano tali gli integrali / fa(z)dx € / fo(z)dz. Studiamo separatamente il comporta-
0 1
mento dei due integrali al variare di o > 0.
Per x — +00, osserviamo che essendo o > 0, arctan(z®) — 7 e dunque che z 4 arctan(z®) ~
per ogni o > 0. Osservato inoltre che arctan% ~ % per x — 400, otteniamo che per ogni o > 0
+oo
risulta f,(x) ~ w% e dunque, dal criterio del confronto asintotico, / fa(x)dx converge per
1
ogni o > 0.

Per x — 0T, osserviamo innanzitutto che arctan% — 7. Riguardo al denominatore, per o > 0,

ricordando che arctany = y + o(y) per y — 0, otteniamo che x + arctanx® = x 4+ z® + o(z?*).



Allora, se o > 1 avremo z + arctan2® = z + o(x) ~ x e quindi f,(2) ~ %1 e dal criterio del
confronto asintotico I'integrale diverge.

Se v = 1 allora z+arctan z* = 2z +o(z) ~ 2z e quindi f,(z) ~
asintotico, otteniamo che l'integrale diverge.

Infine, se 0 < o < 1 allora z 4 arctan z® = z® + o(z) ~ 2* ¢ da cui fo(z) ~ I e dal criterio
del confronto asintotico, essendo o < 1, otteniamo che l'integrale converge.

g% e dal criterio del confronto

Riunendo quanto ottenuto possiamo concludere che I'integrale dato converge se e solo se @ < 1.



ANALISI MATEMATICA 1
SECONDA PROVA SCRITTA DEL 11/01/2008 —

1) La successione a, = n";—ng con a > 0 per n — 400
[a] converge a 0 per ogni a < e @ converge a 0 per ogni a > 1
diverge a +o0o per ogni a > 0 @ nessuna delle precedenti

T sin x—cos T+ 0
2) La funzione f(x) = { arctan z se x> , nel punto g = 0
) f(@) ebr 1 sexr <0 P 0

e derivabile per ogni f € Rea =1 @ non e continua per ogni «, § € IR
non ¢ derivabile per ogni «, 5 € IR @ nessuna delle precedenti

3) L’equazione az? — log(1 + 2?) = 0 ammette

due soluzioni per ogni a > 1 @ una sola soluzione per ogni o € IR
tre soluzioni per ogni o > 0 @ nessuna delle precedenti

4) La funzione f,(x) =log(sinz 4+ 1) — asinz per  — 0 ha ordine di infinitesimo

[a] 1 per ogni a € IR @?)perogniaeﬂ%
2 per qualche o € IR @ nessuna delle precedenti
: : L[t 1 x—1
5) L’integrale improprio / — arctan ( ) dx vale
1 a2 x+1
%logQ @—%logﬂ
c| oo nessuna delle precedenti
+ [d] dell denti
+oo Jog(1 2
6) L’integrale improprio / M dz,
o x%(e® —1)
[a] converge per ogni o € IR @ converge se e solo se a < 2

diverge per ogni o < 1 @ nessuna, delle precedenti



SOLUZIONE

(1) La risposta esatta & la [b]. Infatti, per n — +oco risulta

anp1 (41" pla® - noq 0 se a i 1
a, (n + 1)!a(n+1)2 nr ( + n) W — 4§ € sea=1
! 400 sea<1

Dunque, dal criterio del rapporto per successioni positive, la successione converge a 0 per ogni
a>1.

(2) La risposta esatta e @ Infatti si ha 111(1;17 flx) = hr(r){ e’ —1=0= f(0) per ogni 3 € IR.
Mentre, ricordando che per x — 0, sinx = x + o(z) e cosx = 1 — %2 + o(z?), per x — 0O
otteniamo

2

3
xsinx—cosx+a:x2+o(x2)—1+%+0(x2)+a:a—1+§x2+0(:r2)

ed essendo €* — 1 =z + o(x), si ha

, . xsinxz —cosz + a . a—1+32% +o(2?) 0 sea=1
lim f(z) = lim = lim ={¢+00 sea>1
z—0t z—0t et —1 z—07+ x + O(x)

-0 sea<l1

ed f(x) risultera continua in 0 solo per o = 1.
Riguardo alla derivabilita, osservato che f(z) risulta derivabile in ogni x < 0 con f'(x) = Be”*
e che lirgli f'(z) = B,. si ha che, per ogni # € IR, la funzione ammette derivata sinistra in

x =0 con f'(0) = (. Riguardo alla derivata destra, osservato che la funzione risulta continua
in z = 0 solo per a = 1, ci limiteremo a considerare solo questo caso. Da quanto ottenuto sopra
abbiamo

f(x) — f(0) xrsinx —cosx + 1 x4+ 0(a%) 3

im 1 Iy — lim 22 T2 _ 2
om0t x a0t z(e® — 1) om0t T2 1 o(z?) 2

e quindi la funzione ammette derivata destra in z = 0 con f (0) = % Ne segue che la funzione
risulta derivabile in z =0 solo pera=1e = %

(3) La risposta esatta ¢ la @ Determiniamo il numero di zeri della funzione f,(z) = ax? —
log(1 + x?). Osserviamo innanzitutto che la funzione risulta definita e continua in tutto IR.
Poiche inoltre risulta pari, potremo allora limitare lo studio all’intervallo [0,400). Risulta
fa(0) = 0 per ogni « € IR e, dalla gerarchia degli infiniti,

400 sea >0
—00 sea <0

Per ogni a € IR la funzione risulta inoltre in IR con

2z 9 ( 1
= 2x(a —
14 22 1+ 22

fl(x) =20 —

o

)

Per 2 € (0, +00), risulta allora che f/,(x) > 0 se e solo se 7 < a.



Se a < 0 avremo allora che f!(z) < 0 per ogni x € (0,+00) e dunque che f,(z) ¢ strettamente
decrescente in [0, +00).

Se a > 0, allora f/(z) > 0 in (0,400) se e solo se 22 > L — 1. Dunque, se & > 1, avremo che
fL(z) > 0 per ogni z € (0,400) e dunque che f,(x) ¢ strettamente crescente in [0, +00) . Se
invece 0 < a < 1, avremo che f/(z) > 0 in (0,+00) se e solo se > /1 —1 = z, e quindi
che f,(z) risulta strettamente crescente in [z,, +00), strettamente decrescente in [0, z,] e che
Zo € punto di minimo con f,(z,) = 1 — a + log . Osserviamo inoltre che essendo la funzione
strettamente decrescente in [0, x,] e che f(0) = 0 si ha f,(z,) < 0 (in alternativa si poteva
osservare che essendo log x funzione concava e y = x — 1 retta tangente a logx in x = 1, risulta
loga < a — 1 per ogni a # 1).

4—0<ax1l

Riunendo quanto ottenuto, dal Teorema di esistenza degli zeri e dallo studio della monotonia,
deduciamo che f,(z) ammette un unico zero, x = 0, per ogni & < 0 e ogni a > 1 mentre
ammette tre zeri se 0 < a < 1.

(4) La risposta esatta ¢ la [c]. Infatti, ricordando che log(1 +vy) =y — % + o(y?) per y — 0,
posto y = sinz, per x — 0 otteniamo

.9
sin® x
+ o(sin® z) — asinz

fa(x) =log(l+sinx) — asinz = sinz —

.2
T o(sin® )

=(l—a)sinx —

Infine, essendo sinz = x + o(z?) per  — 0, si ottiene

fula) = (1 — )z — "% + o(2?)

Quindi, se a # 1 allora ord(f,(x)) = 1 mentre per o = 1 risulta ord(f.(x)) = 2.



(5) La risposta esatta ¢ la[a] Infatti, integrando per parti otteniamo

1 z—1 1
/— arctan ( ) dr = —— arctan
T2 z+1 z

x—1)+/1 2 1 d
1 @+ 12y (1)
T+ :c(:z:—i—)l_i_(xji)

r—1 1
= —arctan< >+/dm
x r+1 z(x? +1)

1 r—1 1 T
:—arctan< )+/— dx
x r+1 x  x2+1

x—l)

+log |z| —log Va2 +1+¢

1
= ——arctan (
T T

Quindi, dalla formula fondamentale del calcolo integrale otteniamo

too ] z—1 . b1 z—1
/ arctan( )dx: lim / arctan< )dw
1 z2 z+1 b—+oo J1 22 x4+ 1

1 —1 b
—— arctan (x) + logz — log Va2 + 1
r+1 1

T

= lim
b—+o00

1i Larct b-1 +1 b +11 95— Log2
= ——arctan | —— og ——=+ =log2=—1lo
1m I 11 b+1 g b 2 g 2 g

b—+o00 b 2 + 1
log(1 2
(6) La risposta esatta & la [b|. Osservato che Dintegranda f.(z) = M risulta continua
xOé ex —

in (0,+00), avremo che l'integrale improprio dato risultera convergente se e solo se risultano
1 +o0

tali gli integrali / falz)dz e / fo(z)dz. Studiamo separatamente il comportamento dei
0 1

due integrali al variare di o € IR.

Per x — 400, osserviamo che dalla gerarchia degli infiniti risulta

o log(1 2
lim J Ex) = lim —og( +o)
r—-+00 5 r—+00 xa_p(eaf — ]_)

=0

per ogni € IR ed ogni p > 1 e dal criterio del confronto asintotico ne deduciamo che

+00
/ fa(x)dx converge per ogni o € IR.
1

Per x — 07, osservato che log(1 + z?) ~ 2% e che ¢* — 1 ~ x, otteniamo

x? 1

foz(x) N~ A T

e A et

1
e dal criterio del confronto asintotico l'integrale / fa(x)dx converge se e solo se @ < 2. Ri-
0

unendo quanto ottenuto possiamo concludere che I'integrale dato converge se e solo se a < 2.



ANALISI MATEMATICA 1
SECONDA PROVA SCRITTA DEL 11/01/2008 —

1) La successione a, = # con a > 0 per n — 400
converge a 0 per ogni a > 0 @ converge a 1 per ogni a < 1
diverge a +o0 per ogni a > 1 @ nessuna delle precedenti
J:log(1+a:)+em2—a
2) La funzione f(z) = Vit2z-1 Se T > 0, nel punto zy =0
sin(fx) sex <0
[a] e derivabile per ogni f € Re o = —1 @ non e continua per ogni «, § € IR
non ¢ derivabile per ogni «, § € IR @ nessuna delle precedenti

3) L’equazione e*’ — 22 = 0, a > 0, ammette

due soluzioni per ogni a > 0 @ una sola soluzione per ogni o >
nessuna soluzione per OgIli a <1 @ nessuna delle precedentj

4) La funzione f,(x) = y/cosz — 1 — a(cosx — 1) per x — 0 ha ordine di infinitesimo

[a] 2 per ogni a € IR EBperogniaER
4 per qualche o € IR @ nessuna delle precedenti
.. . . too 1 T — 2
5) L’integrale improprio / — arctan ( ) dx vale
2 T T+ 2
[a] §log2 b —}log?2
c|+oo nessuna delle precedenti
+ [d] dell denti
: : . (1o log(l+ )
6) L’integrale impro ro/ ———dx,
) Lintegrale impropri 0o ax%(ev® —1)
converge per ogni o € IR @ converge se e solo se o < %

diverge per ogni o < 2 @ nessuna delle precedenti



SOLUZIONE

(1) La risposta esatta & la @ Infatti, per n — +o0 risulta

an, (2n + 2)lantt  nn

ant1  (n+ 1" (2n)la” (1 1)” n+1
n)

- 2n+2)(2n+ 1)a -

per ogni a > 0. Dal criterio del rapporto per successioni positive ne deduciamo che la successione
converge a () per ogni a > 0.

(2) La risposta esatta & [d] Infatti si ha 11I(I)17 fz) = lirgli sin(fx) = 0 = f(0) per ogni 5 € R.

Mentre, ricordando che per z — 0, log(1 + z) = = + o(z) e €* = 1+ 22 + o(z?), per & — 0
otteniamo

zlogl+z)+e” —a=24o0(@?)+1+ 2>+ 0 —a=1—a+ 22>+ o(z?)

ed essendo v/1 + 2z — 1 = x + o(x), si ottiene

lim f(z) = lim = lim +oo sea <1
20+ 20+ V1422 -1 =0+ x + o(x) oo seas1

zlog(l+x)+e” —a 1—oz+2x2—|—0(x2)_{0 sea=1
ed f(z) risultera continua in 0 solo per o = 1.

Riguardo alla derivabilita, osserviamo che f(x) & derivabile in ogni x < 0 con f'(z) = 3 cos((z)
e che li%li f'(z) = 3. Quindi, per ogni 3 € IR, la funzione ammette derivata sinistra in x = 0

con f'(0) = 3. Riguardo alla derivata destra, osservato che la funzione risulta continua in
x = 0 solo per @ = 1, ci limiteremo a considerare solo questo caso. Da quanto ottenuto sopra
abbiamo

_ logo(1 @ 9 2 2
lim f(z) — f(0) — i og(l+x)+e _ lim 227 + o(x”) _y
z—0+ T a—0t  z(v/1+ 22 —1) a—0t 22 + o(x?)

e quindi la funzione ammette derivata destra in z = 0 con f’ (0) = 2. Ne segue che la funzione
risulta derivabile in z = 0 solo per a =1¢e = 2.

(3) La risposta esatta ¢ la @ Determiniamo il numero di zeri della funzione f,(z) = e®* — 2.
Osserviamo innanzitutto che la funzione risulta definita e continua in tutto IR. Poiche la
funzione risulta pari, potremo limitare lo studio all’intervallo [0, +00). Risulta f,(0) = 1 per
ogni @ € IR e, dalla gerarchia degli infiniti, essendo a > 0 risulta

La funzione risulta inoltre derivabile in IR per ogni a > 0 con

FL(x) = 2ae™™ — 20 = 2x(0e™” — 1)
Per 2 € (0,+00), risulta che f/(z) > 0 se e solo se ae®” > 1 e dunque, essendo a > 0, se e
solo se e > é ovvero 2 > élog i

Quindi, se @ > 1, avremo che risulta f’(x) > 0 per ogni € (0,+00) e dunque che f,(z) e



strettamente crescente in [0, +00) .

Se invece 0 < a < 1, avremo che f/(z) > 0 in (0, +00) se e solo se z > /1 log L =z, e quindi
che f,(x) ¢ strettamente crescente in [x,,+00), strettamente decrescente in [0, z,] e che z, &
punto di minimo con f,(z,) = é — élog é Risulta inoltre f,(z,) > 0 per a > %, fa(za) =0

pera:%efa(xa)<0per0<oz<%

1/¢

O<a<[I/e

=
D

Riunendo quanto ottenuto, dal Teorema di esistenza degli zeri e dallo studio della monotonia,
deduciamo che f,(z) ammette due zeri per a = %, quattro zeri per ogni 0 < a < é e nessun

zero per * < a.
e

(4) La risposta esatta ¢ la [c]. Infatti, ricordando che /T +y =1+ % — % + o(y?) per y — 0,
posto y = cosz — 1, per x — 0 otteniamo

fo(z) = /cosz — 1 — afcosz — 1)

1 —1)2
cost =10 D% 4 of(eosa ~ 1) ~ afeos - 1)

= (% —a)(cosx — 1) — w

+ o((cosz — 1)?)

2 . .
Infine, essendo cosz — 1 = —%- + o(x?) per x — 0, si ottiene
1, 22 x?

fa(z) = (= 5)(7 + o(a?)) — 3t o(z")

Quindi, se a # 1 allora ord(f,(x)) = 2 mentre se a = 1 risulta ord(f,(z)) = 4.



(5) La risposta esatta ¢ la[a] Infatti, integrando per parti otteniamo

[ A (52
— arctan r=—
z2 T+ 2

¢ (x—2)+/1 4 1 d
arctan = T
T+ 2 x (z+ 2)? 1+(I+2>2

arctan — dx
x4+ 2 (932 +4)
-2
arctan( ) Ld
_.I_

T 2 7_3:2—|—4

—2 1
= —— arctan (x) + §(log |z| —logVa?+4)+c

T T+ 2

|
e I B = B B I

Quindi, dalla formula fondamentale del calcolo integrale otteniamo

too ] r— 2 . -2
/ — arctan ( ) dr = lim / — arctan ( > dx
2 x? x4+ 2 b——+o0 2

1 r—2\ 1 b
—— arctan () + §(log:r; —log Va2 + 4)
x 2

T + 2

= lim
b—~+o0

~ lim —Lavetan (222} 4 1 b lioga= g
_bj)Illoo gaIC an m 5 Ogﬁ zog _Z og

log(1 + )
zo(evVe — 1)
n (0,4+00), avremo che l'integrale improprio dato risultera convergente se e solo se risultano

(6) La risposta esatta & la |b|. Osservato che 'integranda fo(z) = risulta continua

1 +0c0
tali gli integrali / fa(z)dx € / fa(z)dz. Studiamo separatamente il comportamento dei
0 1

due integrali al variare di a € IR.

Per © — 400, osserviamo che dalla gerarchia degli infiniti risulta

lim fa():hmwzo
r—+00 s r——+00 xa_P(eﬁ — ]_)

per ogni a € IR ed ogni p > 1 e dal criterio del confronto asintotico ne deduciamo che
+oo

/ fa(z)dz converge per ogni o € IR.
1

Per x — 0%, osservato che log(1 + x) ~ x e che eV® — 1 ~ /7, otteniamo

x 1
- 1
T\ o3

fa<x> ~

1
e dal criterio del confronto asintotico I'integrale / fo(z)dz converge se e solo se a < %
0

Riunendo quanto ottenuto possiamo concludere che I'integrale dato converge se e solo se a < %



ANALISI MATEMATICA 1
SECONDA PROVA SCRITTA DEL 19/03/2008

n"logn
1) La successione a, = (n')i per n — 400
converge a 0 per ogni o > 1 @ converge a 1 per ogni 0 < aw < 1
diverge a +o00 per ogni o > 0 @ nessuna delle precedenti

z%(1—cosz)
2) La funzione f(z) = { Ji—vemz CTE (0, 7]

, nel punto zy =0
sin(fx)  sex € [—m, 0

e continua per ogni a > 0e g € IR @ ¢ derivabile solo per o > % e3=0
e derivabile per ogni a > % efelR @ nessuna delle precedenti

3) La funzione f,(z) = (1 —x)log(l — x) + ax

[a] e positiva nel suo dominio per ogni o > 0 @ ammette due zeri per ogni o > 0
ammette asintoto verticale per ogni a € IR @ nessuna delle precedenti

4) La funzione f,(z) = ¢#** — /cos(ax) per  — 0% ha ordine di infinitesimo

2 per ogni o € IR @ 3 per qualche a € IR
4 per |a| =2 @ nessuna delle precedenti

+oo 20 + 1

3 dz vale
3+

5) L’integrale improprio /
1

[a] 2(m + log 2) [b] 7 —log2

+00 @ nessuna delle precedenti
too  sinx
6) L’integrale improprio / ————dx,
) g proprio | o
[a] converge per ogni o € IR @ converge se e solo se a # 0

diverge per ogni o < 0 @ nessuna delle precedenti



SOLUZIONE

(1) La risposta esatta ¢ la [a]. Infatti, per n — 400 risulta

i1 (n+1)"log(n+1) (n!)* 1\" log(n + 1) 1 0 se > 1
- ((n+ 1) n"logn (1 + n> logn  (n+ 1)o-1 —q€ sea=1
" | ° g +oo sea<l1

1 1 n o : .
essendo % —le (1 + %) — e. Dal criterio del rapporto ne deduciamo che la successione

converge a () per ogni a > 1.

(2) La risposta esatta & [d] Infatti si ha 111%1_ f(z) = li%l_ sin(fx) = 0 = f(0) per ogni 5 € IR.

. . . 2 . a+2
Per x — 0% osserviamo innanzitutto che essendo 1 — cosx ~ % si ha 2%(1 — cosz) ~ &—

sinx
T

. 3 .
mentre, essendo sinz =z — & + o(z®) e — 1, si ha

3

Njot

. 5

T —sinx A T x2

T —Vsinz = ~ t = —

Ve x +Vsinz r+Vsinx  6(1 sina 12
(1+4/*35)

In alternativa, ricordando che \/1+y —1~ % per y — 0

- - - 1 sin x
Vi —Vsineg = V(1 — /282) = /(1 — /14 (22 — 1)) ~ —=/z( - 1)
x
~ lsinz—z 1 %3 B 3
2 Jr 2/ 12
Dunque
0 sea > i
) . x*(1 —cosx) _ 1 2
lim f(z) = im —————= = lim 6272 =< 6 sea=1
z—0* a=0" \/x —Vsinx 207 +o0 sea< g

ed f(x) risulterd continua in 0 solo per o > 3 e ogni 3 € IR.
Riguardo alla derivabilita, osserviamo che f(x) & derivabile in ogni x < 0 con f'(z) = (3 cos(fz)
e che li%l_ f'(z) = B. Quindi, per ogni § € IR, la funzione ammette derivata sinistra in z = 0

con f'(0) = (. Riguardo alla derivata destra, osservato che la funzione risulta continua in
x = 0 solo per a > %, ci limiteremo a considerare solo questo caso. Da quanto ottenuto sopra
abbiamo

_1 0 sea >3

. z)— (0 . bxYTz . _3 3
hmM:hm :hm6xa§: 6 sea:%
z—0t X z—0t x z—0t 3
+0o sea <3

e quindi la funzione ammette derivata destra in = 0 con f;(0) = 0se a > 3 ¢ f,(0) =6 se

a = % Ne segue che la funzione risulta derivabile in x = 0 per o > % ef=0epera=zse

8=

N

(3) La risposta esatta ¢ la @ La funzione risulta definita e continua in tutto (—oco, 1) e

1—=x

lim fo(z) = lim x( log(l—2z)+a)=4c0 e lim f,(z) =«

T——00 r——00 €T r—1—



La funzione risulta inoltre derivabile in (—oo, 1) con

folw) = —log(1—z) —1+a
Risulta che f/(x) > 0 se e solo se log(1 — z) < 1 — a e dunque se e solo se x > 1 — > ! = z,,.
Quindi, f,(x) risulta strettamente crescente in [z,, 1), strettamente decrescente in (—oo, z,] e
T, risulta punto di minimo assoluto con r, <0sea >1,z,=0sea=1ex, >0se a < 1.
Inoltre, essendo f,(7,) = a —e*! e €* funzione strettamente convessa (da cui e > x + 1 per
ogni x # 0) si ha che f,(z,) < 0 per ogni a # 1 mentre f(z,) =0se a = 1.

AN =0\ \ o<
0<adl A \| ¥
_ i \
o=1 \
™ \ \
N\ \ \
\
\
a>1 \
¥ \ /
\ /
\ . /
\ /
/
~N ~
7 6 5 4 N 3 2 1 T 1 2 4 3
~ ™~
™~ i

Riunendo quanto ottenuto, essendo lim f,(z) = «, dal Teorema di esistenza degli zeri e dallo
r—1—

studio della monotonia, deduciamo che f,(z) ammette due zeri per ogni @ > 0 con « # 1
mentre ammette un unico zero per o« < 0 e a = 1.
(4) La risposta esatta ¢ la [a]. Infatti, ricordando che e¥ = 14 y + o(y) per y — 0 e che
sinz = x 4 o(x) per x — 0, posto y = sin? z, per  — 0 otteniamo

2

esin T—14 Sin2 T + O(Sin2 .T}) =1+ Q32 + 0(5(72)

mentre, essendo /1 +y =1+ % +o(y) ecosy — 1 = —% + o(y?) per y — 0, ponendo y = axz,
per z — 0, si ottiene

2

\/cos(ax) = \/1 + (cos(ax) —1) =1+ %(Cos(am) —1) 4+ o(cos(ax) — 1) =1— %xz + o(z?)

Quindi

2

fulz) = ™7 — Jeos(az) = (1 + %)xz + o(z?)

ed essendo 1+ 0‘72 > 0 per ogni a € IR ne deduciamo che ord(f,(z)) = 2 per ogni « € IR.



(5) La risposta esatta ¢ la [a]. Infatti,

20 +1 1 1 T
d :/—d 2/7d —/ d
/:c3+:cx xx+ 1—1—1‘233 1—1—3:2:6

1
= log |z| + 2 arctan x — 3 log(1 + 2%) + ¢

Quindi, dalla definizione di integrale improprio e dalla formula fondamentale del calcolo inte-
grale otteniamo

3 dr = lim ———dz
xr° +x b—+ocoJ1 x° 4+

/+°°2x—|—1 b2z 41
1

b

1
= lim [log |z| + 2arctanz — = log(1 + 2?)
b—+o00 2 1
2

1 b 1 1 1
= bEIJPoo §logm + 2arctanb — §log§ — 2arctan1 = 5(7‘(‘ + log 2)

sin x
(eor + x
non avendo segno costante studiamo la convergenza assoluta dell’integrale. Essendo

(6) La risposta esatta & la [a]. L'integranda f,(z) = 5 risulta continua in [1, +o0), e

sinx 1
’fa( )‘ ’(€a$+$)2| — (eaw+x)2 —
avremo che, posto g,(z) = m, I'integrale improprio dato risultera convergente se risulta

+o00
tale l'integrale / go(x)dz.
1

Se a > 0, per & — oo osserviamo che dalla gerarchia degli infiniti risulta 2 = o(e®®) per ogni
0 € IR e dunque

- galT) a : a”
].lm 1 = hm T ar L e = hm a1 1 T \2
T——+00 = T——+00 (60190 + x) z—+00 e ax(l + 7@‘“)

=0

+oo
per ogni p > 1. Dal criterio del confronto asintotico ne deduciamo che / go(x)dz converge
1

per ogni o > 0.

€T

Se a < 0, per x — 400, osservato che e — 0 se a < 0 e e* =1 se a = 0, otteniamo

(z) = 1 1
Jolt) = pa(== 12

12

+oo
e dal criterio del confronto asintotico ne deduciamo che / ga(x)dx converge per ogni a < 0.
1

+o0
Ne segue che per ogni o € IR l'integrale / go(x)dx converge e dunque che I'integrale dato
1

converge assolutamente.



ANALISI MATEMATICA 1
SECONDA PROVA SCRITTA DEL 10/04/2008

a P
1) La successione a, = n*(e=? — (cos =)%) per n — +oo ¢ infinitesima

per ogni o # —2 @ per ogni o € IR
solo per a = —2 @ nessuna delle precedenti

—Nlog (1422
z og(1ta?) sex >0

2) La funzione f(z) = { log(1+2%) , nel punto o =0

efet 1 sex <0
e continua per ogni a > 0e 3 € IR @ e derivabile solo per a >3 e =0
e derivabile perogni 0 < a<2e € R @ nessuna delle precedenti

3) La funzione f(z) = Va2 —1+=x

non ammette asintoti @ ¢ iniettiva
ammette un unico zero @ nessuna delle precedenti

4) Tra le aree di tutti i rettangoli inscritti in un ellisse di semiassi a e b quella massima ¢

mab [b] 4ab
2ab @ nessuna delle precedenti

1
5) L’integrale / zlog(l+ /x) dz vale
0

log2 _ 7 7
Ealar b3
—51 [d] nessuna delle precedenti
1 1
6) L’integrale improprio / dzx,
) & PROPH Jo T 200 — eve
converge per ogni o € IR @ converge per ogni a # %

diverge per ogni a@ > % @ nessuna delle precedenti



SOLUZIONE

(1) La risposta esatta ¢ la [c]. Infatti, ricordando che per ogni successione z,, — 0 cosz,, =
1—- % +o(x,) e (1 +z,)* =1+ azx, + o(z,), per n — +oo risulta

1 1 1 1
- 1 —1_ >
(cos n) = ( 52 + O(n ) 52 +o(—

)

n2

mentre, essendo e = 1+ z + o(z) per # — 0, si ha ex? = 1 + =5 + 0(55). Quindi

, 1. a1 1
e — (c0s )" = (14 5) - +of-)
e
ay, = nz(en% — (cos l)a) T o(1)
n 2
La successione risulta allora infinitesima se e solo se o« = —2.

(2) La risposta esatta ¢ [c]. Infatti si ha hI(I)li f(z) = lim €’ —1=0= f(0) per ogni 3 € IR.

rz—0~

Per x — 0%, osserviamo innanzitutto che essendo log(1 + z?) = 2% — % + o(z*) si ha

$3 3

log(1 4 2?) = z* —10g1+x) % A
x + y/log(1 4 x2) :c—l— log(1 + x2) 2(1_1_ M) 4

x2

8

Allora, per a > 0 risulta log(1 4+ z®) ~ x* e quindi

lim f(x) = lim T

z—0t z—0t+ 4

1 _
1 sea =3

+00 sea >3

3—a {0 se0<a<3

Dunque f(z) risultera continua in 0 per ogni a < 3.
Riguardo alla derivabilita, osserviamo che f(z) & derivabile in ogni = < 0 con f'(z) = 2[ze*”
e che lirgli f'(x) = 0 per ogni # € IR. Quindi, per ogni 3 € IR, la funzione ammette derivata

sinistra in x = 0 con f’ (0) = 0. Riguardo alla derivata destra, da quanto ottenuto sopra, per
a > 0, abbiamo

3—a _ 0 se0<a<?2
_ O x 2—«
limM:hm i iy L 1 se a =2
z—01 €T r—0t X z—0t 4 4
+00 sea > 2

Quindi la funzione ammette derivata destra in = 0 per ogni 0 < a < 2 con f/(0) = 0 se
0<a<2ef(0)= % se @ = 2. Ne segue che la funzione risulta derivabile in z = 0 per

0<a<2eognifelR.

(3) La risposta esatta & la[b]. La funzione risulta definita e continua in D = {z € R||z| > 1}

e

lim f(z)= lim «(1— l—i)—O

T——00 T——00 xQ

quindi y = 0 ¢ asintoto orizzontale sinistro per f(x). Mentre 11111 f(x) = 400 ed essendo
T—100

71
lim M: lim Y = 41=2 e lim f(z) =2z = lim vVa?2—-1—-—2=0,

r—+00 T——+00 €T T——+00 T——+00



y = 2z risulta asintoto obliquo destro. La funzione risulta inoltre derivabile in ogni |z| > 1 con

x
") = ——+1
f@) = o
Dunque, se x > 1 avremo che f'(z) > 0 e quindi f(x) strettamente crescente in [1,4+00). Se
r < —1 avremo f'(z) < 0 essendo z? — 1 < z? e dunque f(z) strettamente decrescente in

(—o0, —1].

B

w
~

N

TN

—

Dalla monotonia stretta di f(z) negli intervalli (—oo, —1] e [1, +00), segue che f(z) & iniettiva
negli intervalli (—oo, —1] e [1, +00). Essendo inoltre

sup  f(r)=0<1= min f(x),
z€(—00,—1] z€[1,400)

otteniamo che f(x) ¢ iniettiva in tutto il suo dominio.



(4) La risposta esatta ¢ la [c]. Osserviamo innanzitutto che risultano avere area massima i
rettangoli R = [—a, ] x [—[3, 3] centrati nell’origine del piano con i vertici giacenti sull’ellisse.

52:1

. . . . . . N 2 2 N 2
Ricordando che I'equazione dell’ellisse di semiassi a e b ¢ %3 + 43 = 1, dovra essere % + i3

da cui deduciamo che 3 = gx/aQ — 2. Quindi l'area di tali rettangoli sara

4b
Ala) =4af = —ava? — o?
a
dove a € [0, a]. La funzione A(«) ¢ continua in [0, a] e derivabile in (0, a) con

4 2_22
Afa) = D& —20

a va?—a?

Ne segue che A’(a) > 0 se e solo se 0 < a < % e quindi che oy = % e punto di massimo

assoluto per A(a) e 'area massima sara

A(ag) = 2ab.

(5) La risposta esatta ¢ la @ Infatti, integrando per parti otteniamo
1

1 12 1 /! $2 1 1t 372
/0 zlog(1++/x)dx = [2 log(l—l—\/g)] Z/o mdx = 510g2—1/0 mdm

0

Per calcolare 'ultimo integrale operiamo la sostituzione t = /x (da cui x = t? e dz = 2tdt) e
otteniamo
1 ¢4 1
do=2 [ “—dt=2 [P -rri-1-
0

/o\/i(lJr\/E) o 1+t

b

dt =
141

oo g Y14
:2[—+—t—log(l+t)] :E—2log2

432 .
e quindi
1 1 1,14 7
log(1 dr = -log2 — —(— — 2log2) = —
| w1og(1+ VE)de = Slog2 — (55 —2102) =
(6) La risposta esatta & la[b] L'integranda f,(z) = m ¢ funzione continua in (0, 1] e

studiamone il comportamento per x — 07 al variare di a € IR.

Se aw < 0, per x — 0% osserviamo che f,(x) — 0 mentre se a = 0 allora f,(z) — \/5171 e quindi,
dal criterio del confronto, se a < 0 I'integrale improprio converge.

S;eaoz > 0, per + — 0T, osservato che eV® = 14 /z + 5 + o(z) mentre /1 + 22 = 1 4 2% —
I~ + o(x*™), otteniamo

420 . < se0<a<%
\/1+2xa—eﬁ:x“—7+o(x2a)—\/E—§+o(x)~ —r  sea =3
—\T sea>;

1
e dal criterio del confronto asintotico ne deduciamo che, per a > 0, l'integrale / fa(x)dx
0

converge per ogni « # %
Riunendo quanto ottenuto si ha che I'integrale dato converge per ogni o € IR con « # %



ANALISI MATEMATICA 1
SECONDA PROVA SCRITTA DEL 26/06/2008

) n*"logn
1) La successione a, = ——=— per n — +00 converge
on!
per ogni a € IR @ per nessun « € IR
solo per av < 1 @ nessuna delle precedenti

/12 2_

x nel punto z¢ = 0
sin(fz) sex <0 P ’

2) La funzione f(z) = {

e continua per ogni B € IRe a # 0 non e derivabile per ogni «, 5 € IR
per og per og
¢ derivabile solo per « >0 e = % @ nessuna delle precedenti

3) La funzione f(z) = e*-1 per ogni a # 0

non ammette asintoto orizzontale @ ¢ iniettiva
ha per immagine (0, 4+00) @ nessuna delle precedenti

4) La funzione f(x) = log(cos(ax)) + sin? x per £ — 0 ha ordine di infinitesimo

[a] 1 per qualche a € IR @4per a? =2
2 per ogni o« € IR @ nessuna delle precedenti

5) L’integrale / e® cosxsinz dx vale
0

[a]0 bl2(em -1

e" —1 @ nessuna delle precedenti
: : . [teelog(l + ¢
6) L’integrale improprio / {;(72) dz,
0 b
diverge per ogni o > 0 @ converge per ogni o > ()

converge per ogni o > % @ nessuna delle precedenti



SOLUZIONE

(1) La risposta esatta ¢ la [a] Infatti, per n — 400 e ogni a € IR risulta

s (n+1)2 D ogn+1) e log(n+1) (n+1)*(n+1)* ™
an e(n+1)! nerlogn  logn non e(nt+1)n!
logn + log(1 + 1 1\o" 1) 1)°
gl ) (1Y )
logn n enn’ enmn'

e dal criterio del rapporto possiamo concludere che la successione converge a 0 per ogni o € IR.

(2) La risposta esatta ¢ [c]. Infatti si ha lirél_ f(z) = liI(I)l_ sin(fz) = 0 = f(0) per ogni § € IR.
Per x — 07, osserviamo innanzitutto che se o = 0 allora f(x) = @ =1 per ogni x > 0 e che

quindi f(z) non risulta continua in zy = 0. Se a # 0, per x — 07 risulta

x? z?
1+£Z—Oé— a(\/l—k@; )~ o sea>0
a a(—\/1+% —1)~-2a sea<0

Vi +ao? —« {O se a > 0,

li = lim ————— =
Jim f(z) = lim " too soa <0,

e quindi

Dunque f(z) risultera continua in zy = 0 solo per a > 0.

Riguardo alla derivabilita, osserviamo che f(x) & derivabile in ogni x < 0 con f'(z) = (3 cos(fz)

e che lim f'(z) = (3 per ogni B € IR. Quindi, per ogni 3 € IR, la funzione ammette derivata
z—0~

sinistra in xy = 0 con f’ (0) = . Riguardo alla derivata destra, da quanto ottenuto sopra, per

a > 0 abbiamo

@)= f0) . VPP taP-a L1
lim ———~ = lim ————— = lim <2 = —

z—0t T z—07F 2 z—0+ 12 200
Quindi la funzione ammette derivata destra in = 0 per ogni a > 0 con f(0) = i Ne segue
che la funzione risulta derivabile in zy = 0 per 3 = i con o > 0.

(3) La risposta esatta & la b, La funzione risulta definita e continua in D = {z € R|xz # 1} e

(o]
. . —I a
g f@) = T etF = e

quindi y = e* & asintoto orizzontale per f(x). Mentre

. +oo sea >0 . {0 se a >0
1 = ’ 1 = '
Pt f(z) {0 sea<0 O ool /() +oo sea <0
La funzione risulta inoltre derivabile in ogni x # 1 con

oz

—oees-1

f(@) = m

Dunque, se o > 0 avremo f'(z) < 0 per ogni x # 1 e quindi f(x) strettamente decrescente in
(—o0,1) e (1,400) mentre se a < 0 avremo f’'(z) > 0 per ogni  # 1 e quindi f(z) strettamente
crescente in (—oo,1) e (1, +00)



a<0

Dalla monotonia stretta di f(z) negli intervalli (—oo, 1) e (1, 4+00), segue che f(z) ¢ iniettiva in
tali intervalli. Essendo inoltre per a > 0, f(z1) > e* > f(x2) per ogni 1 > 1 > x4, otteniamo
che f(x) ¢ iniettiva in tutto il suo dominio. Analogalmente per a < 0.

(4) La risposta esatta & la [b] Infatti, ricordando che log(1 + y) = y — % + o(y?) e cosy =
1-— % + % + o(y*) per y — 0 posto y = cos(ax) nel primo sviluppo e y = ax nel secondo, per
x — 0 otteniamo

(cos(ax) — 1)3

log(cos(ax)) = (cos(ax) — 1) — 5 + o((cos(ax) — 1)?)
o?r? otz 1 o%? afat R A
T +24_2<_ T gp o)) Hoel@)
o?r? otz atat A o’z ozt A
=Ty T Ty el = g el
Mentre essendo sinz = x — "%3 + o(x?) per x — 0 si ha
4
sinz = 2% — % + o(z?)
e dunque
2 4
1
fla) = (1= 5)a* = (55 + 5)a* +ola’)
ne segue che se o # 2 allora ord(f(x)) = 2 mentre se a? = 2 allora f(z) = —22* 4 o(z*) ¢

ord(f(z)) = 4.

(5) La risposta esatta e la @ Infatti, integrando per parti due volte otteniamo

/e”’c sinz cosx dr = e*sinx cosx — /e””(cos2 r — sin® z)dx
= e“sinz cosz — e”(cos® r — sin® ) — 4/696 sin x cos x dx
da cui .
/ex sin x cos xdx = gez(sinx cosz —cos’x +sin’z) +¢, c€ R.

Ne segue che

™ ™ 1
/ e’ sin x cos xdr = ge’”(sinx cosx —cos’x +sin’z)| = 5(1 —e")
0 0



(6) La risposta esatta ¢ la[c]. L'integranda f,(x) = bg&%w) ¢ funzione continua in (0, +00) e

1 +o0
I'integrale risultera convergente se e solo se risultano tali gli integrali / fo(z)dz e / folz)dz.
0 1
Studiamone il comportamento per z — 0" e per + — +oo al variare di a € IR.
Limitiamoci a considerare il caso > 0. Per z — 07, osserviamo che log(1l + z%) ~ z°.

Riguardo al denominatore, osserviamo che se 2a > 1 allora x + 22 ~ x, se 2o = 1 allora
x + 2% = 27 mentre se 2a < 1 allora x + 2% ~ 22*. Per x — 0 abbiamo allora che

z¢ 1 1

?—xl_a SeO{>2

VE_ 1 1
fa(@) ~ 2 — 2yz €A =3

w0 _ 1 1

2a — o SeO<OC<2

1
e dal criterio del confronto asintotico deduciamo che / fo(z)dz converge per ogni a > 0.
0

Per x — +oo, risulta log(1 + %) ~ alogz mentre se 2a < 1 allora z + 2** ~ z, se 2a = 1

allora x + 22* = 2z e se 2a > 1 allora x + 2?* ~ 22®. Riunendo quanto osservato per x — -+00
abbiamo che

alogx 1
et sea > g
log 1
fa(x) ~ ¢ =& se a=;

alogr  se )<<t

T 2

o . . . +oo logx
e dal criterio del confronto asintotico, ricordando che 3 dx converge se e solo se 3 > 1,
1 x

+o00o
deduciamo che / fa(z)dz converge solo se o > 3.
1

+o0
Riunendo quanto ottenuto si ha che / fa(z)dz converge solo per o > 1.
0



ANALISI MATEMATICA 1
SECONDA PROVA SCRITTA DEL 14/07/2008

1) La successione a,, =

log(-"7)

[a] per ogni o > 0
[c]per a =1

1 -1
2) La funzione f(x) = { 2% "

e derivabile per a =1 e ogni § € IR
e derivabile solo per a = -3 =1

3) La funzione f(z) = z%e®

[a] ammette massimo in IR

¢ convessa su IR

4) La funzione f,(x) = sin® x + cos(az?) — e’

[a] 2 per ogni o # 0
[c] 4 per ogni o € IR
, /4 , sin
5) L'integrale / 2log(sin z) ——— dx vale
/6 cos®

@ i§10g2—|— 1logS
5 log2 — 2log3

1 T
6) L’integrale improprio / _—
0 sin

“(mz)

dx converge

[a] per ogni o € IR
[c] per ogni a < 2

sex >0
ae® — 14 fFsinx sex <0

per n — +o00 converge a 1

[b|solo per v =1/e
nessuna delle precedenti

nel punto zo =0

@ e derivabile per ognia € IRe =1
@ nessuna delle precedenti

@ ¢ iniettiva su IR
@ nessuna delle precedenti

per z — 0T ha ordine di infinitesimo

@ maggiore di 4 per almeno un o € IR
@ nessuna delle precedenti

1 1
@ —3log2 + 5log3
@ nessuna delle precedenti

@ per ogni o < 1
@ nessuna delle precedenti



SOLUZIONE

(1) La risposta esatta ¢ la @ Infatti, per n — 400, osserviamo che dai limiti notevoli
e —1~uax, e (1+x,)*—1~ az, per ogni x, — 0, risulta

n

e ) —e=¢ (e(%)a_l - 1) ~ e((

) — 1) =e((1+

n—1
e dunque, essendo log(1 + x,) ~ x, per ogni z,, — 0, otteniamo

eq
n—1

log(=")  log(1+ -L)

G

ap = — e

Ne segue che la successione converge ad 1 solo se o = %
(2) La risposta esatta ¢ [c]. Infatti si ha

lim f(z) = lim ae” — 1+ @sin(z) =a—1= f(0)

rz—0~ z—0~

per ogni 3 € IR. Mentre, dalla gerarchia degli infiniti abbiamo

: . 1 .
lim f(z) = lim —e = = lim = =0.
z—0+ z—0+ 22 y—+oo ¥

Dunque f(z) risultera continua in xy = 0 solo per a = 1.
Riguardo alla derivabilita, per a = 1, osserviamo che f(x) ¢ derivabile in ogni z < 0 con
f'(x) = e* + [Bcosx e che lir(r)li f'(x) = 1+ 8 per ogni 8 € IR. Quindi, per ogni § € IR, la
funzione ammette derivata sinistra in xy = 0 con f’ (0) = 1+ 3. Riguardo alla derivata destra,
abbiamo )

f(z) = f(0) mer 1oy

lim = lim
z—0t X z—0t X z—0+ 13 y——+oo e¥

Quindi la funzione ammette derivata destra in zo = 0 con f’ (0) = 0. Ne segue che la funzione
risulta derivabile in zp =0 per f+1=0e a =1.

(3) La risposta esatta ¢ la @ La funzione risulta definita e continua in IR e dalla gerarchia
degli infiniti
lim f(x) =400 e lim f(z)=0

r—+00 r——00
quindi la funzione non ammette massimo in IR La funzione risulta inoltre derivabile in ogni
x € IR con

fl(x) =2’e"(4 + 2)

Dunque, avremo f’(z) < 0 per ogni x € (—4,0) e quindi f(x) strettamente decrescente in
(—4,0) mentre avremo f’(z) > 0 per ogni x € (—o0, —4) U (0, +00) e quindi f(z) strettamente
crescente in (—oo, —4) e (0,+00). Inoltre z = —4 ¢ punto di massimo relativo mentre z = 0
¢ punto di minimo assoluto. Dal Teorema dei valori intermedi abbiamo che la funzione non e
iniettiva. La funzione risulta derivabile due volte in ogni € IR con

f(z) =2%"(3(4 +z) + (5 + 2)) = 22" (12 + 8z + 2?)

e poiche f”(z) cambia segno in IR ne deduciamo che f(x) non & convessa.



. N . . 2 2
(4) Larisposta esatta & la[c]. Infatti, ricordando che ¥ = 14+-y+%+0(y?) e cosy = 1—%40(y?)
per y — 0 posto y = 22 nel primo sviluppo e y = a?x nel secondo, per z — 0 otteniamo

2
1
cos(az?) — ¢ = —2? — i

z* + o(x?)

. 3 .
Mentre essendo sinz =z — % + o(2®) per  — 0 si ha

7
sinz = 2% — 3 + o(z?)
e dunque
302 +5
fala) = sin® z + cos(az?) — e = — @ z* + o(x")

6
Essendo 3a? + 5 > 0 per ogni a € IR ne segue che ord(f.(z)) = 4 per ogni a € IR.

(5) La risposta esatta ¢ la [c]. Infatti, osservato che 2282 = D(_—%—) integrando per parti
otteniamo

i log(si 1
/210g(sinx) sine og(sinz) / cos @ i
cos? x cos? x sinx cos?
loa(si
= &1;13:) — log|tanz| + ¢
cos? x
da cui ﬁ
I i 1 i E| 1
/4 2log(sin z) s1n31: dx = &?x) —log|tanz|| = -log2— —log3
z cos® COS* T z 3 2
(6) La risposta esatta ¢ la E L’integranda f,(z) = sz © funzione continua in (0,1) e

1 1
I'integrale risultera convergente se e solo se risultano tali gli integrali / ’ fa(x)dx e /1 fo(z)dz.
0 2
Studiamone il comportamento per x — 0" e per x — 1~ al variare di o € IR.
Per  — 07, osserviamo che sin®(7mx) ~ 7®z® e quindi

1

ﬂ-axa—l

fa(x) ~



1
e dal criterio del confronto asintotico deduciamo che / ’ fo(z)dz converge per ogni o < 2.
0

Per x — 17, osserviamo che dall’identita degli angoli supplementari risulta
sin(rz) = sin(m — wz) = sin(7(1 — z))
ed essendo (1 — ) — 0 per x — 1 si ottiene sin®(7mz) ~ 7%(1 — x)*. Quindi

1

(D)

1
e dal criterio del confronto asintotico deduciamo che /1 fo(z)dz converge solo se a < 1.
2

1
Riunendo quanto ottenuto si ha che / fa(x)dx converge per ogni a < 1.
0



ANALISI MATEMATICA 1
SECONDA PROVA SCRITTA DEL 12/09/2008

nn

1) La successione a, = —— per n — 400
n
n—+e
converge a 1 @ diverge
converge a 0 @ nessuna delle precedenti

2) La somma dei quadrati di due numeri non negativi ¢ a. Il valore massimo del loro prodotto
e

2 a2
a by
2 @ nessuna delle precedenti

: r+1

3) L’equazione x — arctan = a ammette
x J—

[a] un’unica soluzione per ogni a > 1 @ due soluzioni per ogni [ — 1| < §
due soluzioni per ogni |af < 3 [d] nessuna delle precedenti

4) La funzione f(z) = (x + 1)* — cosz per x — 07 ha ordine di infinitesimo

1 [b]2
maggiore di 2 @ nessuna delle precedenti

5) L’integrale dz vale

) v
@] V2 -2 bli2-v2)

% @ nessuna delle precedenti
) ) ) Vlog(l+oax) —
6) L’integrale improprio / 8( 5 1) dx con o > 0 converge
0 er —
solo per o # 1 @ per nessun o > 0

per ogni o > () @ nessuna delle precedenti



SOLUZIONE

(1) La risposta esatta ¢ la [c]. Infatti, osserviamo innanzitutto che per n — +oo risulta

n n

n n b
a,n: 2: B} Nj: n
nt+e” e (gr+1) e

poiche, per la gerarchia degli infiniti, 0 < eﬂ% < 2 — 0. Essendo, sempre per la gerarchia degli
infiniti,

b1 (A1) e ntl Lo b n+1
by et pn T 62”+1( ﬁ) T e

—0<1, pern— +oo,

dal Criterio del rapporto deduciamo che per n — 400, b, — 0 e quindi che a,, — 0.

In alternativa, osserviamo che

2 2(logn 2
=" e ™ S0

logn
n

essendo — 0.

(2) La risposta esatta ¢ [c]. Infatti, siano z,y due numeri non negativi tali che 22 + y* = a.
Vogliamo determinare il valore massimo del prodotto xy. A tale scopo, osservato che y =
Vva — x2, determiniamo il massimo di p(z) = xv/a — 22 al variare di = € [0,+/a] (osserviamo
infatti che la condizione 2 + y* = a implica che 2% < a).

La funzione p(z) risulta continua in [0,+/a] e derivabile in (0, /a) con

a — 2x?

)= e

avremo quindi che p'(z) > 0 se e solo se 0 < z < \/g Ne segue che p(x) risulta crescente
in [0, \/g], decrescente in [\/g, Val e che xy = \/g ¢ punto di massimo per p(z) in [0, \/a] con

p(zo) = maxp(x) = §

3) La risposta esatta ¢ la|d | Posto f(z) = z —arctan 2| studiamo la funzione f(z) e quindi
z—1

determiniamo il numero di soluzioni dell’equazione f(z) = « al variare di @ € IR La funzione
risulta definita e continua in IR \ {1} con

lim f(z) =400 e lim f(a:)leFﬂ

T—+00 rx—1F 2

La funzione risulta inoltre derivabile in ogni x € IR\ {1} con

!
=1
(@) * x?+1
Dunque, avremo f’(x) > 0 per ogni = € IR\ {1}) e quindi chef(z) strettamente decrescente in
(—o0,1) ein (1,+00). Dal Teorema dei valori intermedi e dalla monotonia stretta abbiamo che
in (=00, 1) la funzione assume una sola volta tutti i valori a € (—o0,14 %) e che in (1, +00) la
funzione assume una sola volta tutti i valori a € (1 — 7, +00):



Ne segue che I'equazione f(x) = o ammette una sola soluzione per ognia <1—-Fea>1+7
mentre ammette due soluzioni per ogni 1 — 7 <a <1+ 7.

(4) La risposta esatta ¢ la @ Infatti, 2ricordaundo chee =14y + % + o(y?) per y — 0 e che
logz = & + o(z) mentre cosz = 1 — - + o(x?) per x — 0 posto y = xlog(z + 1) nel primo
sviluppo, per x — 0 otteniamo

2
f(z) = 8D _cosa = alog(x + 1) + o(z log(z + 1)) + % + o(z?)
z? ) x? 3

=z(z +o(x)) + o(x(x 4+ o(z))) + ) + o(x?) = 2° + ) + o(2?) = Z2% + o(2?)

Ne segue che ord(f(z)) = 2.

(5) La risposta esatta & la [b]. Infatti, osservato che —— = D(V1 + 2?) integrando per parti
otteniamo

1 3 1 T
/7@:/ Pt
0 V14 22 0 V14 22
1

= [ Jaran] < je-v)

In alternativa l'integrale si poteva calcolare utilizzando la regola di sostituzione ponendo t? =
2?4+ 1 (da cui z = V2 —1 e dv = 7—dt) oppure t = 2? (da cui v = Vit e dr = suzdt),

ottenendo nel primo caso

l\J\C'O
~+

1 3
/0 \/1—|—x2 / Vi2—1

e nel secondo

/o\/liia:? /\/ﬁzxf 2/W

/\/th_i/ \/ﬁ =3
:;(2—\/5)



(6) La risposta esatta ¢ la [d] Lintegranda f.(z) = % ¢ funzione continua in (0, 1],

studiamone il comportamento per x — 07 al variare di o € IR.
Per  — 0%, osserviamo che e — 1 = 2% + o(z?®) mentre log(1 + az) = ax — %2:62 +o(z?) e

dunque

LS L i)

22 + o(z?) —1 sea=1.

2
1]
Essendo / — dx divergente, dal criterio del confronto asintotico, deduciamo che per o # 1
0w
1
'integrale / fo(z)dx diverge mentre se o = 1, essendo f,(z) limitata in (0,1] avremo che
0

1
/ fo(z)dz converge .
0



