ANALIST MATEMATICA 1
SECONDA PROVA SCRITTA DEL 15/12/2005

1
1) La successione a, = n? (1 /1+ % cos ) e divergente
n vn

[a] per ogni a € IR @ per ogni a # —1
per ogni a > 0, o # 1 @ nessuna delle precedenti

2) L’equazione logz = a(x — 1) con o € IR

ha una sola soluzione per ogni o € IR non ha soluzione per ogni o < 0
g g
ha due soluzioni per ogni a > 0 @ nessuna delle precedenti

3) La funzione f(z) = e™** —2y/1+ 22 + 1, per z — 0 & un infinitesimo

[a] di ordine 2 @ di ordine superiore a 4

di ordine 4 @ nessuna delle precedenti
4L e [T g

) t /

) L’integrale | m—a ™

[a] converge per ogni o € IR @ converge per ogni o > ()

converge per ogni o # 1 @ nessuna delle precedenti

L e [\ — dgeval

5) L’integrale / ————  dz vale

) & a2t 420V

[a]log2 — 7 @ log v/2
log v/2 — 1 @ nessuna delle precedenti

6) Il raggio del cilindro circolare retto pit grande che puo essere inscritto in una sfera
di raggio 1 e
V2 2
[a] 22 bl %

nessuna delle precedenti

Wl



SOLUZIONE

(1) La risposta esatta e la E Infatti, dai limiti notevoli per n — 400 si ottiene

Q 1 o' 1 1 1 a+1 1
\/ + cos\/ﬁ +2n+o(n) +2n+o(n) 5 +0(n)

quindi

an = n*b, = (a+ 1)n + o(n)

e se a # —1 la successione risulta divergente.
Dagli sviluppi di Taylor per z — 0 di /1 4+ x e cosz, si ha inoltre che se @« = —1 allora
per n — 400

1 1 1 1 1 1 1
by=1——— ——14— — — )= —
2n  8n? 2n  24n? + (nQ) 6m2 +O(n2)
e quindi
1
a, = nb, = ~5 +o(1)

risulta convergente.

(2) La risposta esatta ¢ la [d]. Consideriamo la funzione f(z) = logz — a(z — 1) e

cerchiamone gli zeri. Osserviamo innanzitutto che f(1) = 0 per ogni o € IR, quindi

@ ¢ falsa. La funzione ¢ definita e continua in (0, 400) con lirgl+ f(z) = —oo per ogni
Tr—

o € IR mentre

lim f(z) =

T—+00

{ +oo sea <0
—00 sea >0
La funzione risulta inoltre derivabile in (0, +00) con

1
f(x) = — o Vo > 0.

Se o < 0, allora f'(z) > 0 per ogni > 0 e quindi f(z) risulta strettamente crescente

in (0, +00). Essendo inoltre liIgl+ f(z) = —oo mentre 1_1)111 f(z) = 400, dal Teorema
T— x oo

dei valori intermedi deduciamo che f(x) ammette uno ed un solo zero.

Se invece a > 0, allora f'(z) > 0sez < L e f/(z) <0sex > L. Quindi f(z) risulta
strettamente crescente in (0, 1), strettamente decrescente in (1, +00) e z =
un punto di massimo assoluto per f(z) con f(é) =—loga+a—1.

Si osservi ora che essendo log x funzione concava e y = x — 1 retta tangente al grafico di
logz in = = 1, per ogni @ > 0 con « # 1 risulta f(=) > 0. Essendo xlirél+ f(z) = —o0,

1
«

1
«
dal Teorema dei valori intermedi otteniamo che f(z) ammette uno ed un solo zero

in (0,1) e analogalmente, essendo hI}_l f(z) = —o0, sempre dal Teorema dei valori
T—>+00

intermedi otteniamo che f(z) ammette uno ed un solo zero in (£, +00). Quindi[a] ¢
falsa.

Infine, per quanto osservato sopra, se a = 1 allora f(i) = f(1) =0e f(z) < 0 per
ogni x > 0, z # 1. Quindi f(x) ammette uno ed un solo zero ed anche [c] ¢ falsa.
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x>0, &x=+1

(3) La risposta esatta ¢ [c]. Infatti, ricordando che siny = y + o(y?) per y — 0, per
x — 0 otteniamo che
sinz? = 2% + o(z*)

Allora, essendo e¢¥ =1+ y + %2 + o(y?) per y — 0, otteniamo
sin 22 SRS S 02,2
e =1+sinz —|—§s1nx + o(sin”27) =

=1+ 2%+ o(z?) + %(:c2 +o(x*)? + o((2® + o(x"))?) =1+ 2 + %x‘l + o(z?)

Infine, essendo per y — 0, /I +y =14 3y — 5y°> + o(y?), per  — 0 abbiamo

1, 1
VIda? =14 oa = 2ot +ola?)

. 1 1, 1 3
fl@) = e 2T+ 2241 = Lo+ 2t =2(1+ 5a” — 2a®) +140(2") = Ja' +o(a?)

e ord(f(z)) =4 per x — 0.

(4) La risposta esatta ¢ la E Notiamo infatti che la funzione integranda risulta
continua su (0,400) e dunque l'integrale risultera’ convergente se e solo se risultano
I gli integrali [ " dre [ 4
tali iinerai/— xe/ - dx
& & 0 e*® —x—1 1 e —x—1
Per x — 0 risulta e** = 1 + 2z + o(z) e quindi
i i 1

= Y

e —x—1 x4o(r) al-o




1 7o

Dal criterio del confronto asintotico segue allora che 'integrale / T — dx con-
0 e —x—

verge se e solo se 1 —a < 1 ovvero a > 0.

B
Per x — +00, osserviamo che dal limite notevole 115{1 — = 0 per ogni § € IR, risulta
T—400 e
¢ o+p
. P xXr
lim % = lim ——— =0
z—+00 = z—+too 20— — ]

xP

per ogni o € IR, per ognl p > 1. Dal criterio del confronto asintotico concludiamo che
-‘rOO %

llntegrale A m

Quanto sopra mostra che l'integrale proposto ¢ convergente per ogni o > 0.

dx converge per ogni a € IR.

(5) La risposta esatta ¢ la [c]. Infatti, osservato che 2? +2x+2 = (z+1)?+1 > 0 per
ogni x € IR si ha che

/ z / 20+ 2 / 1 p
— — x
x2+2x+2 2 x2+2x—|—2 x2 4+ 2z +2

1
) 2 2—/7d
2og(x—f- r+2) RS T

1
=3 log(z?® 4 2z + 2) — arctan(z + 1) + ¢
Allora

/0 T g = [Floge® + 20+ 2) — avctan( +1)}0 Liog2 = ™
—————— ar = |- 10g(T X — arctan(x = — 10 — —
122427 +2 2 % L 2%y

(6) La risposta esatta ¢ la [a]. Infatti, detta 2h 'altezza del cilindro e r il suo raggio,
essendo il cilindro retto inscritto nella sfera di raggio 1, si ha che h? + 1% = 1. Allora,
essendo il volume del cilindro pari a V = 2hnr? = 27(h — h?), il cilindro pitl grande
inscritto in una sfera di raggio 1 avra’ altezza 2hg dove hqg € il massimo della funzione
f(h) = h h3 nell’intervallo (0,1). Risulta f'(h) =1 —3h? e quindi f’(h) > 0 se e solo
se h < . Allora hg = 3 ed il raggio cercato ¢ rg = (/1 — h} = \/g .



ANALIST MATEMATICA 1
SECONDA PROVA SCRITTA DEL 11/01/2006

1 n
1) La successione a,, = (1 — 2)
n

[a] converge a 0 converge a 1
diverge @ nessuna delle precedenti

2) L'equazione log(z + 1) = 2° + a con a € IR ammette un’unica soluzione

[a] per nessun a € IR @ per un unico o € IR
per ogni o > 0 @ nessuna delle precedenti
V1 —2x%—cosx
3) Per x — 0% la funzione f(z) = ¢ un infinitesimo
xO{
[a] per ogni o > 4 @pera:2
per ogni o > 0 @ nessuna delle precedenti

z¥+1
4) La funzione f(z) = { 1312 Se L i 8 nel punto z =0
se x <

[a] e continua per ogni o € IR @ ¢ derivabile per ogni a@ > 1
¢ continua ma non derivabile per Ogl’li a>0 @ nessuna delle precedenti

VB /2 11
5) L'integrale / Vet dx vale
V3 x
[a] 1 +1log3 [b]1+1log?2
1+ %log % @ nessuna delle precedenti

+o0o
6) L’integrale / VT dx
o e

ar — g —1
[a] converge per ogni a € IR converge per ogni o > 0
converge per ogni a > 0, a # 1 @ nessuna delle precedenti



SOLUZIONE

(1) La risposta esatta & la [b|. Infatti, osservato che

1
a, = e log(lfn—z)

dai limiti notevoli per n — 400 si ottiene

nlog(l— —=)~———=0

g( n2) "

e quindi a,, — 1.

In alternativa, si osservi che dal limite notevole (1 + %)x” — e® per ogni a € IR,
T, — 400, si ottiene

1 1 1 1
l-=)"=1-)"1+=-)"—e-—=1
=) == A4 e
Si poteva infine procedere utilizzando il limite notevole at» — a® se a, — a > 0 e
b, — b € IR, nel seguente modo

2
essendo (1 — %)™ — L mentre L — 0.
n e n

(2) La risposta esatta & la [b]. Consideriamo la funzione f(z) = log(z + 1) — 22 e
studiamone I'immagine. Osserviamo innanzitutto che la funzione ¢ definita e continua
n (—1,4+00) con lim | f(z) = —oo mentre

r——1

. log(z + 1)
— 2 _ S
A @) = I o (T ) = e
La funzione risulta inoltre derivabile in (—1,+00) con
1 202 4+ 2z — 1
'(z) = o= T TN e s
fla)=——7-2 1 e

Essendo z+1 > 0 per ogni z € (—1,+00), avremo f’(z) > 0 se e solo se 22242z —1 < 0.
Si ottiene allora che f'(z) > 0 per —1 < x < ’1%‘/5 e f'(z) <0 per 1*‘[ < .
Ne segue che f(x) risulta strettamente crescente in (—1, ﬂ), strettamente decres-
cente in (’1%‘/5, +00) e che zp = 1*‘[ ¢ punto di massimo assoluto per f(x).
Utilizzando il Teorema dei valori 1ntermed1 dai risultati provati sopra otteniamo allora

che l'equazione f(r) = o ammette una sola soluzione per o« = oy = f(xp), ammette
due soluzioni per ogni a < ag e nessuna soluzione per a > «p.



(3) La risposta esatta E Infatti, ricordando che cosz = 1 —
V1—a22=1- % + o(z?) per x — 0, otteniamo che

V1 — 22 — cosx = o(x?)

e quindi che per a = 2 si ha che la funzione ¢ un infinitesimo essendo
V1—22—cosz ofx?
= <2) —0 perx — 0.
x
4

flo) =
Precisamente, ricordando che cosx = 1 — % + % +o(z?) eche V1 — 22 =1— % -+

o(x) per z — 0, si ottiene che

1
V1—2a?—cosz = —6m4 + o(z?)

e dunque che per x — 0 si ha

=6 ~— — 0
flo)=—8" -
se e solo se a < 4.
(4) La risposta esatta & la @ Infatti risulta 1i%1 f(z) =1= f(0) mentre
z—0~
1 se a >0
*+1
limf(x):limxt 2{2 sea=0
z—0t  e”
+oo sea <0

xz—0t
Quindi f(x) risulta continua in = 0 se e solo se & > 0 e [a] ¢ falsa. Riguardo alla
derivabilita, osserviamo innanzitutto che la funzione non risulta derivabile in z = 0



per ogni a < 0 non essendo in tal caso continua. Per o > 0 abbiamo che f(z) risulta
derivabile in ogni = # 0 con
o - {2 s

0 sex <0
e quindi che lim f'(z) =0 = f"(0) mentre

z—0—
_ 1
ar® P — (2% + 1)2x 0 se a >
lim, f(x) = lim, (IQ ) =41 sea=1
w0 w0 ¢ +o0 sel<a<l1

Ne segue che per ogni a > 1 esiste f (0) =
a > 1. Quindi @ e [c] sono false.

{0 sea>1 f4(0) = f7.(0) solo se

1 sea=1

(5) La risposta esatta ¢ la[c]. Infatti, operando la sostituzione ¢ = v/22 4+ 1 (e quindi
=Vt —ledr= 7= )si ottiene

/f”"’2 [t]§+1(/231dt—/231dt)

V3 2 t—1 t+1

1 1 3
=1+ 2[log(t— 1) —log(t+1) =1+ i(log?) —log4+1log2) =1+ ilog§

(6) La risposta esatta ¢ la [c]. Notiamo infatti che la funzione integranda risulta
continua in (0,4o00) e dunque 'integrale risultera’ convergente se e solo se risultano
1 x +oo x
L dr e / L dx
0 e —x—1 , 1 e —x—1
Per z — 0 risulta e** = 1+ ax + <= + o(2?) e quindi

tali gli integrali

N
VT _ \/522 L) e T eenve se a7 1
et —r—1  (a—1)z+ 5 +o(a2) | 2L =2, se =1
1 \/5

Dal criterio del confronto asintotico segue allora che 'integrale dx con-

0 e —x—
verge per ogni « # 1 e diverge per o = 1.

Per © — 400, osserviamo che per a < 0 risulta

Jz 1

eor —gp—1 NI

“+o0o
e quindi, per il criterio del confronto asintotico, I'integrale / -
1 e

Nz

7 dx diverge.

xr __ T —
m/B
Se invece o > 0, dal limite notevole 11)1711 — =0 per ogni § € IR, a > 0 risulta
T oo e
VT l+p
. QAL _ x2
lim % = lim —— =0
T—+00 - T—+o00 T — p — ]

xP
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per ogni p > 1.

Lo o . too Va

Dal criterio del confronto asintotico si deduce allora che I'integrale / o g1 dx
1 e —gx —

converge se e solo se a > 0.

Quanto sopra mostra che 'integrale proposto & convergente per ogni o > 0 con a # 1.



ANALIST MATEMATICA 1
SECONDA PROVA SCRITTA DEL 23/03/2006

. ' sin(ﬁ) — %
a successione a, =
) (Vn+n>—/n)

diverge a —oo

@ per ogni o < —1

[a] per ogni o < 0
@ nessuna delle precedenti

per nessun « € IR

2) La funzione f(z) = = + log(1 — z)

@ ammette due zeri

[a] ammette asintoto obliquo
@ nessuna delle precedenti

¢ monotona crescente

z—log(l+x) 1
3) La funzione f(x)= a? 2: ¢ >0 4 continua nel punto x = 0
o sex <0
[a] per a =0 [b] per nessun a € IR
per o = 3 [d] nessuna delle precedenti

+00 1
4) L’integrale improprio /1 mgbgo(gﬁma) r

diverge per ogni o > 0

[a] diverge per ogni o < 0
@ nessuna delle precedenti

converge per ogni o > —1
5) La somma di due numeri non negativi ¢ n. Il valore massimo della somma dei loro

quadrati e
10n2

2
[a]n 16
@ nessuna delle precedenti

2
[e]7

+o0 1
6) L’integral / ——— dx val
) L’integrale el 1) x vale

@—l—oo

@ nessuna delle precedenti

[a]l
[c]log2 —1
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SOLUZIONE

(1) La risposta esatta ¢ la @ Ricordando che sinz = = — % + o(z?) per x — 0, per
n — oo risulta

1 1 1

sm(ﬁ) ~ N

da cui
1 1 1 1
T el (e — ) 6 (VItne 1)
Se o > 1 allora
1 1
fn ™ et ene -0

essendo a + 3 > 0. Se a = 1, allora

0~ 1 1 0

6n?(V2-1)

Infine, se a < 1, essendo n®~! — 0 per n — +o00, dal limite notevole /1 +x — 1 ~ %x
per z — 0, otteniamo

0 sel>a>-—1
a”N_612<12—1:_31+1 {—é sea=—1
nen n -0 sea< —1

In alternativa si poteva procedere nel seguente modo

1 1 1 (Vntn+vn)  (Vn+tn®++/n)

anN— g 3 =
2

Gn% (\/m - \/ﬁ) 6n n 6n0‘+%

Se a < 1 allora

Qa ~ — = ~ — _ —
n P Gt 3 se« 1
-0 sea< —1

Va(VI+ne T 4+1) 2 _){(11 sel>a>—1

se o = 1 allora

mentre se a > 1 allora

n2 (vnl=o + 1+ +/nl-2) 1
6no*

Ay ~

2

|
Il

|
1
o

essendo o + 3 > 0.

(2) La risposta esatta & la [d] f(z) ¢ definita e continua in (—oo, 1) con

lim f(z) = lim x(l—i—log(li_x)):—oo e lim f(z) =—o0

T——00 T——00 xT Tz—1—

11



La funzione non ammette asintoto obliquo per x — —o0 essendo

log(1 —
lim M: lim 1+M:1 e lim f(zr)—2z= lim log(l—2z)=+oc0
quindi [a] e falsa Osserviamo poi che la funzione e derivabile in (—oo, 1) con
1
fla)=1- 1 =

= >0<—= <0
l—2z z-1
Ne segue che f(z) ¢ strettamente crescente in (—o0,0) e strettamente decrescente in

(0,1) (quindi[c]e falsa) e che x = 0 € punto di massimo assoluto per f(z) con f(0) = 0.
Allora la funzione ammette uno ed un solo zero e E ¢ falsa.

z3

. N . . z2
(3) La risposta esatta e @ Infatti, ricordando che per z — 0, log(1 +2) = x — & +
=+ o(x?), si ottiene

— log(1 1
lim x —log(1l + z)

z—0t

L —Z to(a®) 1 11 1 1

—— = lim 23 ( )——: im ——=4o0(1)—— = —=
a3 2r @m0t a3 2r  a—0t2r 3 2x 3

Quindi la funzione data risulta continua se e solo se o« = —

W=

(4) La risposta esatta e la[c]. Infatti, se &« > 0 per x — 400 abbiamo
log log 1
falw) = x2log(1 + x@) -

r2log(z®)
e quindi, dal criterio del confronto asintotico,

+oo
1
folw) = 5%

ax?

fo(z)dz converge. Se av = 0, allora
Zlogz © si ha che

) log
T = lim — =0
rT—>+00 ——= Tr—+00 xr2 log 2

12



+oo
e quindi, dal criterio del confronto asintotico, / fo(x)dx converge. Infine, se a < 0,
1

essendo z* — 0 per z — 400 e ricordando che log(1 + y) ~ y per y — 0, otteniamo

log x log
xr2 log(l + xa) r2to

foc(x) =

quindi

’ falz) . log = _{0 sep<a+?2
S R +oo sep>a+2

z—+oo x—+oo p2ta—p -
x

Se a > —1, allora esistera p € (1, + 2) ed il primo dei limiti sopra ci permette di
+oo

concludere che in tal caso / fa(z)dz converge. Se invece a < —1 allora esistera
1

p € [a+ 2,1] ed il secondo limite sopra ci permette di concludere che in tal caso

+oo
/ fo(z)dz diverge.
1

Riunendo quanto ottenuto sopra si ha che I'integrale improprio converge per ogni a >
—1 e diverge per ogni a < —1.

(5) La risposta esatta ¢ la [a]. Si vuole trovare il massimo della somma z? + y? al
variare di x > 0 e y > 0 tali che z +y = n. Allora dovra essere y = n — x e cercheremo
il massimo della funzione f(z) = 2? + (n —x)? = 22* — 2nx +n? al variare di = € [0, n].
Essendo f(z) continua in [0, n], dal Teorema di Weierstrass tale massimo esiste. Abbi-
amo che f(z) risulta derivabile in (0,n) con f'(z) = 4z —2n = 2(2z—n). Avremo allora
che f(x) risulta strettamente decrescente in [0, 7], strettamente crescente in [§,n] e che
r = 5 ¢ punto di minimo assoluto per f(z) in [0,n] con f(§) = 22. I1 punto di massimo
assoluto di f(z) sara allora un estremo dell'intervallo [0, n|. Poiche¢ f(0) = f(n) = n?,
i punti £ = 0 e x = n sono entrambi punti di massimo assoluto per f(z) in [0,n] con
valore massimo n?.

(6) La risposta esatta e la @ Operando la sostituzione t = e*, da cui x = logt e
dr = %, si ottiene

[ odr = [ / o= gt g+ 1) +
— - =———1lo o c
exe$+1 t2t+1 t? t+1 t & &
1 t+1 1 e +1
:—¥+lo |7|+C———+lo +c
Allora

b

+oo 1 ) b 1 1 1
/ (7dx = lim ————dr = lim ——Jrlo ;—t1-log2 =1-log2
0 e’

er 4 1) b—+00 Jo e"’f(em + 1) b—+oc0

13



ANALIST MATEMATICA 1
SECONDA PROVA SCRITTA DEL 20/04/2006

n2n
1) La successione a,, = —;
en.
[a] converge a 0 @ diverge a +00
converge a 1 [d] nessuna delle precedenti
2) La funzione f(x) = z(logz — x)
@ ha per immagine (—o0, 0)

[a] ammette asintoto obliquo
@ nessuna delle precedenti

¢ monotona crescente
3) La funzione f(z) = €?*™* — /1 + 4z per z — 0 ¢ un infinitesimo di ordine

[bl4

[a]1
2 @ nessuna delle precedenti
1—rcosz

1
4) L’integrale improprio /o m
@ converge per ogni o < 2

[a] diverge per ogni o < 0
@ nessuna delle precedenti

converge per ogni o > 1
5) Tra le aree di tutti i triangoli isosceli inscritti in una circonferenza di raggio 1, quella

massima e
[b]v3

[a] 3
V2 @ nessuna delle precedenti

s 1 — si
6) L’integrale /2 Ccos x\/ﬂ dx vale
0 1+sinx

b1

@ nessuna delle precedenti

—_

g
1

NIE]

[a]

14



SOLUZIONE
(1) La risposta esatta ¢ la [a] Infatti, essendo

(n+1 (n+1)>*2 e _ Lo 2 1 _ 2 \on 2
e T gy - AT D ey = (L o) e+ D

per n — +oo, dal limite notevole (1 + i)% — e” per ogni a € IR e x,, — 400, si

. 1)2 .
ottiene 22 ~ e2 (’;j:,n) . Essendo infine
n

2 2
en!n entl

e, dalla gerarchia degli infiniti, (",J[ +11)2 — 0, dal criterio del confronto deduciamo che

a”“ — 0 e quindi, dal criterio del rapporto, che a,, — 0.
In “alternativa si poteva procedere direttamente osservando che

62nlogn 1
n = en! - en!l—2nlogn
e che n! — 2nlogn = nl(1 — Q"Lﬂ) — 400 essendo, per la gerarchia degli infiniti
nlogn _, ),
(2) La risposta esatta & la [b| f(x) & definita e continua in (0, 4-00) con

log x

lim f(z) = lim 2%( —1)=—-00 e lim f(z)=

T—>+00 T—>+00 x x—07t

Osserviamo poi che la funzione & derivabile in (0, +00) con
fl(z)=logz+1—-2z<—-2<0 V>0

essendo log x funzione strettamente concava in (0,+00) e y = x — 1 retta tangente
al grafico di logx nel punto x = 1. Ne segue che f(x) & strettamente decrescente in
(0, +00) e quindi che

sup f(z) = lim f(x)=0 e inf f(z)= lim f(z)=—o0

>0 r—0t x>0 T—r—00

Dal Teorema dei valori intermedi si deduce allora che f(x) ha per immagine la semiretta
(—00,0).
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(3) La risposta esatta ¢ [c]. Infatti, ricordando che per y — 0, ¥ =1+y+ %2 +o(y?),
e che per x — 0 sinz = x + o(x?), si ottiene

4sin®

e — 1 4+ 2sinx + + o(sin? )

= 1+ 2(z + o(a?)) + 2(x + o(2”))* + o((z + 0(z?))?)
=1+ 22+ 22% + o(2?)

Ricordando inoltre che, per y — 0, /1 +y =1+ %y — %yQ + o(y?), si ottiene

1 1
V1i+4der =1+ 5(43:) — §(16:1:2) +o(2?) = 1+ 22 — 2% + o(2?)

Quindi, per z — 0 risulta f(z) = 42% + o(2?) e dunque che f(z) & un infinitesimo di
ordine 2.

z?

(4) La risposta esatta ¢ la E Infatti, ricordando che per x — 0 risulta 1 —cosz ~ %
e log(1 + ) ~ x si ottiene
z? 1
P )

Ja()

1
e quindi, dal criterio del confronto asintotico, / fo(z)dz converge se e solo se a—1 < 1
0

ovvero se e solo se a < 2.

(5) La risposta esatta ¢ la @ Poniamo h l'altezza del triangolo e b la sua base. Posto
x =1 — h, essendo il triangolo isoscele inscritto nella circonferenza di raggio 1, risulta
re[-1,1e (3)2 + 2% = 1. Si ottiene allora che b = 24/1 — 22 e cercheremo il massimo
della funzione area A(z) = (1 + z)v/1 — 22 al variare di x € [—1, 1].

Essendo A(z) continua in [—1,1], dal Teorema di Weierstrass tale massimo esiste.
Abbiamo che A(z) risulta derivabile in (—1,1) con

2024+ —1 1

i >0« ze(-1,2)
— X

A(z) = ;
16



Avremo allora che f(z) risulta strettamente crescente in [—1, 5], strettamente decres-

cente in [3,1] e che = % & punto di massimo assoluto per A(z) in [—1,1] con area

massima A(%) = 3%4/? Si osservi che il triangolo di area massima e il triangolo equilatero
di lato b = /3.

(6) La risposta esatta ¢ la[a]. Operando la sostituzione ¢ = sin z, da cui dt = cos z dx,

si ottiene
3 1 —sinz /1 -t 1—t
\F—f—d:/u——ﬁz/
/0 cos 1+sinx v o 1+t \/1—t2
1
:{arcsint—kvl—t?]ozg—l

In alternativa si poteva procedere direttamente nel seguente modo

% 1—Slnx 1 —sinz
CcoS X de = [ cosp———" d:v
1+sinz V1 —sin?z

:/il—sinxda::[x—i—cos:c](?:g—l
0
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ANALIST MATEMATICA 1
SECONDA PROVA SCRITTA DEL 23/06/2006

et —1
1) La successione a,, = er n — +oo diverge a 400
) (Vitna—1) 7 s
[a] per ogni a € IR @ per nessun « € IR
per ogni o < 0 @ nessuna delle precedenti

2) La funzione f(z) = ™% — \/1 + 2z per x — 0 ha ordine di infinitesimo

[a]1 [b]2

3 @ nessuna delle precedenti
. _ [§—arctang sex >0 _
3) La funzione f(x) {e‘” e’ o< nel punto zp =0
[a] \é Con‘tinu‘a per ogni o e R @ non ¢ derivabile per ogni o > 0
¢ derivabile per ogni a > 0 @ nessuna delle precedenti
e — 1

“+oo
) L’integrale improprio 1 22log(l + 2@ .

[a] diverge per ogni o € IR @ converge per ogni —2 < a < 0
converge per ogni o > —2 @ nessuna delle precedenti

5) L’equazione 2log 7x — 5 arctan z = o ammette esattamente due soluzioni

[a] per ogni a € IR @per un solo av € IR
per nessun « € IR @ nessuna delle precedenti

1
6) L’integrale / r*arctan z dz vale
0

@llo%r2 @%(IogQ—l)
5(5 —1+1og2) @ nessuna delle precedenti
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SOLUZIONE

(1) La risposta esatta ¢ la @ Infatti se a < 0, essendo n* — 0, dai limiti notevoli

per n — +00 si ottiene

nOé

no

2
Quindi se a < 0, a,, = 2 per n — 400 e [a]e[c]sono false. Se a > 0 allora

Qp, ~ =2

n

e

anN Y
2

n

Dalla gerarchia degli infiniti si ottiene allora che se a > 0 allora a,, — +00 per n — 400

e @ ¢ falsa.

(2) La risposta esatta ¢ la @ Infatti, ricordando che sinz = x + o(x?) per z — 0 e
cheeV =14y + ‘1’2—2 + o(y?) per y — 0 otteniamo che
sinz : 1 ) 102
e :1+Slnx+§sm z + o(sin”x) =

= Lot oa®) + 50+ 0(a)’ +ol(x +o(a?)) = 1o+ 2a* + oa?)

Infine, essendo per y — 0, /I +y =14 3y — 5y°> + o(y?), per & — 0 abbiamo

1 1
Vi+2r=14z— §(2x)2~|—0($2) =14z— §x2+0(932)
quindi .
f(z) =™ — 1+ 22 = 2% + o(z?)
eord(f(z)) =2 per x — 0.

(3) La risposta esatta & @ Infatti, per la continuita in xq = 0, si ha che

0 sea>0
, . a
lim f(z) = lim — —arctan— =< 7 sea =0
r—0t iE*)0+2 X 2
™ sea<0

mentre liI(I)l flz) = lir(l)l e —e =0 = f(0) per ogni a € R. Quindi f(z) risulta
x—0— z—0~
continua se e solo se & > 0 e [a] ¢ falsa. Riguardo alla derivabilita, osserviamo che la

funzione risulta derivabile in ogni x # 0 con

o e sex >0
F'(@) {a(e"‘“” +e ) sex <0
Risulta allora che f(z) ammette derivata destra e sinistra in z = 0 con f,(0) =
1
lim f'(z) = — e f.(0) = lim f'(x) = 2a. La funzione risultera derivabile in x = 0
z—07t |Oé‘ z—0~
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se > 0 (per quanto sopra) e

. . 1 . .
= 2a, ovvero se e solo se a = —5. Quindi @ e [c]sono
false.

1
«
(4) Le risposte esatte sono la [b] e la [¢]. Notiamo infatti che posto

ez — 1

fa(z) = Zlog(1+ 2%)’

+oo
si ha f,(z) =0 se @ = 0 e quindi / fo(x) dz converge per o = 0.

Se o # 0, per x — 400 dai limiti notevoli e dalle proprieta dei logaritmi, risulta

o 6% 2+Oé
er —1 ~ — mentre xQIOg(l—FxQ)N{x ) sea <0
x ar“logx sea >0
e quindi
(o]
poc:mry sea <0
fa(x)~{31 sea >0
z3 log x

+oo
Dal criterio del confronto asintotico si ha allora che se o < 0, I'integrale / fa(z)dz

risulta convergente se e solo se 3+ a > 1 ovvero per a > —2. Se a > 0, abbiamo che

. fa (l’) . a3 110g x . 1
lim = lim T = lim =0
z—too z—too z—+oo 1 log x

+oo ]
ed essendo / — dx convergente, dal criterio del confronto asintotico deduciamo che
1z
+oo
anche l'integrale / fa(z) dz risulta convergente.
1
Riunendo quanto discusso sopra concludiamo che I'integrale dato converge se e solo se
o> =2

(5) La risposta esatta ¢ la [d]. Consideriamo la funzione f(z) = 2log 7¢ — 5 arctanz e
studiamone l'immagine. La funzione ¢ definita e continua in (0, +00) con lir(qu+ f(z) =
T—

—00 mentre 1_131 f(z) = 400 La funzione risulta inoltre derivabile in (0, +00) con
x (o0}

2 5  22—bx+2 2a-—2)(zx—3)
T

/

Jw) = 1422 (1422 z(1+a22) v >0,

Quindi f'(z) > 0se z € (0,2) U (2,+00), f'(z) <0sex € (5,2) e f'(3) = f'(2) =0.
Allora f(z) risulta strettamente crescente in (0,3) e in (2, +00), risulta strettamente
decrescente in (%, 2), x = % risulta un punto di massimo relativo e z = 2 risulta un
punto di minimo relativo. Posto oy, = f(2) e aas = f(3), dal Teorema dei valori
intermedi concludiamo allora che 'equazione f(x) = o ammette una sola soluzione
per ogni o < a,, € a > ayy, due soluzioni per o = «,, € a = ayy, tre soluzioni per

a € (aum, apr).
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(6) La risposta esatta ¢ la [c]. Infatti, integrando per parti si ottiene
3

) z3 1 z3 T
/x arctanz dr = — arctanx — - dr = — arctanz +
3 3J 14 a2

1 1 2 3 21

_5(/xdx_§ 1_:762 x):x—arctanx—%-i-alog(l-l—ﬁ)-l—c
Quindi

1 3 2 1 1 1

/0 z? arctanx dr = [% arctan x — % + 6 log(1 + :UZ)]O = a(g —1+1log2)
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ANALISI MATEMATICA 1
SECONDA PROVA SCRITTA DEL 12/07/2006

log(n +n®) —logn

NI NG

[a] diverge per ogni a €eR @ diverge per ogni o > %
converge per ogni o < 1 @ nessuna delle precedenti

1) La successione a, = per n — +00

2) La funzione f(z) = e *sinz — x cos v2z per  — 0 ha ordine di infinitesimo

[a] 1 [b]2

maggiore di 2 @ nessuna delle precedenti

sex >0

.
el nel punto o = 0

sin(ax) —
e Pl sex <0

3) La funzione f(x)= {

[a] ¢ continua ma non derivabile per ogni o € IR @ non e derivabile per ogni o > 0

e derivabile per ogni o € IR @ nessuna delle precedenti
oo 7 — 2 arctan ¢
4) L’integrale improprio / T 5 dx
2 r?logx
[a] diverge per ogni o > 0 @ diverge per ogni —2 < a <0
converge per ogni « € IR @ nessuna delle precedenti

5) L’equazione arcsin /x = v/1 — z? ammette

[a] una sola soluzione @ due soluzioni
nessuna soluzione @ nessuna delle precedenti

1
6) L’integrale / xrarcsinx dr vale
0

[a] /4 /8
1—m/2 @ nessuna delle precedenti
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SOLUZIONE

(1) La risposta esatta ¢ la @ Studiamo innanzitutto il comportamento della suc-
cessione b, = log(n + n®) — logn al variare di @« € IR. Se > 1, per n — 400 si
ottiene

by, = (o — 1)logn +log(1 +n'"%) ~ (a — 1) logn — +oo

essendo n'~® — 0 e quindi log(1 + n'~*) — 0.
Se v = 1 allora
b, = log(2n) — logn = log 2

per ogni n. Infine, se @ < 1, essendo n®~! — 0, dal limite notevole log(1 + x,,) ~ x,
per ogni x,, — 0, per n — 400 otteniamo

b, = log(1 +n*"1) ~n* 1 =0
Osserviamo ora che, dal limite notevole /1 + x, — 1 ~ % per ogni z,, — 0, abbiamo

VT V= Va1 Lo eyt < L

Allora, da quanto ottenuto sopra si ha
a>1 = a,~2yn(l—a)logn — +oo

a=1 = a,~2ynlog2— +o0o

400 se%<o¢<1

1
a<l = a,~2y/nn* =27 {2 se a =
0 se o <

N[O |

Riunendo quanto provato, abbiamo che la successione risulta divergente per ogni o > %
: 1
e convergente per ogni a < 3.

(2) La risposta esatta ¢ la [c]. Infatti, ricordando che sinx = z + o(2?) per z — 0 e
cheeV =14y + y2—2 + o(y?) per y — 0 otteniamo che

2
e sine=(1—x+ % +o(2?))(z + o(z?) = x — 2° + o(x?)

Inoltre, essendo per y — 0, cosy = 1 — % + o(y?), per x — 0 abbiamo
zcosV2r = 2(1 —x +o(x)) = x — 2° + o(2?)

quindi f(z) = o(z?) e ord(f(z)) > 2 per x — 0.
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(3) La risposta esatta & @ Infatti, per la continuita in xg = 0, si ha che

T

~ 0= f(0)

:vligl‘F f(flf) - :Eli%l‘* Sln(Oéx) B r—1

per ogni o € IR mentre lim f(x) = h%l e = 0. Quindi f(z) risulta continua per
x—0~ x—0~

ogni a € IR. Riguardo alla derivabilita, osserviamo che la funzione risulta derivabile in

ogni x # 0 con

9 1
e o2 sex <0

f’( { acos(ax) + ﬁ sex >0
€Tr) =

Risulta allora che f(z) ammette derivata destra e sinistra in z = 0 con f,(0) =
111%1+ f(z)=a+1e f (0)= liI(I)l f'(z) = 0. La funzione risultera allora derivabile in
T—> x—0~

xo = 0 se e solo se o = —1. Quindi [a], @ e [c¢|sono false.

(4) Le risposte esatte ¢ la[c]. Notiamo infatti che posto

7 — 2arctan(z®)

fa<x> = d.T,

x?log x
per x — +00, se a < 0 risulta
fal@) ~
“ x?log x
mentre se o = 0 -
o(T) ~ 5
fa(z) 222 log
+o0 1
In entrambi i casi, essendo / 5 dx convergente, dal criterio del confronto
1 z2?logx

+oo
asintotico deduciamo che anche I'integrale / fo(z) dx risulta convergente. Se invece
1

a > 0, essendo § — arctan(z®) = arctan x% ~ x% per x — +00, otteniamo che

2
x?t]og x

fa() ~

1

— a7 dx risulta convergente e dunque,
r?tlogx

“+o0o
ed essendo per 2 4+ a > 1, 'integrale /
1

+oo
dal criterio del confronto asintotico, deduciamo che anche l'integrale / fa(x)dz
1

risulta convergente.
Riunendo quanto discusso sopra concludiamo che l'integrale dato converge per ogni
a € R.

(5) La risposta esatta ¢ la [a]. Consideriamo la funzione f(z) = arcsin/z — /1 — 22

e cerchiamone gli zeri. La funzione ¢ definita e continua in [0,1] con f(0) = —1 e
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f(1) = 5. La funzione risulta inoltre derivabile in (0, 1) con

1 T

BNV AR ek

Essendo f/(x) > 0 per ogni x € (0,1), f(x) risulta strettamente crescente in (0, 1)
e poiche f(0) < 0 e f(1) > 0, dal Teorema degli zeri concludiamo che la funzione
ammette uno ed un solo zero.

f'(x)

(6) La risposta esatta & la @ Infatti, integrando per parti si ottiene

2

/1 o d lx . ]1 1/1 2 i
rarcsinz dr = |— arcsinz| — - | —— dx
0 2 o 2Jo /1 —2z?
1 1 1
0

1 1
—d
4 /0 V1—a? !
1 1
= % + 1 {x\/l — 22+ arcsinx}; ~3 larcsin ], = g

ricordando che, sempre integrando per parti,

2
/\/1—1;2 da::x\/l—xQ—l—/bTidmzx\/l—xQ—/\/l—xQ dx—i—/
V1—22
:x\/l—xQ—/\/l—xZ dx + arcsinx

1
—d
V1—22 *

da cui

1
/\/1 — 2?2 dr = 5(:1:\/1 — 22 4 arcsinz) + ¢
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ANALIST MATEMATICA 1
SECONDA PROVA SCRITTA DEL 20/09/2006

1) La successione a, = n® |(1+ —)e 7w — 1], diverge a —oo
n

[a]se a >0 @ se a > 2
se > 1 [d] nessuna delle precedenti

2) L’equazione e *|z? — 1| = 1 ammette un numero di soluzioni reali pari a
[a] 1 b]3
2 @ nessuna delle precedenti

3) Determinare per quali valori di a, § € IR ¢ continua e derivabile in xy = 0 la

funzione
2?log(l1+2)+1 sex>0

flz) =11 sex=0.
1
aew + farctan(i) sex <0
@perogniaeperﬁz—% @perazleﬁzo
per a = —1 e per ogni @ nessuna delle precedenti
) . e S|
4) L’integrale improprio / (=—=1) dx
0o 1—x
[a] converge per ogni a < 1 @ converge per 0 < a < 1
converge per ogni o > 0 @ nessuna delle precedenti
1
5) La funzione f(z) = e”cosx — T, Per - 0 ¢ infinitesimo di ordine
—x

[a] 1 b]3
2 @ nessuna delle precedenti

1
6) L’integrale / rarctan®(x) dz vale
0

& — =+ Llog(4) b & — 75 + flog(8)
Zn? — T+ 1log(2) [d] nessuna delle precedenti

26



SOLUZIONE

(1) La risposta esatta & la [b]. Ricordando che e* = 1+ 2 + 2 + o(2?) per a — 0,
posto x = —%, otteniamo

e [0 o) ] o k)~

2n? n? 2n2—a
Ne concludiamo allora che a,, — —o0 se e solo se a > 2

(2) Larisposta esatta ¢ la @ Osserviamo che I'equazione data ¢ equivalente a f(x) =0

essendo f(x) = e"x|z? — 1| — 1, sard sufficiente determinare il numeri di zeri della
funzione f(x). La funzione ¢ definita e continua in IR con

lim f(z) =400 e mglgloof(x) =-1

T—r—00

Riguardo alla monotonia, osserviamo che la funzione ¢ derivabile in ogni « € IR con
x # +1 con

o e (@ —2r—1) selz|>1
fla) = {e‘gﬁ(x2—2x—1) se |z <1
Risulta 22 — 2z —1>0seesolose 2 <1 —v2ex > 1+ V2. Ne segue che:
e f(x) & strettamente decrescente in (—oo, —1), (1 —v/2,1) e (1 + /2, +00);
e f(x) & strettamente crescente in (—1,1 —+/2) e (1,14 v/2);
e —1 e 1 sono minimi assoluti per f(x) con f(£1) = —1;

e 1 —+/2 ¢ 1+ +/2 sono massimi relativi per f(z) con f(1 —+/2) >0e f(1++2)<O0.

Se ne deduce che la funzione ammette uno ed un solo zero negli intervalli (—oo, —1),
(—1,1 —v/2) e (1 —v/2,1) e nessun zero nell’ intervallo (1, +00).

(3) La risposta esatta & [d]. Infatti si ha

1
1ir(I)1+ f(z) = lim z%log(1+ =) + 1= lim 2*log(1+z) —xlogr +1=1
T— T

z—0t z—0t
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essendo hrgl x*logx = 0 per ogni a > 0. Mentre
T—

1 1
tim f(r) = lim act + farctan(+) = — 25
T

rz—0~ rz—0~

Quindi la funzione risultera continua se e solo se lim f(z) = f(0) = 1 e dunque se

z—0F
—28 =1 ovvero f = —2.
Riguardo alla derlvablhta si ha
. flz)—1 1
lim ——— = i log(1 =l log(1 -zl =0
AT T A st g) = Iy wlosllye) —wlosy

quindi la funzione ammette derivata destra in # =0 con f’ (0) = 0. Mentre, osservato

che la funzione risulta derivabile in ogni z < 0 con f'(x) = —%e% - 1:%, otteniamo
a1 ﬁ
lim lim ——ez — —— — _
20— fiw) = a0 12 1+ a2 b

essendo hm y®e? = 0 per ogni a > 0. Quindi la funzione ammette derivata sinistra
s

in z =0 con f’_ (0) = . Poiche la funzione risulta continua in z = 0 solo per = —%,

ne segue che la funzione non risulta derivabile in x = 0 qualunque sia « € IR.

(4) La risposta esatta ¢ la @ L’integrale risulta singolare in entrambi gli estremi
di integrazione, quindi risultera’ convergente se e solo se risultano tali gli integrali

fo (x )2a L —dr e f ( )2a ! —dz. Per x — 0 abbiamo

(R = (T

)2~ =
T 1—=x z T e

1
e quindi l'integrale [y’ (w 1) 1 — dx converge se e solo se 2a < 1 ovvero « < 5
Per x — 1 abbiamo invece

1 1 1—=z 1 1
21 2c — 2« ~
(x ) l—x ( x ) l—2 (1—x)t2
e quindi I'integrale fél( — 1)?*+L dz converge se e solo se 1 — 2a < 1 ovvero a > 0.

L’integrale proposto risultera’ allora convergente se e solo se 0 < a < 5.

(5) La risposta esatta ¢ la[c]. Infatti, ricordando che per z — 0, e = 1+ + % +o(z?)
ecosz =1— 2 4+ o(z?), otteniamo

2 2

e*cosx = (1+x+ % + o(z%))(1 — % +o(z?) =1+ x + o(2?).

Quindi, essendo (1 —z)~' =142+ 2%+ o(2?) per x — 0, risulta che f(x) = e* cosx —
1

—— = —2” + o(x?) e dunque che la funzione ha ordine di infinitesimo pari a 2.
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(6) La risposta esatta ¢ la @ Infatti inegrando per parti due volte otteniamo

1'2

/x arctan® xdr = > arctan® x — /x2 arctan x ]

2

$2

= 5 arctan® xr — x arctan + /

x2

1
- s
Quindi, / zarctan® z dr =
0

x 9 1
= 5 arctan® x — /arctanxdx -+ /arctan:cl

2

16

1
+ 2

dx

dx

+ z2

T 1
&2 dzr + 5 arctan® x

2 1 2y, L 2
= Earctan xr — rarctanz — §log(1 +x%) + iarctan r+c

T 1
— — —log 2.
4 2%
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