CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA CIVILE E AMBIENTALE

SECONDA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 18 GENNAIO 2014

o sin =&

1)* La successione a,, = 3" <log(1 + Q—n) — 1 T{) risulta infinitesima per n — +o00
2TL
per ogni o € IR @ per nessun « € IR
solo per a =1 @ nessuna delle precedenti
2) L’equazione e**2 = ax ammette soluzione
per ogni o > 0 @ per nessun o < e*
solo per a > €* @ nessuna delle precedenti
cos® x—v/1+ax?
CFTVTal ge x> ()
3)* La funzione f(z) =¢ = * , nel punto z¢ = 0
sin (fx) sex <0
[a] ¢ continua per ogni o, B € IR @ ¢ derivabile solo per o =
¢ derivabile per ogni o = —2 e § € IR @ nessuna delle precedenti

2
4) L’integrale / |z — 1|log(1 + x) dx vale
0

[a]4log2 — 3log3 — 5 @%10g3—310g2+1
2 - % log 3 @ nessuna delle precedenti
+oo n

x \
— 2"y/nlogn ¢

[—21, 2] @ [_27 2)

(=3 % ] @ nessuna delle precedenti

5) L’insieme di convergenza della serie di potenze
n



RISPOSTE*

(a— D), sea#l

—$(3), se a = 1.

1. [¢]| Per n — +oo risulta a, ~ {

si

Si osservi che lo sviluppo di Taylor di ordine 2 della funzione log(1 4 ax) — 2= per z — 0 ¢

sinx o?x?

1—=x 2

log(1 + ax) — +o(2?) = (z + o(z?))(1 + z + o))

2

=(a—1)z - (% + 1)z% + o(x?)

e dunque, ponendo z = 2%, per n — +o0 si ha

& 2n 1— L —3_ 1 _— 31l sa=1
2n 2(2M2 — T 247 -+

2. @ L’equazione ammette due soluzioni per ogni a@ > €2, una soluzione per a = €3 e o < 0,
nessuna per 0 < a < e3.

3. @ La funzione risulta continua solo per a = —2 e ogni § € IR, risulta derivabile solo per
a=-2ef=2

Si osservi che lo sviluppo di ordine 4 di cos? z per z — 0 &

Cos2:c:(l—x—2+x—4—|—0(9§4))2:1+x—4—x2—|—x—4+0(az4):1—332—}—13:4—}—0(:54)
2 24 4 12 3
e dunque
2 o L 4 4 a5 o 4y ay o 1Ay
cosr—V1+ar?=1-x —|—§x +o(x )—(1—1—51' -5 +o(x ):—(14—5)30 +(§+§)x +o(x%)

4. [a] Una primitiva della funzione f(z) = (z—1)log(1+42) ¢ data da F(x) = 5((z—1)?log(1+
x) — %2 + 3z — 4log(1 + z)). Ne segue che

/2 o — 1] log(1+2) dz — /Qf(;@ dx—/lf(x) do = F(2)—2F(1)+ F(0) = 41og 2 — > log 3 — .
0 1 0 2 2

D. @ Il raggio di convergenza della serie e p = 2, la serie converge per il criterio di Leibniz in
xr = —2 ma dal criterio del confronto asintotico, la serie diverge in z = 2.

* Solo le risposte di cui e’ presente lo svolgimento sono ritenute valide per Ela valutazione del
compito.



CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA CIVILE E AMBIENTALE
SECONDA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 8 FEBBRAIO 2014

1) La funzione f(x) = y/cosh(az) — cos? r per z — 0 ha ordine di infinitesimo

[a] 2 per ogni o € IR @23010pera=2
4 per qualche a € IR @ nessuna delle precedenti

2)* L’equazione 2¢** — e” + k = (0 ammette due soluzioni

[a] per ogni k € IR @solo per k<0
solo per 0 < k < 2 [d] nessuna delle precedenti

3

3) Una lattina senza coperchio deve avere un volume pari a 47 cm?. Il raggio di base della

lattina di superficie minima é:

[a]2 (b

1 @ nessuna delle precedenti
L sinh x
4) L’integrale improprio /0 — dx vale
Ii—oo X @ L= i
4 —%) @ nessuna delle precedenti
+oo
5)* La serie numerica » (v/n? —n+ 1 — v/n? — an) con a € IR risulta convergente
n=0
per nessun o € IR @ solo se a > 0
per ogni o € IR @ nessuna delle precedenti



RISPOSTE*

1. [a] Risulta infatti f(z) = (% + 1)22 + o(z?) e dunque ord(f(z)) = 2 per ogni o € IR

2. L’equazione ammette due soluzioni per ogni 0 < k < g, una soluzione per k = g ek <0,
nessuna per k > %.

3. @ Il raggio di base della lattina di superficie minima & ro = v/4.

4. @ Infatti risulta

1 sinh L ginh 1 1
/ SIRT 1r = lim ST Jr = lim {Q(x—e_z)} =1-—
0

et — 1 a—0t Jqg e — 1 a—0+ a

5. @ La serie converge solo se a = 1 infatti si ha

n® —aoan

' : : -1 1 : 1(a—1 1
\3/”2_n+1_\3/n2—0571=\3/n2—an 3%_‘_1 N3n2—an w
2 n? —an

3 (n?— ozn)%

la—1)n+1 [3°T sea#1
% sea=1

* Solo le risposte di cui e presente lo svolgimento sono ritenute valide per la valutazione del
compito.



CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA CIVILE E AMBIENTALE
SECONDA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 1 MARZO 2014 —

nOéTL

1) La successione a,, = —— per n — +00
2nn!
converge per ogni « € IR
diverge per ogni a € IR

sinh? z—sinh(x2)

2) La funzione f(z) = { o

sin (Bx) sex <0

[a] ¢ continua per ogni a > 0e S € IR
e derivabile per ogni @ > 2 e g € IR

3) La funzione f(z) = /&=L

lz—2]

[a] ammette asintito obliqui
risulta iniettiva nel suo dominio

0
4) L’integrale / log(1 4+ v1+ z) dx vale
-1

[a] 5
[c]log2 —1

+o0 1

sex >0
, nel punto xg =0

5) L’integrale improprio

[a] per nessun o > 0
solo per a > 1

Vil + T - a°)

@ converge solo per o = 2
@ nessuna delle precedenti

@ ¢ derivabile solo per a =3 e 8 = %
@ nessuna delle precedenti

@ ammette punti di massimo relativo
@ nessuna delle precedenti

b v2-1

@ nessuna delle precedenti

dx con o > 0 risulta convergente

@soloper0<oz<1
@ nessuna delle precedenti



RISOLUZIONE

1. La risposta esatta e @ Si ha infatti

+o00 sea>1
(n+ 1)em+a gnpl 1

= - =1
20t (n £ 1) pon 2 ved

e
2
0 sea <1

1 an
(1 + ) (n+1)*" —
n
e dunque, dal criterio del rapporto, si ottiene che la successione converge per ogni o < 1 mentre
diverge se o > 1.

2. La risposta esatta e @ Infatti, osservato che per x — 0 risulta

3 4 4

sinh? z —sinh(z?) = (m+%+o<x3))2 — (2 +o(at) = x2+%+0(1‘4) — (22 +o(zh)) = %+o(x4)
abbiamo che
0 <4
_ . sinh®z — sinh(z?) _ % + o(z?) . e
lim f(z)= lim = lim *——+— =12 se =4
z—0t z—0t e z—0+ e

+00 sea >4

Poiche lirél f(z) = li%l sin(fx) = 0 per ogni § € IR, ne deduciamo che la funzione risulta
z—0~ =0~

continua solo se a < 4 per ogni 5 € IR.
Riguardo alla derivabilita, per quanto sopra, per ogni o < 4 abbiamo

_ inh? 7 — si 2 zt 4
lim f(z) — f(0) — lim sinh® z — sinh(x?) iy 3 + o(x*) _

0 se <3
1
0+ T 20+ gotl z—0+  gotl 3

sea =3
+00 sea >3

e dunque che la funzione ammette derivata destra in o = 0 solo se @ < 3 con f/ (0) = 0 se

a < 3e fi(0) =3 sea=3. Essendo f'(x) = S cos(8z) per ogni z < 0, abbiamo che la funzione

ammette derivata sinistra in xy per ogni § € IR con f’' (0) = lir(l)q f'(z) = 111%1 B cos(Bx) = p.
rz—0U— x—0~

Ne deduciamo allora che la funzione risulta derivabile per o < 3se f =0 e per o« =3 se f = é

3. La risposta esatta & [d]. La funzione risulta definita e continua in D = {z € R||z| > 1, x #
2} con

lim f(z) =400 e lim f(z) =400

z—2%

r—+oo

La funzione non ammette asintoti obliqui in quanto

lim @— lim ﬂ—

z—+oo z—+oo



Osserviamo inoltre che la funzione non risulta iniettiva essendo f(£1) = 0.
La funzione risulta derivabile nel suo dominio D con

1 [2—2 a?—da+1
f’(x) _ )2 52—1 I(m—g)Q se x> 2
i
—3/ 5= 7z(2f§§1 sex <2
Poiche 22 — 4z +1 < 0seesolose 2—+3 <z <2+ \/5, dal criterio di monotonia possiamo
concludere che la funzione risulta decrescente in (—oo, —1] e in (2,2 + v/3] mentre risulta

crescente in [1,2) e in [2 4+ /3, +00). Ne segue che la funzione non ammette punti di massimo
relativo, mentre x = 2+4+/3 ¢ punto di minimo relativo e z = £1 sono punti di minimo assoluto.
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4. La risposta corretta e @ Infatti, operando la sostituzione t = v/1 + z (e dunque z = t* — 1
e dr = 2t dt) e quindi integrando per parti otteniamo

/log(l VIt a)de = /2t log(1 + t) dt = *log(1 + t) — /

t2
dt
+1

1
2

1 t
:t210g(1—|—t)—/t—1+mdtzﬂlog(l—i—i)—2+t—log(1+t)+c
2

t
:(tQ—l)log(1+t)—§+t+c

1
—xlog(l—l—\/l—i-a:)—;x—l—\/l—i—x—l—c, ce R

da cui

0 1 o 1
/ log(14+ V14 z)de = xlog(l—l—\/l—l—x)——gx—i—\/l—i—x =5
—1 -1

5. La risposta esatta & [c]. Infatti, per  — 07, essendo 14 /z +2® — 1 per ogni @ > 0 risulta

1 1
= ~—. Ya>0.

) = e

11 1
Dal criterio del confronto asintotico, essendo / —— dz convergente, ne deduciamo che / folz)dx
0 0

N

converge per ogni o > 0.



Per x — 400 risulta invece che

% se a < %

1 1 1

) = ~ { = se a =z

fa(z) V(14 /z + z2) ve 2

r oseq > :

20t3 2
+oo 1

Dal criterio del confronto asintotico, essendo / - dx convergente se e solo se p > 1, otte-

1

+o0
niamo che / fa(z) dz converge se e solo se a > 1.
1

400 1 +o0
Riunendo quanto sopra si ha allora che / folz)dx = / folz)dx + fo(z) dx converge
0 0 1

se e solo se a > %



CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA CIVILE E AMBIENTALE
SECONDA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 1 MARZO 2014 —

3"n!

nO{?’L

1) La successione a,, = per n — 400

[a] converge per ogni o € IR
diverge per ogni o € IR

log? (14-2)—log(1+x2)

2) La funzione f(x) = { e

sinh (fx) sex <0

e derivabile solo per « =2 e ogni # € IR
¢ derivabile solo per a =2 e = —1

3) La funzione f(z) = /%=1

risulta iniettiva nel suo dominio
ammette asintito obliqui

1
4) L’integrale / log(v1 —x + 1) dx vale
0

[a]v2-1
[c]2log2 —1

+0o0
5) L’integrale improprio

1
Va@+ Vit a)

per nessun o > 0
solo per a < %

sex >0
, nel punto zop =0

@ converge solo per a = 3
@ nessuna delle precedenti

@ e continua per ogni a > 0e g € IR
@ nessuna delle precedenti

@ ammette punti di massimo relativo
@ nessuna delle precedenti

b3

@ nessuna delle precedenti

dzx con o > 0 risulta convergente

@ solo per o > 2
@ nessuna delle precedenti



RISPOSTE*

1. La risposta corretta e @ Utilizzando il criterio del rapporto si ottiene difatti che la succes-
sione converge per ogni o > 1 mentre diverge se a < 1.

2. La risposta corretta e @ La funzione risulta difatti continua per ogni § € IR e a < 3,
mentre risulta derivabile per « =2 e f = —1 ma anche per a < 2 e = 0.

Si osservi che per z — 0 risulta

log?(14x) —log(1+2?) = (:r—51722+0(3:2))2—(x2+0(:c3)) = 22— 2% +o(2%) — (2? +0(2%)) = —2® +0(2?)

f@) Q\ém .

3. Larisposta corretta e @ La funzione non ammette asintoti obliqui in quanto =~

0 per x — 4+o0o. La funzione non ammette punti di massimo relativo ma un punto di minimo
relativo in « = ... e due punti di minimo assoluto in z = j:%. La funzione non risulta iniettiva,
in quanto f(+3) = 0.

4. La risposta corretta e @ Risulta

1_
/log(\/l—x—i—l)dx:xlog(\/l—:c—i—l)—Tx+\/1—$+07 ceR.

5. La risposta corretta ¢ [c] L’integrale improprio per z — 07 converge per ogni a € IR
essendo f,(z) ~ ﬁ per ogni a € IR, mentre per x — 400 converge solo se a > % essendo

1 1

v sea<g

1 _1

fa(x) ~ {59 sea=3
1 1

T sea> g

w

xT

10



CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA CIVILE E AMBIENTALE
SECONDA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 14 GIUGNO 2014

1) La funzione f,(z) = /cosx — cos(ax) per  — 0T ha ordine di infinitesimo

2 per ogni a € IR @ 4 per qualche o € IR
@ nessuna delle precedenti

maggiore di 4 per qualche a € IR

log(14-a sin z)—zef®

x

sex >0

, nel punto zo =0
sex <0 P 0

2) La funzione f(z) = {log (1422
@ ¢ continua per ogni «, 8 € IR

[a] e derivabile solo per a = —1e =2
¢ derivabile solo per a =1 e = —3 @ nessuna delle precedenti
-1
3) La funzione f(z) = i |
x

@ ¢ derivabile nel suo dominio

¢ iniettiva nel suo dominio
@ nessuna delle precedenti

non ammette punti di minimo relativo

dx

4) L’integrale improprio /E ale
) & Prop o dtanx + 2cosz v

b] tlog3
nessuna delle precedenti

[a] £1og6
] +oc

27L
) ha insieme di convergenza

bl [ ¢]

nessuna delle precedenti

+00 1
5) La serie di potenze »_ 2" (1 = Gur

n=1

(_17 1)
[_\/E’ \/E)

11



RISOLUZIONE

1. La risposta esatta e @ Infatti, per x — 0 risulta

fa(x) = {cosx — cos(ax) = Y1+ (cosz — 1) — cos(a)

(cosx —1) — = (cosz — 1)" + o((cosx — 1)%) + 5 T o1 + o(z*)
1 2 ot 4 1 z? 9 a2 ot 4
—3<—2+24+0(l’)>—9(—2+0<l’)> -+ 9 - 2 —|—O<I)
1/ 22 a2t 4 1 (2 A olr? atxt 4
—3<—2+24+0(x)>—9(4—|—0(x)>+ 5 " o1 + o(x*)

Ne deduciamo che se o # 5 allora f,(z) = (%2 1) a? —|— o(x?) e la funzione ha ordine di
infinitesimo pari a 2 mentre se a? = L, allora f,(7) = —22* + o(z*) e la funzione ha ordine di

Y 54

infinitesimo pari a 4.
(2) La risposta esatta ¢ la [c]. Infatti,

lim f(r) = lim log(1 + 2?) =0 = £(0)

z—0~ z—0~
Mentre, essendo per x — 0, log(1 + asinz) = asinz + o(sinx) = ax + o(z) e xe’® = x + o(z),
si ottiene

—1

lim f(z)= = lim (a )x+0<x):a—1

z—0t z—>0Jr T r—0t X

log(1 + asinz) — ze®

per ogni o € IR. Dunque f(z) risultera continua in zy = 0 solo per o = 1 per ogni 5 € IR.

Riguardo alla derivabilita, abbiamo che per ogni x < 0 risulta f'(x) = ; +x2 e poiche
2z
li ! li =
SR S e

abbiamo che la funzione ammette derivata sinistra in 2o = 0 con f’ (0) = 0.

Riguardo alla derivata destra, per a = 1, risulta log(1 4 sinz) = sinx — % + o(sin®z) =
x — 2 4 o(2?) mentre ve’® = 2(1 + B + o(x)) = x + fa? + o(z?). Quindi
lim f(z) — f(0) _ lim log(1 +sinz) — xef® _ lim —(3 + B)z* + o(2?) _ 1 5
z—0F x z—0t 2 z—0t T2 2
Quindi la funzione ammette derivata destra in zo = 0 con f}(0) = —% — 8. Ne segue che la
funzione risulta derivabile in xy =0 solo pera=1¢ = —%.

12



3. La risposta esatta & [d]. La funzione risulta definita e continua in D = {z € R |z # 0} e
lim f(z) =4oc0e lim f(z)=+o0
z—0E

r—+00
Osserviamo che la funzione non risulta iniettiva nel suo dominio: dal Teorema dei valori in-
termedi, essendo f(z) continua e f(1) = 0, abbiamo che per ogni a > 0 esistono zo € (0,1) e
x1 € (1,400) tali che f(xg) = f(21) = . Quindi [a]e falsa.
La funzione risulta derivabile in ogni x € D, x # 1, con
223 +1
f/(ZE) _ { x22$3+1 sex > 1
- sex<l,z#0

mentre non risulta derivabile in 2 = 1 essendo f}(1) = £3 (dunque [b] & falsa). Risulta inoltre
f'(x) > 0 solo per x < —3%/5 e x > 1, dal criterio di monotonia possiamo concludere che la

funzione risulta crescente in (—oo, —%] e in [1,+00) mentre risulta decrescente in [—3%/5, 0) e
(0,1]. Ne segue che la funzione ammette come punto di massimo relativo il punto = = —%2

con f(—%ﬂ) = —3%/1, mentre x = 1 ¢ punto di minimo relativo con f(1) = 0 (quindi [c] ¢ falsa).

4. La risposta corretta ¢ [a]. Infatti, operando la sostituzione ¢ = sinz (e quindi dt = cos z dz)
otteniamo

dx / Ccos T J
= x:
3tanz + 2cosx 351na:+2(:os2:c

_/ l/ dt
2t2+3t+2 2) t+3)2-1)

_ 1 _ 1 1
=1 t_i_%—i—r_tdt—g(log]t+§|—log|2—t|)+c

= +(log|sinz +

5| —log |2 —sinz|) + ¢

Osservato che per z € [0, g] risulta 2 > sinx > —% otteniamo

dx i b dz
= lim
dtanx +2cosx  p»ztJo 3tanx + 2cosx

. : : b
= lim [%(log(smx + 3) — log(2 — sin m)}o = +log6

b—3

13



1\
5. La risposta esatta e @ Posto a,, = (1 — 2n+1) si ha

n n 1\ 1 o 2" loe(1— 1
Vlan| = (1—2n+1) _<1—2n+1> — ' lo(1-57FT)

ed essendo %log(l — Qn%) ~ —%T}H = —ﬁ — 0, otteniamo che {/a,, — 1 e dunque, dal
metodo della radice di Cauchy-Hadamard, ne segue che la serie ha raggio di convergenza p = 1.
Dalle proprieta del raggio di convergenza otteniamo allora che la serie converge in ogni |z| < 1
e non converge in ogni |z| > 1. Osservato poi che, dal limite notevole (1 + *)* — e* per ogni

successione x, — +00, si ha

1 \* —IN 1
an:<1—2n+1> :<1+25> —e 2 #£0.

Dalla condizione necessaria per la convergenza di una serie possiamo allora dedurre che le serie
S a, e Y5 (—1)"a, non risultano convergenti e dunque che la serie di potenze data non
converge per x = 1. Riunendo quanto ottenuto possiamo concludere che I'insieme di conver-
genza della serie di potenze data e (—1,1).

14



CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA CIVILE E AMBIENTALE
SECONDA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 12 LUGLIO 2014

1) La funzione f,(z) = /1 + sin(ax) — v/cosx per x — 0" ha ordine di infinitesimo

2 per ogni a € IR @ 4 per qualche a € IR
maggiore di 4 per qualche a € IR @ nessuna delle precedenti

2) La successione a, = n*(log(1 +sin 1) — Lew)) risulta infinitesima

[a] per ogni o € IR @solosea:—%
solo se a > 0 @ nessuna delle precedenti
3
—1

3) La funzione f(z) = |x$2|

a| non ammette asintoti obliqui ¢ derivabile nel suo dominio

tte asintoti obliqui ¢ derivabile nel domini
¢ iniettiva nel suo dominio @ nessuna delle precedenti
2 sinz(3 2
4)* L’integrale /2 sin z( C(?Sf +2) dx vale
0 3 +sin“x

logg—log?) @logg

cjlog s nessuna delle precedenti

log 3 [d] dell denti

+o0 "

5)* La serie di potenze » ha insieme di convergenza
n=1

—1 log(em + 1)

~1,1) b (=e,e)
R @ nessuna delle precedenti

15



RISOLUZIONE

1. La risposta esatta e @ Infatti, per x — 0 risulta

\4/1—|-Sm (ax) \/cosx—\/l+8m (o) \/1+ (cosx — 1)

- s1n(cwc) _ 3 sin?(ax) + o(sin®(ax)) — ; (cosz — 1)+ o(cosz — 1)

T4 32
1 3 1
= Z(owc + o(z?)) — ﬁ(oﬂf + o(z?)) + sz + o(z?)
o) 1 3a? 2
Ne deduciamo che se a # 0 allora f,(r) = 2z +o0(z) e la funzione ha ordine di infinitesimo pari
a 1 mentre se a = 0, allora f,(z) = T2%+ o(z?) e la funzione ha ordine di infinitesimo pari a 2.

(2) La risposta esatta ¢ la [b] Infatti, osservato che per  — 0 risulta log(l + sinz) =
sing — S22 4 o(sin?z) = x — 2 + o(2?) mentre ze** = (1 + ax + o(z)) = = + az® + o(z?),
per n — +oo ponendo z = %, per n — +o00 otteniamo

o = 0 {log (1450 ) = ) = (2 = 5 = (4 ) + () = — (4 a) o) =~ (4 )

n
Ne segue che la successione risulta infinitesima se e solo se a = —%.

3. La risposta esatta e @ La funzione risulta definita e continua in D = {z € R|z # 0} ¢

lim f(z)=4occe lim f(x)=+o0

T—F00 x—0%
Risulta inoltre 5
z x> —1
lim —f( ) = lim 7’ | =+1
z—+oo r—+o00 3

|23 — 1] F 23

lim f(z) Fx= lim =0

T—F00 r—300 T2

Ne segue che le bisettrici y = +x risultano asintoti obliqui rispettivamente per x — +o00, dunque

¢ falsa. Osserviamo che la funzione non risulta iniettiva nel suo dominio: dal Teorema dei

valori intermedi, essendo f(x) continua, 1_131 flz) = liI[I)1+ f(z) = 400 e f(1) = 0, abbiamo
x oo T—

che per ogni o > 0 esistono zy € (0,1) e 21 € (1, +00) tali che f(zo) = f(x1) = a. Quindi[c]e
falsa.
La funzione risulta derivabile in ogni x € D, x # 1, con

2242 sex > 1
3
—rE2 sex <1, 2#0

mentre non risulta derivabile in z = 1 essendo /(1) = lir?i F/(z) = £3, dunque [b] ¢ falsa.
x—
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Risulta inoltre f’(x) > 0 solo per —V2<r<0ex> 1, dal criterio di monotonia possiamo
concludere che la funzione risulta crescente in [—+/2,0) e in [1, +-00) mentre risulta decrescente
in (—o0, /2] e (0,1]. Ne segue che la funzione non ammette punti di massimo relativo mentre
ammette come punto di minimo assoluto il punto z = 1 dove f(1) = 0 e come punto di minimo

relativo il punto x = —+/2 con f(—v/2) = 3%/1‘

N

4. Larisposta corretta e @ Infatti, operando la sostituzione t = cos x, e quindi dt = — sin x dx,
otteniamo
sinz(3cosx + 2 3t +2 3t+2
/ ( — Vg = [ 32y = /—+—dt
3 +sin“z 3+ (1—12) t+2

:2log|t—2|+log]t+2]—|—c:210g|cosx—2|—i—log|cosx+2|+c

Osservato che per = € [0, 7] risulta 2 > cosx > —2 otteniamo

/75 sinx(3 cosz + 2)
0

3tenls 0= [210g(2 — cos x) + log(cos x 4 2)]§ = 3log2 — log3 = log §

Osserviamo che al risultato si poteva giungere direttamente senza operare la sostituzione osservato

che
sinz(3cosz + 2) 2sin z cos z sin
/ ) r=3 2/ 2
3+ sin“x 3+smx 4 —cos*x
_ 3 1 sin sin x
log(3 d
2 log( + sin’ )+ 3 /2—cos:z:+2+cosa: “
= 3log(3 +sin®z) + 4 log |2 — cos | — §log |2 + cosz| + ¢
da cui
2sinz(3cosz+2) 4 . 9 1 1 z
/0 5+ sinla dx = [5 log(3 + sin”x) + 5 log(2 — cos ) — 5 log(2 + cos x)]o

= %log4—log3zlog§

17



5. La risposta esatta ¢ [a]. Posto a, = , per n — +0o0 si ha

1
log(e™+1)

|ani1|  log(e™+1)  n+log(l+ ﬁ)
jan|  log(ett+1)  n+1+log(l + )

e dunque, dal metodo del rapporto di D’Alembert, ne segue che la serie ha raggio di convergenza
p = 1. Dalle proprieta del raggio di convergenza otteniamo allora che la serie converge in ogni
|z] < 1 e non converge in ogni |z| > 1. Osservato poi che

1 1

1
n = log(e® +1)  n+log(l+ =) “n

e che la serie 3,729 % diverge, dal criterio del confronto asintotico possiamo concludere che la
serie 2129 a,, diverge e quindi che la serie di potenze diverge per x = 1.

Si osservi poi che a,, — 0 per n — 400 e che, essendo il logaritmo e l’esponenziale di base e
funzioni crescenti, risulta log(1 + e*) < log(1 + €¥) per ogni x < y e dunque che

1 1
<
log(ent! +1)  log(em +1)

Qpy1 = =a,, VnecN.

Dal Criterio di Leibniz possiamo allora concludere che la serie 3,/ (—1)"a,, risulta convergente
e quindi che la serie di potenze converge per x = —1.

Riunendo quanto ottenuto possiamo concludere che I'insieme di convergenza della serie di po-
tenze data e [—1,1).
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CORSO DI LAUREA IN INGEGNERIA CIVILE E AMBIENTALE
SECONDA PROVA SCRITTA DI ANALISI MATEMATICA 1 DEL 4 OTTOBRE 2014

log(14+x2)—sin?(ax)
>0
1) La funzione f(z) = { e ’ e <0 nel punto zp = 0
x se x <
e derivabile solo per a = 5 =0 @ e continua per ogni o, 8 € IR
e derivabile solo pera =1e =0 @ nessuna delle precedenti

2) L’equazione arctan xz = ax con « > 0 ammette almeno una soluzione non nulla

per nessun o @ per ogni a > 0
solo se o < 1 @ nessuna delle precedenti
L 4x -3
3)* L’integrale ; 4£L‘2f—4$—|—2 dx vale
[a] 0 [bllog2 — T
—1 [d] nessuna delle precedenti

o0 arctan /x
4) L’integrale improprio / 7\/— dx con « > 0 risulta convergente

0 sinx — x%

[a]solo se a > 1 @soloseoz<1
per ogni a # 1 @ nessuna delle precedenti
I (2n)!
5)* La serie » (2n) risulta convergente
[a] per nessun o € IR @ per ogni o > 1
solo se a < 2 @ nessuna delle precedenti
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RISOLUZIONE

1. La risposta esatta ¢ [a]. Infatti, per x — 0 risulta
log(1 + 2%) — sin?(ax) = 2 + o(2®) — (ax + o(2?))* = (1 — a®)2? + o(2?)
Ne deduciamo che

loo(1 2\ 2 1 — o242 3
lim f(z) = lim 80 HT) =siew) (= afam o) oy g

z—0t r—0t T z—0t X

mentre, essendo

lim f(x) = lim o+ 5 =8=/(0), VAR

z—0~
otteniamo che f(z) risultera continua in xy = 0 solo per 8 = 0, per ogni a € IR.

Riguardo alla derivabilita, abbiamo che per ogni x < 0 risulta f'(z) = 1 e dunque che la
funzione ammette derivata sinistra in o = 0 con f’ (0) = 1.
Riguardo alla derivata destra, da quanto ottenuto sopra, se = 0, risulta

i T@ = 10) g1 4+0%) —sint(az) (1= a?)a? 4 ofa?)

20+ T 0+ 2 20+ 2

=1-0o? Vae€R.

Quindi la funzione ammette derivata destra in 29 = 0 con f}(0) = 1 — a®. Ne segue che la
funzione risulta derivabile in o = 0 solo per a =0 e 5 = 0.

(2) La risposta esatta ¢ la[c]. Posto f,(z) = arctan x —ax, determiniamo il numero di soluzioni
dell’equazione f,(z) = 0 al variare di o > 0. La funzione risulta definita e continua in IR, ove
risulta dispari con f,(0) =0e

lim f,(z) = Foo, Va>0.

r—Fo0

La funzione risulta derivabile in ogni x € IR con

1 1—a—ax?

/ = — — e
f“‘(x)_lth? “ 1+ 22

risulta allora f/(x) > 0 solo se ax? < 1 — a. Avremo allora che se @ > 1 allora f/(z) < 0 per
ogni « € IR, mentre se 0 < o < 1 allora f}(z) > 0 se e solo se |z] < \/:=% = z,. Dal criterio di
monotonia possiamo concludere che se o > 1 allora la funzione risulta strettamente decrescente
in IR. Se invece 0 < a < 1 allora la funzione risulta strettamente decrescente in (—oo, —z,]
ed in [z,,+00) e strettamente crescente in [—x,,2,], 1 punti £z, risultano rispettivamente

punti di minimo e di massimo per la funzione e poiche f,(0) = 0, possiamo concludere che

fo(—24) <0 < folza).

Dal Teorema di esistenza degli zeri e dalla monotonia della funzione otteniamo che se @ > 1
allora la funzione ammette un unico zero, xro = 0, mentre se 0 < a < 1 allora la funzione
ammette tre zeri, xg =0, 24 > 2, >0ex_ < —x, <O0.
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O<ax<l

_xa

Grafico di fo(z) = arctanz — ax

4oy — 2 / 1
- dx
4a? —dx + 2

3. La risposta corretta ¢ [c]. Infatti
4o — /
4x? — 4x+2 2 2x2—2x—|—1
2
l 22 =2 1) ————dx
0g(2s" —20+1) - 3 (20— 12+ 1

1
log(22" — 2z 4+ 1) — 3 arctan(2x — 1) +

1

Dalla formula fondamentale del calcolo integrale otteniamo
4r — 3 1 1
- dr = |- log(22° — 22 + 1) — — arctan(2z — 1)}
2 2 0
__T
4

1
dr + 2
1
= ——arctan(1l) + 5 arctan(—1)

0o 4x? —

4. La risposta esatta ¢ Infatti, per z — 07, essendo arctan /= ~ /x mentre
se v > 1

5 T
3
sing — 2% =2— "+ +o0(2°) —2*~{ - sea=1
6 6
—z% sea<l
risulta
1
— sea>1
X
6
- sea=1
Ja() ~ -3
——1 seacx<1
2



Dal criterio del confronto asintotico, essendo fol xip dx convergente se e solo se p < 1, ne dedu-
ciamo che fol fo(x) dz converge per ogni v # 1.

Per x — 400 risulta invece arctan./z — 5 mentre, essendo a > 0, si ha sinx — 2% =
(2L — 1) ~ —z. Ne segue che

T

w1
fa(SE’) ~ —51‘7&, Vo > O,
e dal criterio del confronto asintotico, essendo ff“oo l%p dx convergente se e solo se p > 1, otte-

niamo che [;" f,(z) dz converge se e solo se a > 1.

Riunendo quanto sopra si ha allora che [, f,(z)dz = fol fo(@)dz + [7°° fo(x) do converge se
e solo se a > 1.

(2n)!

5. La risposta esatta ¢ @ Posto a,, = an si ha

+00 se o < 2

an
) — ;%<1 se o = 2
se o > 2

any1  (2n+2)0 nm (2n+2)(2n+1) ( n
an (n + 1)ente (2n)! (n+ 1)

- n—+1

e dunque, dal criterio del rapporto per serie numeriche, possiamo concludere che la serie data
converge se e solo se a > 2.
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