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2. Successioni e serie di funzioni complesse 24
3. Funzioni olomorfe 25
4. Integrazione lungo curve 33

Capitolo 3. Teoremi fondamentali sulle funzioni olomorfe 41
1. Esistenza di una primitiva 41
2. Teorema di Cauchy 43
3. Formula di Cauchy e rappresentazione in serie di

potenze 46
4. Teorema di Cauchy generalizzato e Indice di una curva

chiusa 49
5. Alcune conseguenze della Formula di Cauchy 53
6. Funzioni armoniche 57
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CAPITOLO 1

Numeri Complessi e Serie di Potenze in C

1. Richiami sui numeri complessi

Ricordiamo che l’insieme C dei numeri complessi è l’insieme delle coppie
ordinate (a, b) di numeri reali munito delle operazioni di somma e prodotto
definite nel seguente modo

(a, b) + (c, d) := (a+ b, c+ d) e (a, b) · (c, d) := (ac− bd, ad+ bc)

Si può provare che tali operazioni soddisfano le proprietà caratteristiche
di un campo algebrico (proprietà associativa, commutativa, distributiva,
esistenza elemento neutro, di opposto e reciproco). In particolare, risul-
ta elemento neutro della somma l’elemento (0, 0) mentre elemento neutro
del prodotto risulta essere (1, 0). L’elemento opposto di (a, b) è l’elemento
−(a, b) := (−a,−b) mentre il reciproco di (a, b) 6= (0, 0) è invece

1

(a, b)
:= (

a

a2 + b2
,− b

a2 + b2
).

Osserviamo che l’insieme dei numeri reali R può essere identificato come
sottoinsieme di C identificando ogni a ∈ R con il numero complesso (a, 0) ∈
C, scriveremo quindi a in luogo di (a, 0) e penseremo R ⊂ C. I numeri
complessi della forma (0, b) vengono invece detti immaginari puri.
Usualmente un numero complesso (a, b) ∈ C viene rappresentato nella forma
a + ib (forma algebrica) dove si conviene che 1 := (1, 0) mentre i := (0, 1)
viene detta unità immaginaria:

(a, b) = a(1, 0) + b(0, 1) = a+ ib

Usuale è inoltre la notazione

a := a+ i0 e ib := 0 + ib

Con tale notazione le operazioni di somma e prodotto risultano definite da

(a+ib)+(c+id) = (a+c)+i(b+d) e (a+ib)·(c+id) = (ac−bd)+i(ad+bc)

Tali operazioni risultano formalmente immediate osservato che l’unità im-
maginaria i soddisfa la proprietà

i2 := i · i = (0, 1) · (0, 1) = −1,

da cui, utilizzando le usuali regole algebriche, vediamo che

(a+ib)·(c+id) = ac+iad+ibc+i2bd = ac+iad+ibc−bd = (ac−bd)+i(ad+bc).
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6 1. NUMERI COMPLESSI E SERIE DI POTENZE IN C

Se z = a + ib ∈ C il numero reale a viene detto parte reale del numero
complesso z e viene denotato con Re(z), mentre il numero reale b viene detto
parte immaginaria del numero complesso z e viene denotato con Im(z):

Re(z) = Re(a+ ib) := a e Im(z) = Im(a+ ib) := b

Dato z = a + ib ∈ C, la quantità
√
a2 + b2 viene detta modulo del numero

complesso z e viene denotata con |z|:

|z| = |a+ ib| :=
√
a2 + b2.

Valgono le seguenti proprietà:

1. |z| ≥ 0 per ogni z ∈ C e |z| = 0 se e solo se z = 0.
2. |Re z| ≤ |z|, |Im z| ≤ |z| e |z| ≤ |Re z|+ |Im z| per ogni z ∈ C.
3. Diseguaglianza triangolare: |z + w| ≤ |z|+ |w|, per ogni z, w ∈ C.
5. |zw| = |z||w|, per ogni z, w ∈ R.

Dato un numero complesso z = a + ib ∈ C, diremo numero complesso
coniugato il numero z̄ := a− ib. Osserviamo che risulta

z · z̄ = (a+ ib) · (a− ib) = a2 + b2 = |z|2,

da cui in particolare
1

z
=

z̄

|z|2
.

Se pensiamo, come naturale, di rappresentare i numeri complessi sul piano
cartesiano (che chiameremo in questo contesto piano complesso), il modulo
|a+ ib| rappresenta la distanza del punto (a, b) dall’origine del piano (0, 0).
Osserviamo che mediante tale rappresentazione i numeri reali, della forma
(a, 0) saranno rappresentati dai punti dell’asse delle ascisse, che chiameremo
asse reale, mentre i numeri immaginari, ovvero della forma (0, b), saranno
rappresentati dall’asse delle ordinate, che chiameremo asse immaginario:

a+ib

a

ib

|a
+
ib
|

0 asse reale

asse immaginario

Possiamo rappresentare inoltre un numero complesso z utilizzando le coor-
dinate polari del corrispondente punto del piano complesso. Infatti, se z ∈ C
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e z 6= 0 avremo che, posto ρ = |z| il modulo di z, esiste θ ∈ R tale che z
potrà essere rappresentato dalla forma

z = ρ(cos θ + i sin θ)

detta forma trigonometrica del numero complesso z.
L’angolo θ è detto argomento del numero z e viene denotato con arg z. Chia-
ramente se θ è argomento di z saranno argomenti di z anche θ+2kπ per ogni
k ∈ Z (l’argomento è determinato a meno di multipli interi di 2π). Diremo
argomento principale del numero complesso z quell’unico argomento di z ap-
partenente all’intervallo (−π, π] e denoteremo tale argomento con Arg z.
Utilizzando la rappresentazione trigonometrica, osserviamo che dati due
numeri complessi z1 = ρ1(cos θ1 + i sin θ1) e z2 = ρ2(cos θ2 + i sin θ2) risulta

z1z2 = ρ1ρ2(cos θ1 cos θ2 − sin θ1 sin θ2 + i(sin θ1 cos θ2 + cos θ1 sin θ2)

= ρ1ρ2(cos(θ1 + θ2) + i sin(θ1 + θ2))

Ne segue in particolare che arg (z1z2) = arg (z1) + arg (z2) + 2kπ, k ∈ Z.
In particolare dalla precedente formula si ottiene che per ogni z = ρ(cos θ+
i sin θ) risulta

z2 = ρ2(cos(2θ) + i sin(2θ))

da cui, per induzione, si ottiene la formula di De Moivre:

zn = ρn(cos(nθ) + i sin(nθ)), n ∈ N.
Si ha dunque che

|zn| = |z|n e arg (zn) = narg (z) + 2kπ, k ∈ Z.
Osserviamo che per ogni z = ρ(cos θ + i sin θ) 6= 0 si ha

1

z
=

z̄

|z|2
=

1

ρ2
ρ(cos θ − i sin θ) = ρ−1(cos(−θ) + i sin(−θ))

e dunque che la formula di De Moivre risulta valida per ogni n ∈ Z.

Dalla formula di De Moivre, preso w = ρ(cos θ + i sin θ) 6= 0 e n ∈ N, gli n
numeri complessi

zk = ρ
1
n (cos(

θ + 2kπ

n
) + i sin(

θ + 2kπ

n
)), k = 0, 1, ..., n− 1,

risultano tutte e sole le soluzioni dell’equazione zn = w e vengono detti radici
n-esime di w.

Dato z = a+ ib ∈ C si definisce esponenziale di z il numero

ez = ea+ib := ea(cos b+ i sin b).

Osserviamo che il numero complesso a secondo membro è rappresentato in
forma trigonometrica, quindi risulta

|ez| = ea = eRe(z) mentre arg (ez) = b = Im(z).

Si può provare che per ogni z1, z2 ∈ C risulta

ez1ez2 = ez1+z2
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da cui in particolare che

ez+2kπi = ez, ∀z ∈ C, k ∈ Z.

Inoltre, dato z 6= 0 si definisce logaritmo principale di z il numero complesso

Log z := log |z|+ iArg z

Osserviamo che dalla definizione, per ogni z ∈ C, z 6= 0, risulta

eLog z = elog |z|+iArg (z) = elog |z|(cos(Arg z) + i sin(Arg z))

= |z|(cos(Arg z) + i sin(Arg z)) = z.

mentre si ha Log (ez) = log |ez| + iArg (ez) = Re(z) + i(Im(z) + 2kπ) = e
dunque Log (ez) = z solo se Im(z) ∈ (−π, π].
Utilizzando il logaritmo principale, dato z 6= 0 e a ∈ C si definisce la potenza
principale za ponendo

za := eaLog z.

Infine, poichè per ogni x ∈ R risulta eix = cosx + i sinx e e−ix = cosx −
i sinx, si ottengono le seguenti formule di Eulero:

cosx =
eix + e−ix

2
e sinx =

eix − e−ix

2i
, x ∈ R

Viene allora naturale definire il seno e il coseno di un numero complesso
z ∈ C ponendo:

cos z :=
eiz − e−iz

2
e sin z :=

eiz + e−iz

2i

Si definiscono inoltre le funzioni iperboliche senoiperbolico e cosenoiperbolico
di un numero complesso z ∈ C mediante:

cosh z :=
ez + e−z

2
e sinh z :=

ez − e−z

2

Si ha allora che cos(iz) = cosh z e cosh(iz) = cos z mentre sin(iz) = i sinh z
e sinh(iz) = i sin z. Si può provare che tali funzioni soddisfano le seguenti
proprietà

cos2 z + sin2 z = 1, ∀z ∈ C
e per ogni z1, z2 ∈ C valgono le formule di addizione

cos(z1+z2) = cos z1 cos z2−sin z1 sin z2 e sin(z1+z2) = cos z1 sin z2+sin z1 cos z2

Si ha invece che | cos z| e | sin z| non risultano limitate in C. Infatti dalle
formule di addizione per ogni a+ ib ∈ C si ha

cos(a+ib) = cos a cosh b−i sin a sinh b e sin(a+ib) = sin a cosh b+i cos a sinh b

da cui

| cos(a+ ib)|2 = cos2 a+ sinh2 b e | sin(a+ ib)|2 = sin2 a+ sinh2 b.

Concludiamo ricordando che, essendo C identificato con R2, la struttura
metrica dei numeri complessi C è quella di R2. Ricordiamo per completezza
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le principali definizioni. La distanza tra due numeri complessi z = a + ib e
w = c+ id viene definita ponendo

d(z, w) := |z − w| =
»

(a− c)2 + (b− d)2

Dato r > 0 e z0 ∈ C denoteremo nel seguito con

Br(z0) := {z ∈ C | |z − z0| < r} e Br(z0) := {z ∈ C | |z − z0| ≤ r}

il disco, rispettivamente aperto e chiuso, di centro z0 e raggio r.

Un sottoinsieme A ⊂ C verrà detto aperto se per ogni z0 ∈ A esiste δ > 0
tale che Bδ(z0) ⊂ A. Diremo che un sottoinsieme A ⊂ C è chiuso se il suo
complementare C \A risulta aperto.
Dato un sottoinsieme A ⊂ C, un punto z0 ∈ C viene detto punto di accumu-
lazione di A se per ogni δ > 0 l’insieme A ∩ Bδ(z0) contiene elementi di A
distinti da z0. Un punto z0 ∈ A viene detto punto isolato di A se non risulta
punto di accumulazione per A. Un punto z0 ∈ A è detto punto interno di A
se esiste δ > 0 tale che Bδ(z0) ⊂ A. Un punto z0 ∈ C verrà detto punto di
frontiera di A se per ogni δ > 0 il disco Bδ(z0) contiene sia punti di A che
punti non appartenenti ad A. Diremo frontiera di A l’insieme ∂A dei punti
di frontiera di A. Ad esempio

∂Br(z0) = {z ∈ C | |z − z0| = r}

Infine, diremo chiusura di un insieme A ⊂ C il più piccolo chiuso Ā conte-
nente A. Si può provare che

Ā = A ∪ ∂A.

2. Successioni e serie in C

I concetti di successione, di successione convergente e i risultati visti in cam-
po reale possono essere estesi ai numeri complessi ad eccezione dei risultati
che sfruttano le proprietà di ordinamento dei numeri reali. Riportiamo di
seguito i principali risultati sulle successioni e sulle serie di numeri complessi.

Consideriamo una successione di numeri complessi (zn)n∈N, zn ∈ C per
ogni n ∈ N. Diremo che ` ∈ C è il limite della successione per n → +∞ e
scriveremo

lim
n→+∞

zn = `,

se per ogni ε > 0 esiste ν ∈ N tale che per ogni n ≥ ν risulta |zn − `| <
ε ovvero per ogni n ≥ ν risulta zn ∈ Bε(`). Diremo in tal caso che la
successione (zn)n∈N converge al limite ` per n→ +∞.

Osserviamo che una successione di numeri complessi (zn)n∈N individua due
successioni di numeri reali (an)n∈N e (bn)n∈N essendo zn = an+ ibn, an, bn ∈
R, n ∈ N. Per la definizione data, abbiamo che la successione (zn)n∈N risulta
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convergente se e solo se risultano tali le successioni reali (an)n∈N e (bn)n∈N
e risulta

lim
n→+∞

zn = lim
n→+∞

(an + ibn) = ` = a+ ib ⇐⇒ lim
n→+∞

an = a e lim
n→+∞

bn = b.

Potranno quindi estendersi alle successioni in C i Teoremi di unicità del
limite, sull’algebra dei limiti, sulla limitatezza delle successioni convergenti
mentre non potranno essere estesi i Teoremi di confronto ed i concetti di
successione monotona in quanto utilizzano l’ordinamento dei numeri reali.

Introduciamo inoltre un concetto che risulterà fondamentale nel seguito.
Una successione (zn)n∈N è detta successioni di Cauchy se verifica la seguente
condizione:

∀ ε > 0 ∃ ν ∈ N tale che |zn − zm| < ε ∀n,m ≥ ν.
Osserviamo che ogni successione convergente risulta successione di Cauchy,
ma risultato fondamentale è che ogni successione di Cauchy in C (ed in
particolare in R) risulta convergente. Si dice dunque che C (ed R) sono
spazi metrici completi. Vale difatti

Teorema 1.1. (Criterio di Cauchy)

Una successione (zn)n∈N ⊂ C è convergente se e solo se è successione di
Cauchy.

Data un successione (ak)k∈N di numeri complessi, per ogni n ∈ N conside-
riamo l’n-esima somma parziale o ridotta n-esima:

sn := a1 + a2 + ...+ an =
n∑
k=1

ak, n ∈ N.

La successione di tali somme parziali (sn)n∈N viene detta serie associata alla
successione (ak)k∈N o anche serie di termine generale ak. Si definisce allora
la somma degli infiniti termini della successione (an)n∈N come il limite per
n→ +∞ della successione delle somme parziali. Denoteremo tale limite con

+∞∑
k=1

ak := lim
n→+∞

sn = lim
n→+∞

n∑
k=1

ak

e, con un abuso di terminologia, chiameremo tale limite serie o somma per
k che va da 1 a +∞ di ak. Se il limite esiste finito in C diremo che la serie
è convergente, in tal caso

+∞∑
k=1

ak = lim
n→+∞

sn = s ∈ C

ed il valore s viene detto somma della serie.

Vediamo ora la seguente condizione necessaria alla convergenza di una serie

Teorema 1.2. (condizione necessaria)

Se la serie
∑+∞
k=1 ak risulta convergente allora lim

n→+∞
an = 0.
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Dim. Indicata con s ∈ C la somma della serie e con sn la ridotta n-esima della serie, dalla
definizione per n→ +∞ risulta

an = sn − sn−1 → s− s = 0

�

Come esempio notevole consideriamo la serie geometrica di ragione z ∈ C:
+∞∑
k=0

zk

Si può provare, per induzione, che per ogni n ∈ N risulta
n∑
k=0

zk =
1− zn+1

1− z

e poichè
lim

n→+∞
zn = 0 se e solo se |z| < 1

avremo che la serie data risulta convergente se e solo se |z| < 1 ed in tal
caso risulta

+∞∑
k=0

zk =
1

1− z
.

Osserviamo che dal Criterio di Cauchy per la convergenza di una serie
abbiamo

Teorema 1.3. (Criterio di Cauchy per le serie)

La serie
∑+∞
k=1 ak risulta convergente se e solo se per ogni ε > 0 esiste ν ∈ N

tale che per ogni ν < n ≤ m risulta

|
m∑
k=n

ak| < ε.

Data una serie
∑+∞
k=1 ak in C, diremo che tale serie converge assolutamente

se risulta convergente la serie reale a termini non negativi
∑+∞
k=1 |ak|. La

convergenza assoluta implica la convergenza semplice, infatti

Proposizione 1.1. Se la serie
∑+∞
k=1 ak in C converge assolutamente allora

risulta convergente in C e vale:

|
+∞∑
k=1

ak| ≤
+∞∑
k=1

|ak|.

Dim. Poichè la serie
∑+∞

k=1 |ak| risulta convergente, dal Criterio di Cauchy abbiamo che
la successione delle somme parziali

σn =

n∑
k=1

|ak|

risulta successione di Cauchy in R. Osservato inoltre che, posto

sn =

n∑
k=1

ak,
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risulta

|sn − sp| = |
n∑

k=p+1

ak| ≤
n∑

k=p+1

|ak| = σn − σp ∀p ≤ n ∈ N,

avremo che anche la successione delle somme parziali (sn)n∈N risulta successione di Cauchy
in C e dunque convergente.
Essendo inoltre |sn| ≤ σn per ogni n, passando al limite per n→ +∞ otteniamo

|
∞∑
k=0

ak| ≤
∞∑
k=0

|ak|

�

Ad esempio, osserviamo che la serie geometrica di ragione z ∈ C risulta
assolutamente convergente se |z| < 1.

Utilizzando il concetto di convergenza assoluta si ottengono i seguenti risul-
tati che ci permetteranno di stabilire se una data serie risulta convergente.
Abbiamo innanzitutto

Teorema 1.4. (Criterio del confronto)

Siano (an)n∈N ⊂ C e (bn)n∈N ⊂ R successioni tali che |an| ≤ bn per

ogni n ∈ N. Se la serie
+∞∑
n=1

bn converge allora la serie
+∞∑
n=1

an converge

(assolutamente).

Dim. La dimostrazione segue dal Teorema sulla convergenza assoluta di una serie e dal

criterio del confronto per successioni reali. �

Ricordiamo alcune serie reali che potranno essere utilizzate come serie di
confronto. Abbiamo già visto la serie geometrica di ragione x ∈ R

+∞∑
k=0

xk

che risulta convergente se e solo se |x| < 1, altra serie notevole è la serie
armonica generalizzata

+∞∑
n=1

1

np

che risulta convergente solo se p > 1.

Dal criterio del confronto si ottengono i seguenti criteri

Teorema 1.5. (Criterio del rapporto)

Sia (an)n∈N una successione in C tale che esiste

lim
n→+∞

|an+1|
|an|

= `.

Allora, se ` < 1 la serie
∑+∞
n=1 an converge (assolutamente) mentre se ` > 1

la serie
∑+∞
n=1 an non converge.
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Dim. Dal criterio del rapporto per successioni reali positive abbiamo che se ` < 1 allora

esistono ν ∈ N, A > 0 e 0 < b < 1 tali che |an| ≤ Abn per ogni n ≥ ν. Dal criterio del

confronto per le serie, osservato che la serie geometrica reale
∑+∞

n=1 b
n converge, otteniamo

che la serie
∑+∞

n=1 an converge (assolutamente).

Se invece ` > 1, preso 0 < ε < ` − 1, dalla definizione di limite avremo che esiste ν ∈ N
tale che

|an+1|
|an| > ` − ε per ogni n ≥ ν. Essendo ` − ε > 1, otteniamo che |an+1| > |an|

per ogni n ≥ ν e dunque che la successione (|an|)n∈N risulta strettamente crescente per

n ≥ ν. In particolare otteniamo che la successione (an)n∈N non è infinitesima e dunque,

dalla condizione necessaria alla convergenza, che la serie non converge. �

Si ha inoltre

Teorema 1.6. (Criterio della radice)

Sia (an)n∈N una successione in C tale che esiste

lim
n→+∞

n
»
|an| = ` < 1.

Allora, se ` < 1 la serie
∑+∞
n=1 an converge (assolutamente) mentre se ` > 1

la serie
∑+∞
n=1 an non converge.

Dim. Se ` < 1, sia 0 < ε < ` − 1. Dalla definizione di limite esiste allora ν ∈ N tale che

0 ≤ n
√
|an| < ` + ε per ogni n ≥ ν. Posto b = ` + ε, risulta b ∈ (0, 1) e 0 ≤ |an| < bn

per ogni n ≥ ν. Poichè la serie geometrica reale
∑+∞

n=0 b
n è convergente, dal criterio del

confronto anche la serie data converge.

Se invece ` > 1, preso 0 < ε < ` − 1, dalla definizione di limite sia ν ∈ N tale che
n
√
an > ` − ε per ogni n ≥ ν. Allora, essendo ` − ε > 1 avremo che |an| > 1 per ogni

n ≥ ν e la successione (an)n∈N non sarà infinitesima. Per la condizione necessaria alla

convergenza, la serie non converge. �

Riguardo alle operazioni tra serie, si può provare, utilizzando la definizione,
che se

∑+∞
k=1 ak e

∑+∞
k=1 bk sono serie in C convergenti rispettivamente alle

somme a, b ∈ C, allora la serie
∑+∞
k=1(ak+bk) risulta convergente alla somma

a+ b. Possiamo inoltre provare

Teorema 1.7. (prodotto di serie)

Se
∑+∞
k=0 ak e

∑+∞
k=0 bk sono serie in C convergenti assolutamente rispettiva-

mente alle somme a, b ∈ C, allora la serie prodotto

∞∑
k=0

ck, dove ck =
k∑

n=0

anbk−n ∀k ∈ N∗, (1)

converge al prodotto ab.

Se le serie risultano convergenti scriveremo allora

+∞∑
k=0

ak ·
+∞∑
k=0

bk :=
+∞∑
k=0

ck

dove i termini ck sono definiti in (1).
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Infine vediamo il concetto di riordinamento di una serie. Sia (kn)n∈N una
successione tale che l’applicazione n 7→ kn risulti biuonivoca da N ad N.
Data una serie

∑∞
n=1 an e posto ãn = akn , n ∈ N, la serie

∑∞
n=1 ãn è detta

riordinamento della serie
∑∞
n=1 an. Vale allora il seguente risultato

Teorema 1.8. (Riordinamento di una serie)

Se
∑∞
n=1 an è una serie assolutamente convergente, allora ogni suo riordi-

namento
∑∞
n=1 ãn converge e converge alla medesima somma.

3. Serie di potenze

Consideriamo la serie geometrica di ragione z ∈ R:

+∞∑
n=0

zn

Da quanto visto, tale serie converge (assolutamente) per |z| < 1 e non
converge per |z| ≥ 1. Inoltre, per ogni |z| < 1 risulta

+∞∑
n=0

zn =
1

1− z

La precedente serie è un esempio di serie di potenze secondo la seguente
definizione.
Data una successione di numeri complessi (an)n∈N∗ e z0 ∈ C, si dice serie

di potenze di centro z0 e coefficienti an la serie

+∞∑
n=0

an(z − z0)n (2)

Chiaramente, una data serie di potenze risulta convergente a seconda della
scelta di z ∈ C. Diremo insieme di convergenza della serie di potenze (2)
l’insieme B ⊂ C costituito da tutti i valori z ∈ C per i quali la serie risulta
convergente.
Riconosciamo la serie geometrica come particolare serie di potenze con an =
1 per ogni n ∈ N e z0 = 0, per quanto visto l’insieme di convergenza di tale
serie è il disco aperto B1(0).

Nel seguito ci limiteremo a considerare serie di potenze della forma

+∞∑
n=0

anz
n (3)

con centro in z0 = 0. Difatti a tale situazione ci si potrà sempre ricondurre
mediante la sostituzione w = z − z0.

Come primo risultato, notiamo che ogni serie di potenze della forma (3)
risulta convergente nel suo centro, in quanto per z = 0 si ha

∑+∞
n=0 anz

n = a0.
Vale poi il seguente risultato
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Teorema 1.9. (di Abel)

Se la serie di potenze
∑+∞
n=0 anz

n converge per z = z0 6= 0 allora la serie
converge (assolutamente) in ogni z ∈ C con |z| < |z0|.
Dim. Per ipotesi la serie numerica

∑+∞
n=0 anz

n
0 risulta convergente e quindi, dalla condi-

zione necessaria per la convergenza di una serie, avremo che anz
n
0 → 0 per n → +∞ da

cui, in particolare, che la successione (|anzn0 |) risulta limitata in R.
Sia M > 0 tale che |anzn0 | ≤ M per ogni n ∈ N e sia z ∈ C tale che |z| < |z0|. Essendo
z0 6= 0, otteniamo

0 ≤ |anzn| = |anzn0 |
|zn|
|zn0 |

= |anzn0 |(
|z|
|z0|

)n ≤Mbn

dove b = |z|
|z0|

. La serie
∑+∞

0 bn è serie geometrica (reale) di ragione b ∈ (0, 1), essendo

|z| < |z0|, quindi convergente. Dal criterio del confronto deduciamo allora che la serie∑+∞
n=0 anz

n converge (assolutamente). �

Data la serie di potenze (3), poniamo

ρ := sup{|z| | z ∈ C,
+∞∑
n=0

anz
n converge}

Tale valore, eventualmente pari a +∞, è detto raggio di convergenza della
serie di potenze (3).
Dal precedente risultato otteniamo

Teorema 1.10. (sul raggio di convergenza)

Data la serie di potenze
∑+∞
n=0 anz

n, sia ρ ∈ [0,+∞] il suo raggio di conver-
genza. Allora:

(i) se ρ = 0, la serie converge solo per z = 0;
(ii) se ρ = +∞, la serie converge (assolutamente) in ogni z ∈ C;

(iii) se ρ ∈ (0,+∞), la serie converge (assolutamente) per |z| < ρ e non
converge per |z| > ρ.

Dim. Poniamo

A = {|z| | z ∈ C,
+∞∑
n=0

anr
n converge}

e ricordiamo che per definizione ρ = supA.
(i) Per assurdo, supponiamo che esista z ∈ C con z 6= 0 tale che

∑+∞
n=0 anz

n risulti
convergente. Allora |z| ∈ A e quindi, per definizione ρ ≥ |z| > 0, contro l’ipotesi ρ = 0.
(ii) Sia z ∈ C, z 6= 0. Essendo supA = +∞, avremo che |z| non è maggiorante di tale in-

sieme e quindi che esiste z0 ∈ C con |z| < |z0| tale che |z0| ∈ A e quindi tale che
∑+∞

n=0 anz
n
0

converge. Dal Teorema di Abel avremo allora che la serie converge (assolutamente) in z.

(iii) Sia z ∈ C con |z| < ρ. Dalla definizione del raggio di convergenza, avremo allora

che |z| non è maggiorante dell’insieme A, e quindi che esiste z0 ∈ R con |z| < |z0| tale che

|z0| ∈ A e dunque tale che
∑+∞

n=0 anz
n
0 converge. Dal Teorema di Abel avremo allora che

la serie converge (assolutamente) in z. Infine, sia z ∈ C con |z| > ρ. Dalla definizione del

raggio di convergenza, avremo che |z| 6∈ A e quindi che la serie non converge in z. �

Quindi, riguardo all’insieme di convergenza B di una serie di potenze
∑+∞
n=0 anz

n

di raggio di convergenza ρ ∈ [0,+∞] avremo:

i) se ρ = 0 allora B = {0};
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ii) se ρ = +∞ allora B = C;
iii) se ρ ∈ (0,+∞) allora Bρ(0) ⊂ B ⊂ Bρ(0). Rimane dubbio il com-

portamento della serie nei punti della frontiera ∂Bρ(0) = {z ∈
C | |z| = ρ}.

Esempi

• La serie
+∞∑
n=0

zn ha raggio di convergenza ρ = 1 e non converge per |z| = 1

e quindi il disco aperto B1(0) è il suo insieme di convergenza.

• La serie
+∞∑
n=0

xn

n2n
, x ∈ R, ha raggio di convergenza ρ = 2, converge per

x = −2 e non converge per x = 2. L’intervallo I = [−2, 2) è il suo insieme
di convergenza.

• La serie
+∞∑
n=0

zn

n2
ha raggio di convergenza ρ = 1 e converge (assolutamente)

per |z| = 1, essendo tale la serie
∑∞
n=1

1
n2 . Il disco chiuso B1(0) è il suo

insieme di convergenza.

I prossimi risultati ci permetteranno di determinare il raggio di convergenza
di una data serie di potenze.

Teorema 1.11. (Metodo del rapporto o di D’Alembert)

Data la serie di potenze
∑+∞
n=0 anz

n con an 6= 0 per ogni n ∈ N. Se esiste

lim
n→+∞

|an+1|
|an|

= ` ∈ [0,+∞]

allora il raggio di convergenza della serie è

ρ =


+∞ se ` = 0

1/` se ` ∈ (0,+∞)

0 se ` = +∞

Dim. Per z 6= 0 si ha

lim
n→+∞

|an+1z
n+1

anzn
| = `|z|

Se ` = 0 allora, dal criterio del rapporto la serie converge (assolutamente) per ogni z ∈ C
e dunque ρ = +∞.

Se ` = +∞ allora la serie non converge in ogni z 6= 0 e quindi ρ = 0.

Se ` ∈ (0,+∞), dal criterio del rapporto la serie converge (assolutamente) per `|z| < 1,

ovvero per |z| < 1/`, e non converge per `|z| > 1, ovvero per |z| > 1/`. Dal Teorema di

Abel ne deduciamo che in questo caso ρ = 1/`. �

Ad esempio, data la serie
+∞∑
n=0

zn

3nn2
risulta

lim
n→+∞

|an+1

an
| = lim

n→+∞

3nn2

3n+1(n+ 1)2
=

1

3
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quindi, dal precedente teorema, la serie ha raggio di convergenza ρ = 3.

Utilizzando il criterio della radice si può provare, in modo analogo, il
seguente risultato.

Teorema 1.12. (Metodo della radice o di Cauchy-Hadamard)

Data la serie di potenze
∑+∞
n=0 anx

n, se esiste

lim
n→+∞

n
»
|an| = ` ∈ [0,+∞]

allora il raggio di convergenza della serie è

ρ =


+∞ se ` = 0

1/` se ` ∈ (0,+∞)

0 se ` = +∞

Ad esempio, data la serie
+∞∑
n=0

zn

3n2 risulta

lim
n→+∞

n
»
|an| = lim

n→+∞

1

3n
= 0

quindi, dal precedente teorema, la serie ha raggio di convergenza ρ = +∞.

4. Sviluppi in serie di potenze di alcune funzioni elementari

Ricordiamo che data una funzione reale f(x) derivabile infinite volte in
(a, b) ⊂ R, per ogni x0 ∈ (a, b) possiamo considerarne la serie di Taylor
associata

∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k.

Osserviamo che una serie di Taylor è un caso particolare di serie di potenze
su cui possiamo testare la precedente teoria. Osserviamo inoltre che la serie
di Taylor relativa a f(x) risulta convergente ad f(x) se e solo se il resto
Rn(x) = f(x)− Pn(x) tende a zero per n→ +∞, dove Pn(x) è il polinomio
di Taylor di f(x) di ordine n e centro x0. Per quanto visto nel corso di
Analisi Matematica 1, per qualche ξ compreso tra x e x0 risulta

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1, Resto di Lagrange.

La funzione

f(x) =

{
e−

1
x2 se x 6= 0

0 se x = 0

è un esempio di funzione derivabile infinite volte per la quale la corrispon-
dente serie di Taylor con centro x0 = 0 non converge ad f(x) eccetto che in

x0 = 0. Infatti risulta f (k)(0) = 0 per ogni k ∈ N e dunque
∞∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk = 0, ∀x ∈ R.
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Dalla formula di Taylor per funzioni di una variabile reale abbiamo i se-
guenti sviluppi in serie di Taylor centrati in x0 = 0.

• Funzione esponenziale: per ogni x ∈ R risulta

ex =
∞∑
k=0

xk

k!
= 1 + x+

x2

2
+
x3

3!
+ ...

Infatti, dalla formula di Taylor con resto di Lagrange, per ogni n ∈ N esiste
ξn compreso tra 0 e x tale che

|ex −
n∑
k=0

xk

k!
| = | eξn

(n+ 1)!
xn+1| ≤ max{1, ex} |x|

n+1

(n+ 1)!

e poichè |x|n+1

(n+1)! → 0 per n → +∞, per ogni x ∈ R, avremo che la se-

rie
∑∞
k=0

xk

k! converge a ex per ogni x ∈ R. Osserviamo che il raggio di
convergenza di tale serie è ρ = +∞, infatti

lim
n→+∞

1
(n+1)!

1
n!

= lim
n→+∞

1

n+ 1
= 0

• Funzioni seno e coseno: come nel precedente caso, utilizzando la formula
di Taylor con resto di Lagrange, si può provare che per ogni x ∈ R si ha

sinx =
∞∑
k=0

(−1)k
x2k+1

(2k + 1)!
= x−x

3

3!
+... e cosx =

∞∑
k=0

(−1)k
x2k

(2k)!
= 1−x

2

2
+
x4

4!
+...

dove nuovamente il raggio di convergenza delle serie è ρ = +∞.

• Funzione logaritmo: per ogni |x| < 1 risulta

log(1 + x) =
∞∑
k=0

(−1)k
xk+1

k + 1
= x− x2

2
+
x3

3
− ...

Infatti, ricordando che

1

1− x
=

n∑
k=0

xk +
xn+1

1− x
, x 6= 1,

sostituendo x con −x si ottiene

1

1 + x
=

n∑
k=0

(−1)kxk + (−1)n+1 x
n+1

1 + x
, x 6= −1,

Integrando tra 0 e x, per x > −1, si ottiene

log(1 + x) =

∫ x

0

1

1 + t
dt =

n∑
k=0

(−1)k
xk+1

k + 1
+ (−1)n+1

∫ x

0

tn+1

1 + t
dt

Dunque

| log(1 + x)−
n∑
k=0

(−1)k
xk+1

k + 1
| = |

∫ x

0

tn+1

1 + t
dt| ≤ max{1, 1

1 + x
}|x|

n+2

n+ 2
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Se −1 < x ≤ 1 avremo che |x|
n+2

n+2 → 0 per n → +∞, e dunque che la serie∑∞
k=0(−1)k x

k+1

k+1 converge a log(1 +x) per ogni −1 < x ≤ 1. Osserviamo che
il raggio di convergenza della serie è pari a 1 essendo

lim
n→+∞

1
n+2

1
n+1

= lim
n→+∞

n+ 1

n+ 2
= 1

• Funzione arcotangente: con ragionamento analogo al precedente esempio,
osservato che

D(arctanx) =
1

1 + x2
=

n∑
k=0

(−1)kx2k + (−1)n+1x
2n+2

1 + x
, x ∈ R,

integrando si ottiene che per ogni −1 < x ≤ 1 risulta

arctanx =
∞∑
k=1

(−1)k
x2k+1

2k + 1
.

• Serie binomiale: per ogni α ∈ R e ogni |x| < 1 risulta

(1 + x)α =
∞∑
k=0

Ç
α

k

å
xk

dove Ç
α

k

å
=
α(α− 1)(α− 2)...(α− k + 1)

k!

Vediamo ora come dai precedenti sviluppi seguono gli sviluppi di ez, sin z
e cos z, cosh z e sinh z con z ∈ C.

Dai precedenti sviluppi e dalla definizione di esponenziale complesso si
ottiene che

eib = cos b+ i sin b =
∞∑
k=0

(−1)k
b2k

(2k)!
+ i

∞∑
k=0

(−1)k
b2k+1

(2k + 1)!

=
∞∑
k=0

(ib)2k

(2k)!
+
∞∑
k=0

(ib)2k+1

(2k + 1)!
=
∞∑
k=0

(ib)k

k!

inoltre, dal Teorema sul prodotto di serie si ha

ea+ib = eaeib =
∞∑
k=0

ak

k!

∞∑
k=0

(ib)k

k!
=
∞∑
k=0

ck

dove

ck =
k∑

n=0

an

n!

(ib)k−n

(k − n)!
=

1

k!

k∑
n=0

Ç
k

n

å
an(ib)k−n =

(a+ ib)k

k!
.
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Dunque per ogni z ∈ C risulta

ez =
∞∑
k=0

zk

k!

ed il raggio di convergenza della serie è ρ = +∞.

Dal precedente sviluppo e dalla definizione di seno e coseno complessi segue
che

cos z =
eiz + e−iz

2
=

1

2

∞∑
k=0

1

k!
((iz)k + (−iz)k)

ed osservato che (iz)2k+(−iz)2k = 2(−1)kz2k mentre (iz)2k+1+(−iz)2k+1 =
0 per ogni k ∈ N, otteniamo

cos z =
∞∑
k=0

(−1)k
z2k

(2k)!
, ∀ z ∈ C.

In modo analogo si ottiene

sin z =
∞∑
k=0

(−1)k
z2k+1

(2k + 1)!
, ∀ z ∈ C.

Abbiamo inoltre

cosh z =
ez + e−z

2
=

1

2

∞∑
k=0

1

k!
((z)k + (−z)k)

ed osservato che (z)2k + (−z)2k = 2z2k mentre (z)2k+1 + (−z)2k+1 = 0 per
ogni k ∈ N, otteniamo

cosh z =
∞∑
k=0

z2k

(2k)!
, ∀ z ∈ C.

Analogalmente si prova che

sinh z =
∞∑
k=0

z2k+1

(2k + 1)!
, ∀ z ∈ C.

Vediamo infine alcuni esempi di come, dai precedenti sviluppi e dalla pro-
prietà delle serie, è possibile dedurre lo sviluppo in serie di potenze di alcune
funzioni.

• Determiniamo lo sviluppo in potenze di z della funzione ez
2

z . Dallo
sviluppo di ez otteniamo

ez
2

=
∞∑
k=0

z2k

k!

da cui per z 6= 0

ez
2

z
=

1

z

∞∑
k=0

z2k

k!
=
∞∑
k=0

z2k−1

k!
.
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• Determiniamo lo sviluppo in potenze di z della funzione 1−cos z
z2 . Dallo

sviluppo di cos z otteniamo

1− cos z = 1−
∞∑
k=0

(−1)k
z2k

(2k)!
= −

∞∑
k=1

(−1)k
z2k

(2k)!
=
∞∑
k=1

(−1)k−1 z2k

(2k)!

da cui per z 6= 0

1− cos z

z2
=

1

z2

∞∑
k=1

(−1)k−1 z2k

(2k)!
=
∞∑
k=1

(−1)k−1 z
2k−2

(2k)!
=
∞∑
n=0

(−1)n
z2n

(n+ 1)!
.

• Determiniamo lo sviluppo in serie di potenze di centro z0 = 2 della funzione
z−1
z . Ricordando che

1

1 + z
=
∞∑
k=0

(−1)kzk, ∀|z| < 1,

otteniamo

1

z
=

1

2

1

1 + z−2
2

=
1

2

∞∑
k=0

(−1)k(
z − 2

2
)k =

∞∑
k=0

(−1)k

2k+1
(z − 2)k

per ogni | z−2
2 | < 1 ovvero per |z−2| < 2. Ne segue allora che per |z−2| < 2

si ha

z − 1

z
=
z − 2

z
+

1

z
= (z − 2)

∞∑
k=0

(−1)k

2k+1
(z − 2)k +

∞∑
k=0

(−1)k

2k+1
(z − 2)k

=
∞∑
k=0

(−1)k

2k+1
(z − 2)k+1 +

∞∑
k=0

(−1)k

2k+1
(z − 2)k

=
1

2
+
∞∑
n=1

Ç
(−1)n−1

2n
+

(−1)n

2n+1

å
(z − 2)n

e poichè (−1)n−1

2n + (−1)n

2n+1 = (−1)n+1

2n+1 , ne concludiamo

z − 1

z
=

1

2
+
∞∑
n=1

(−1)n+1

2n+1
(z − 2)n.

• Determiniamo lo sviluppo in serie di potenze di centro z0 = πi della
funzione (z − π)ez. Dallo sviluppo di ez e dalle proprietà dell’esponenziale,
essendo eπi = cosπ + i sinπ = −1, otteniamo

ez = ez−πieπi = −
∞∑
k=0

(z − πi)k

k!
, ∀z ∈ C.
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Ne segue allora che per ogni z ∈ C risulta

(z − π)ez = −(z − π)
∞∑
k=0

(z − πi)k

k!

= π(1− i)
∞∑
k=0

(z − πi)k

k!
− (z − πi)

∞∑
k=0

(z − πi)k

k!

= π(1− i)
∞∑
k=0

(z − πi)k

k!
−
∞∑
k=0

(z − πi)k+1

k!

= π(1− i) +
∞∑
n=1

Ç
π(1− i)
n!

− 1

(n− 1)!

å
(z − πi)n

= π(1− i) +
∞∑
n=1

π(1− i)− n
n!

(z − πi)n.



CAPITOLO 2

Funzioni di variabile complessa

1. Limiti e continuità

Sia f(z) una funzione complessa definita in Ω ⊂ C e sia z0 ∈ C un punto
di accumulazione per Ω. Diciamo che f(z) ha per limite ` ∈ C per z → z0, e
scriveremo lim

z→z0
f(z) = `, se per ogni ε > 0 esiste δ > 0 tale che |f(z)−`| < ε

per ogni 0 < |z − z0| < δ, z ∈ Ω.

Identificando C con R2 e ponendo z = x + iy, x, y ∈ R, potremo scrivere
f(z) = f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y), dove u, v : Ω ⊂ R2 → R rappresentano
rispettivamente la parte reale e immaginaria di f(z). Allora posto z0 =
x0 + iy0, avremo

lim
z→z0

f(z) = ` = a+ ib ⇐⇒


lim

(x,y)→(x0,y0)
u(x, y) = a

lim
(x,y)→(x0,y0)

v(x, y) = b

ed i risultati sui limiti di funzioni di due variabili reali (unicità, algebra,
ecc.) potranno estendersi ai limiti di funzioni di variabile complessa.

Inoltre, se f(z) è funzione complessa definita in un insieme illimitato Ω ⊂ C,
diremo che f(z) tende al limite ` ∈ C per |z| → +∞, z ∈ Ω, e scriveremo

lim
|z|→+∞

f(z) = `, se per ogni ε > 0 esiste R > 0 tale che |f(z) − `| < ε per

ogni |z| > R, z ∈ Ω.

Diremo che una funzione complessa f(z) definita in Ω ⊂ C è continua in
z0 ∈ Ω se per ogni ε > 0 esiste δ > 0 tale che |f(z) − f(z0)| < ε per
ogni |z − z0| < δ. Osserviamo che dalla definizione di limite, se z0 ∈ Ω è
punto di accumulazione per Ω allora f(z) risulta continua in z0 se e solo se
lim
z→z0

f(z) = f(z0).

Riconosciamo nuovamente che, posto f(z) = f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y),
avremo che f(z) risulta continua in z0 = x0 + iy0 se e solo se u(x, y) e v(x, y)
risultano continue in (x0, y0).

Ad esempio, le funzioni f(z) = z̄ e f(z) = z2 risultano continue in ogni
z0 ∈ C essendo continue in R2 rispettivamente le funzioni u(x, y) = x e
v(x, y) = −y e u(x, y) = x2 − y2 e v(x, y) = 2xy. Risulta continua in C la
funzione f(z) = ez essendo

ex+iy = ex(cos y + i sin y)

23
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e le funzioni u(x, y) = ex cos y e v(x, y) = ex sin y continue in R2.

Poichè si ha che somma, differenza, composizione, prodotto e quoziente di
funzioni continue risultano continue nel loro dominio avremo che risultano
continue tutte le potenze f(z) = zn, n ∈ N, i polinomi, i rapporti di polinomi
nel loro dominio, le funzioni seno e coseno.
La funzione f(z) = Arg z risulta continua in C eccetto nei punti del semiasse
reale negativo in quanto se x < 0 per y → 0± risulta Arg (x + iy) → ±π.
Ne segue che la funzione logaritmo principale risulta anch’essa continua in
C \ {0} eccetto che nei punti del semiasse reale negativo.

2. Successioni e serie di funzioni complesse

Consideriamo una successione di funzioni (fn(z))n∈N definite in un sottoin-
sieme Ω ⊂ C. Si dice che la successione converge puntualmente o semplice-
mente alla funzione limite f(z) se per ogni z ∈ Ω risulta fn(z) → f(z) per
n → +∞, ovvero se per ogni z ∈ Ω e ogni ε > 0 esiste ν ∈ N (dipendente
da z e ε) tale che per ogni n ≥ ν risulta |fn(z) − f(z)| < ε. Ad esempio,
abbiamo che la successione di funzioni fn(z) = zn converge alla funzione
nulla f(z) = 0 in B1(0).

Ci si chiede se le proprietà delle funzioni fn(z) vengono ereditate dalla fun-
zione limite f(z). Ad esempio consideriamo la successione di funzioni reali
continue fn(x) = xn. Tale successione converge puntualmente nell’intervallo
[0, 1] alla funzione

f(x) =

{
0 se 0 ≤ x < 1

1 se x = 1

che non risulta continua in x0 = 1. La condizione di convergenza puntuale
non è dunque sufficiente per garantire la continuità della funzione limite.

Introduciamo la seguente condizione di convergenza. Diremo che una suc-
cessione di funzione (fn(z))n∈N converge uniformemente alla funzione limite
f(z) in Ω ⊂ C se la condizione fn(z) → f(z) per n → +∞ è verificata
“uniformemente” in Ω, ovvero se per ogni ε > 0 esiste ν ∈ N (dipendente
solo da ε) tale che per ogni z ∈ Ω e ogni n ≥ ν risulta |fn(z) − f(z)| < ε.
Osserviamo che se una successione converge uniformemente in Ω ⊂ C allora
la successione risulta convergente puntualmente in Ω. Vale allora il seguente
risultato

Teorema 2.1. (sulla continuità della funzione limite)

Sia (fn(z))n∈N successione di funzioni continue uniformemente convergente
alla funzione limite f(z) in Ω ⊂ C. Allora f(z) risulta continua in Ω.

Dim. Preso z0 ∈ Ω arbitrario, proviamo che f(z) risulta continua in z0. Per ogni ε > 0,
dalla convergenza uniforme di fn(z) a f(z) in Ω, esiste ν ∈ N tale che |fn(z)− f(z)| < ε

3

per ogni n ≥ ν e ogni z ∈ Ω. Poichè fν(z) risulta continua in z0, esiste δ > 0 (dipendente
da ε e da ν) tale che se z ∈ Ω e |z − z0| < δ allora |fν(z) − fν(z0)| < ε

3
. Allora per ogni

z ∈ Ω con |z − z0| < δ risulta

|f(z)− f(z0)| ≤ |f(z)− fν(z)|+ |fν(z)− fν(z0)|+ |fν(z0)− f(z0)| < ε
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e dunque che f(z) risulta continua in z0. �

Introduciamo infine analoghi concetti di convergenza per serie di funzioni∑∞
n=0 fn(z).

Si dice che la serie di funzioni
∑∞
n=0 fn(z) converge puntualmente (risp.

uniformemente) alla somma S(z) in Ω se la successione delle somme parziali
sk(z) =

∑k
n=0 fn(z) converge puntualmente (risp. uniformemente) a S(z) in

Ω.

Osserviamo che una serie di potenze
∑∞
n=0 anz

n è serie di funzioni conti-
nue fn(z) = anz

n, convergente puntualmente (e assolutamente) nel disco di
convergenza Bρ(0), essendo ρ > 0 il raggio di convergenza della serie. Vale
inoltre il seguente risultato

Teorema 2.2. (convergenza uniforme delle serie di potenze)

Sia
∑∞
n=0 anz

n una serie di potenze e sia ρ > 0 il suo raggio di convergenza.
Allora per ogni 0 < r < ρ, la serie converge uniformemente in Br(0).

Dim. Detta A(z) la somma della serie, ogni k ∈ N risulta

A(z)−
k∑
n=0

anz
n =

∞∑
n=k+1

anz
n

e poichè la serie converge avremo che il resto k-esimo,
∑∞

n=k+1 anz
n, è infinitesimo per

k → +∞. Abbiamo inoltre che per ogni |z| ≤ r e ogni k ∈ N

|A(z)−
k∑
n=0

anz
n| = |

∞∑
n=k+1

anz
n| ≤

∞∑
n=k+1

|an||z|n ≤
∞∑

n=k+1

|an|rn.

Essendo r < ρ, la serie
∑∞

n=0 anr
n converge assolutamente, quindi

∑∞
n=k+1 |an|r

n → 0
per k → +∞ e dunque per ogni ε > 0 esiste ν ∈ N tale che

∞∑
n=ν+1

|an|rn < ε

Allora per ogni |z| < r e ogni k ≥ ν risulta |A(z) −
∑k

n=0 anz
n| < ε, ovvero la serie

converge uniformemente ad A(z) in Br(0). �

Dal precedente risultato e dal Teorema 2.1 si ha dunque che la somma di
una serie di potenze risulta funzione continua nel disco di convergenza.

3. Funzioni olomorfe

Sia Ω ⊂ C un insieme aperto ed f(z) una funzione complessa definita in
un insieme aperto Ω ⊂ C. Si dice che f(z) è olomorfa o derivabile (in senso
complesso) in z0 ∈ Ω se esiste finito il limite

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
.

Denoteremo tale limite con f ′(z0) e lo chiameremo derivata (complessa) di
f(z) in z0. Se f(z) è olomorfa in ogni z0 ∈ Ω diremo che f(z) è funzione
olomorfa in Ω e scriveremo f ∈ H(Ω).
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Ad esempio, la funzione costante f(z) = a per ogni z ∈ C risulta olomorfa
in C con f ′(z) = 0 per ogni z ∈ C in quanto risulta

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
= 0, ∀z0 ∈ C.

La funzione f(z) = zn, n ∈ N, risulta anch’essa olomorfa in C con f ′(z) =
nzn−1, infatti per ogni h ∈ C, dall’identità an− bn = (a− b)(an−1 + ban−2 +
...+ bn−2a+ bn−1), risulta

f(z + h)− f(z)

h
=

(z + h)n − zn

h
= (z + h)n−1 + z(z + h)n−2 + ...+ zn−1

e passando al limite per h→ 0 otteniamo

f(z + h)− f(z)

h
→ nzn−1.

Osserviamo ora che la condizione

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
= lim

w→0

f(z0 + w)− f(z0)

w
.

può essere riscritta come

f(z0 + w) = f(z0) + f ′(z0)w + o(|w|), per w → 0.

Identificando C con R2, e ponendo z = x + iy, x, y ∈ R, potremo pensare
alla funzione f(z) = f(x+ iy) come funzione di due variabili reali (a valori
complessi) che denoteremo, per semplicità, con f(x, y). La precedente rela-
zione mostra che, come funzione delle due variabili reali x e y, la funzione
olomorfa in z0 = x0 + iy0 risulta differenziabile 1 in (x0, y0) essendo

f(x0 + h, y0 + k) = f(x0, y0) + f ′(z0)(h+ ik) + o(
√
h2 + k2)

= f(x0, y0) + f ′(z0)h+ if ′(z0)k + o(
√
h2 + k2).

Ne segue in particolare che f(x, y) risulta derivabile parzialmente in (x0, y0)
con

∂f

∂x
(x0, y0) = f ′(z0) e

∂f

∂y
(x0, y0) = if ′(z0)

e dunque vale la relazione

∂f

∂x
(x0, y0) + i

∂f

∂y
(x0, y0) = 0 (4)

1Ricordiamo che una funzione definita in un aperto Ω ⊂ R2 a valori reali o complessi
è detta differenziabile in (x0, y0) ∈ Ω se esistono due costanti A,B reali (o complesse) tali
che

f(x0 + h, y0 + k) = f(x0, y0) +Ah+Bk + o(
√
h2 + k2) per (h, k)→ (0, 0)

In tal caso f(x, y) risulta derivabile parzialmente in (x0, y0) con

A =
∂f

∂x
(x0, y0) e B =

∂f

∂y
(x0, y0)
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Viceversa, se f(x, y) è funzione delle due variabili reali x e y differenziabile
in (x0, y0) per cui risulta verificata la condizione (4), posto z0 = x0 + iy0 e
w = h+ ik, risulta

f(z0 + w) = f(x0 + h, y0 + k)

= f(x0, y0) +
∂f

∂x
(x0, y0)h+

∂f

∂y
(x0, y0)k + o(

√
h2 + k2)

= f(x0, y0) +
∂f

∂x
(x0, y0)(h+ ik) + o(

√
h2 + k2)

= f(z0) +
∂f

∂x
(x0, y0)w + o(|w|).

e la funzione di variabile complessa f(z) = f(x + iy) = f(x, y) risulta
olomorfa in z0 = x0 + iy0 con

f ′(z0) =
∂f

∂x
(x0, y0) = −i∂f

∂y
(x0, y0)

Abbiamo dunque provato il seguente risultato

Proposizione 2.1. Una funzione f(z) risulta olomorfa in z0 = x0 + iy0 ∈
Ω ⊂ C se e solo se, considerata come funzione di due variabili reali f(x, y) =
f(x+ iy), risulta differenziabile in (x0, y0) e vale (4).

Ad esempio, la funzione f(z) = ez risulta olomorfa in C con f ′(z) = ez.
Infatti, come funzione di due variabili reali f(z) = f(x + iy) = ex(cos y +
i sin y) risulta differenziabile in R2 e soddisfa la condizione (4):

∂f

∂x
(x, y) + i

∂f

∂y
(x, y) = ex(cos y + i sin y) + i[ex(− sin y + i cos y)] = 0

dunque

f ′(z) =
∂f

∂x
(x, y) = ex(cos y + i sin y) = ez

La funzione f(z) = z̄ non risulta invece olomorfa in C in quanto f(z) =
f(x+ iy) = x− iy risulta differenziabile in R2 ma non soddisfa la condizione
(4):

∂f

∂x
(x, y) + i

∂f

∂y
(x, y) = 1 + i[−i] = 2 6= 0

Osserviamo inoltre che denotate con u(x, y) e v(x, y) rispettivamente la
parte reale e immaginaria di f(x+ iy):

f(x+ iy) = f(x, y) = u(x, y) + iv(x, y),

tali funzioni risultano a valori reali e dal precedente risultato abbiamo che
f(z) risulta olomorfa in z0 = x0 + iy0 se e solo se u(x, y) e v(x, y) risultano
differenziabili in (x0, y0) e, dalla condizione (4), verificano

∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0) = −i∂u

∂y
(x0, y0) +

∂v

∂y
(x0, y0)
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ovvero verificano le condizioni di Cauchy-Riemann

∂u

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0) e

∂u

∂y
(x0, y0) = −∂v

∂x
(x0, y0) (5)

Abbiamo dunque che

Corollario 2.1. Una funzione f(z) risulta olomorfa in z0 = x0 + iy0 ∈
Ω ⊂ C se e solo se la sua parte reale u(x, y) e immaginaria v(x, y) risultano
differenziabili in (x0, y0) e verificano le condizioni di Cauchy-Riemann (5).

Vediamo ora alcune proprietà delle funzioni olomorfe derivanti dalle prece-
denti considerazioni. Dalla definizione è immediato verificare che se f(z) è
olomorfa in z0 allora f(z) è continua in z0.
Dai precedenti risultati e dai Teoremi sulle funzioni differenziabili segue

inoltre

Corollario 2.2. Se f(z) è olomorfa nell’aperto connesso Ω con f ′(z) = 0
per ogni z ∈ Ω allora f(z) risulta costante in Ω.

Dal precedente risultato segue in particolare

Corollario 2.3. Se Ω ⊂ C è aperto connesso e f ∈ H(Ω) è tale che
f(Ω) ⊂ R allora f(z) è costante in Ω.

Dim. Difatti, denotate con u(x, y) e v(x, y) rispettivamente la parte reale e immaginaria
di f(x + iy), se f(Ω) ⊂ R dovrà essere v(x, y) = 0 per ogni (x, y) ∈ Ω. Se f(z) risulta
olomorfa in Ω dai precedenti risultati si avrà

f ′(x+ iy) =
∂u

∂x
(x, y) + i

∂v

∂x
(x, y) =

∂v

∂y
(x0, y0)− i∂u

∂y
(x0, y0) = 0, ∀x+ iy ∈ Ω

Essendo Ω aperto connesso, avremo allora che f(z) risulta costante in Ω. �

Ad esempio, osserviamo che la funzione f(z) = |z| non risulta olomorfa in C
in quanto f(z) = f(x+ iy) =

√
x2 + y2 risulta differenziabile in R2 \{(0, 0)}

ma non soddisfa la condizione (4):

∂f

∂x
(x, y) + i

∂f

∂y
(x, y) =

x√
x2 + y2

+ i
y√

x2 + y2
6= 0 ∀(x, y) 6= (0, 0)

A tale conclusione potevamo arrivare utilizzando il precedente risultato
osservato che f(C) ⊂ R ma che la funzione non è costante in C.

Abbiamo infine che somma, prodotto, quoziente e composizione di funzioni
olomorfe risultano olomorfe e che valgono le usuali regole di derivazione:

Teorema 2.3. Se f(z) e g(z) sono olomorfe in z0 ∈ Ω allora

• (f + g)(z) è olomorfa in z0 e (f + g)′(z0) = f ′(z0) + g′(z0);
• (fg)(z) è olomorfa in z0 e (fg)′(z0) = f ′(z0)g(z0) + f(z0)g′(z0);

• se g(z0) 6= 0 allora
f

g
(z) è olomorfa in z0 eÅ

f

g

ã′
(z0) =

f ′(z0)g(z0)− f(z0)g′(z0)

g(z0)2
.
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Inoltre, se f(z) è olomorfa in z0 ∈ Ω e g(z) è olomorfa in f(z0) allora
(gof)(z) è olomorfa in z0 e

(gof)′(z0) = g′(f(z0))f ′(z0).

Ne segue ad esempio che le funzioni sin z e cos z risultano olomorfe in C
con (sin z)′ = cos z e (cos z)′ = − sin z, infatti dalla definizione si ha

(cos z)′ = (
eiz + e−iz

2
)′ =

ieiz − ie−iz

2
= −e

iz − e−iz

2i
= − sin z

Analogalmente,

(sin z)′ = (
eiz − e−iz

2i
)′ =

ieiz + ie−iz

2i
=
eiz + e−iz

2
= cos z

Allo stesso modo possiamo provare che (cosh z)′ = sinh z e che (sinh z)′ =
cosh z per ogni z ∈ C. Abbiamo inoltre

Proposizione 2.2. Sia g : B ⊂ C→ C olomorfa in w0 ∈ B e f : A ⊂ C→
C un’ inversa destra continua di g(w), ovvero f(A) ⊂ B e g(f(z)) = z per
ogni z ∈ A, tale che f(z0) = w0. Se g′(w0) 6= 0 allora f(z) è olomorfa in z0

e

f ′(z0) =
1

g′(f(z0))
.

Ad esempio, f(z) = Log z è inversa destra continua in A = {z ∈ C | Im(z) 6=
0 se Re(z) ≤ 0} della funzione olomorfa g(z) = ez, essendo eLog z = z per
ogni z 6= 0. Dunque f(z) = Log z risulta olomorfa in A con

f ′(z) =
1

g′(f(z))
=

1

eLog z
=

1

z
.

Infine si può provare

Proposizione 2.3. Se γ : [a, b] ⊂ R → C è derivabile in t0 ∈ (a, b) e f(z)
è olomorfa in γ(t0) allora Γ(t) = f(γ(t)) è derivabile in t0 e

Γ′(t0) = f ′(γ(t0))γ′(t0).

Utilizzando il precedente risultato possiamo dare il seguente significato geo-
metrico di una funzione olomorfa. Sia f(z) una funzione olomorfa in Ω e sia
z0 ∈ Ω tale che f ′(z0) 6= 0. Consideriamo due curve regolari γ1 : [a1, b1]→ Ω
e γ2 : [a2, b2]→ Ω passanti per z0 ∈ Ω:

γ1(t1) = z0 = γ2(t2),

Posto Γ1(t) = f(γ1(t)) e Γ2(t) = f(γ2(t)), avremo che Γ1 e Γ2 risultano
curve passanti per f(z0) e dalla precedente proposizione abbiamo

Γ′1(t1) = f ′(z0)γ′1(t1) 6= 0 e Γ′2(t2) = f ′(z0)γ′2(t2) 6= 0

e dunque

arg Γ′1(t1) = arg f ′(z0) + arg γ′1(t1) e arg Γ′2(t2) = arg f ′(z0) + arg γ′2(t2).
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Ne segue quindi che

arg Γ′1(t1)− arg Γ′2(t2) = arg γ′1(t1)− arg γ′2(t2)

ovvero che se f ′(z) 6= 0 in Ω, f(z) induce una trasformazione di Ω su f(Ω)
che preserva gli angoli tra curve, diremo che f(z) induce una trasformazione
conforme.

Concludiamo provando che la somma di una serie di potenze risulta funzione
olomorfa nel disco di convergenza. Vale difatti

Teorema 2.4. (sulla serie derivata)

Sia
∑∞
n=0 anz

n una serie di potenze di raggio di convergenza ρ > 0 e sia
A(z) la sua somma. Allora A(z) risulta olomorfa in Bρ(0) e la serie derivata∑∞
n=1 nanz

n−1 ha raggio di convergenza ρ e per somma A′(z):

A′(z) =
∞∑
n=1

nanz
n−1, ∀ |z| < ρ.

Dim. Proviamo innanzitutto che la serie derivata
∑∞

n=1 nanz
n−1 ha raggio di convergenza

ρ. Infatti, sia ρ′ il suo raggio di convergenza. Se |z| < ρ′ allora per definizione la serie∑∞
n=1 |nanz

n−1| risulta convergente e poichè

|anzn| = |z||anzn−1| ≤ |nanzn−1|, ∀n ≥ |z|,

dal criterio del confronto segue che la serie
∑∞

n=0 anz
n risulta convergente e dunque che

|z| ≤ ρ. Si ha allora che ρ′ ≤ ρ.
Viceversa, sia |z| < ρ, preso w ∈ C con |z| < |w| < ρ risulta

|nanzn−1| = n|an|
∣∣∣ z
w

∣∣∣n−1

|w|n−1 =

Å
n

|w|

∣∣∣ z
w

∣∣∣n−1
ã
|anwn|.

Poichè, essendo
∣∣ z
w

∣∣ < 1, risulta n
|w|

∣∣ z
w

∣∣n−1 → 0 per n → +∞, avremo che esiste ν ∈ N
tale che

n

|w|

∣∣∣ z
w

∣∣∣n−1

< 1 per ogni n ≥ ν.

Allora, per n ≥ ν risulta

|nanzn−1| < |anwn|
e poichè |w| < ρ, la serie

∑
n≥0 |anw

n| risulta convergente e dunque, dal criterio del

confornto, sarà tale anche la serie
∑

n≥1 nanz
n−1. Ne segue allora che |z| ≤ ρ′ da cui

ρ ≤ ρ′.
Denotiamo ora con B(z) la somma della serie derivata e proviamo che per ogni |z| < ρ

risulta A′(z) = B(z). Fissato z ∈ Bρ(0) e h 6= 0 tale che z + h ∈ Bρ(0) abbiamo

A(z + h)−A(z)

h
−B(z) =

∞∑
n=0

an
(z + h)n − zn

h
−
∞∑
n=1

nanz
n−1 =

∞∑
n=1

an

Å
(z + h)n − zn

h
− nzn−1

ã
.

Abbiamo

(z + h)n − zn

h
− nzn−1 = (z + h)n−1 + z(z + h)n−2 + ...+ zn−2(z + h) + zn−1 − nzn−1

e dunque, posto r = max{|z|, |z + h|} otteniamo che

|an
Å

(z + h)n − zn

h
− nzn−1

ã
| ≤ 2n|an|rn−1.
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Poichè r < ρ e la serie derivata ha raggio di convergenza ρ, la serie
∑∞

n=1 n|an|r
n−1 risulta

convergente. Per ogni ε > 0 sia allora ν ∈ N tale che
∞∑

n=ν+1

n|an|rn−1 <
ε

4
.

Allora dalla precedente identità otteniamo

|A(z + h)−A(z)

h
−B(z)| ≤ |P (h)|+ 2

∞∑
n=ν+1

n|an|rn−1 ≤ |P (h)|+ ε

2

dove

P (h) =

ν∑
n=1

an[(z + h)n−1 + z(z + h)n−2 + ...+ zn−2(z + h) + zn−1 − nzn−1]

è polinomio in h nullo per h = 0. Avremo allora che per h sufficientemente piccolo risulta
|P (h)| < ε

2
e dunque

|A(z + h)−A(z)

h
−B(z)| < ε

Segue quindi che

lim
h→0

A(z + h)−A(z)

h
= B(z)

ovvero che A(z) è olomorfa con A′(z) = B(z). �

Poichè la serie derivata di una serie di potenze è serie di potenze con medesi-
mo raggio di convergenza, applicando iterativamente il precedente risultato
otteniamo

Corollario 2.4. Sia
∑∞
n=0 anz

n una serie di potenze di raggio di conver-
genza ρ > 0 e sia A(z) la sua somma. Allora A(z) risulta derivabile infinite
volte in Bρ(0) con

A(k)(z) =
∞∑
n=k

n(n− 1)...(n− k + 1)anz
n−k, ∀ |z| < ρ, k ≥ 1.

ed in particolare risulta

ak =
A(k)(0)

k!
, ∀ k ≥ 0.

Utilizzando i precedenti risultati possiamo ottenere lo sviluppo in serie di
potenze di alcune funzioni, derivate di somme di serie di potenze e viceversa,
calcolare la somma di alcune serie di potenze. Vediamo alcuni esempi.

• Determinare lo sviluppo in serie di potenze di centro z0 = 0 della funzione
A(z) = 1

(1−z)2 e calcolare la somma della serie
∑∞
n=1

n
2n . Osservato che

1
(1−z)2 = ( 1

1−z )′ e che

1

1− z
=
∞∑
n=0

zn, ∀|z| < 1,

dal Teorema sulla serie derivata otteniamo

1

(1− z)2
=
∞∑
n=1

nzn−1, ∀|z| < 1.
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Ne segue allora che
∞∑
n=1

n

2n
=

1

2

∞∑
n=1

n

2n−1
=

1

2
A(

1

2
) = 2

• Determinare la somma della serie
∑∞
n=1 n

2zn. Abbiamo che la serie ha
raggio di convergenza ρ = 1 e che per |z| < 1 risulta
∞∑
n=1

n2zn =
∞∑
n=1

n(n− 1)zn +
∞∑
n=1

nzn = z2
∞∑
n=1

n(n− 1)zn−2 + z
∞∑
n=1

nzn−1

Essendo
∑∞
n=0 z

n = 1
1−z , per ogni |z| < 1, dai precedenti risultati otteniamo

∞∑
n=1

nzn−1 = (
1

1− z
)′ =

1

(1− z)2

e ∞∑
n=1

n(n− 1)zn−2 = (
1

1− z
)′′ =

2

(1− z)3

Dunque
∞∑
n=1

n2zn =
z2

(1− z)2
+

2z

(1− z)3
=
z(1 + z)

(1− z)3

Una funzione f(z) è detta analitica in un aperto Ω ⊂ C, e scriveremo
f ∈ A(Ω), se risulta localmente sviluppabile in serie di potenze, ovvero
se per ogni z0 ∈ Ω esiste ρ(z0) > 0 e una successione (an)n≥0 ⊂ C tale che

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n, ∀z ∈ Bρ(z0)(z0).

Dai precedenti risultati abbiamo allora che ogni funzione analitica risulta
olomorfa ed inoltre

Corollario 2.5. Se f ∈ A(Ω) con Ω ⊂ C aperto, allora f(z) è derivabile
infinite volte in Ω. Inoltre se

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n, ∀z ∈ Bρ(z0)(z0).

allora

f (k)(z) =
∞∑
n=k

n(n−1)...(n−k+ 1)an(z− z0)n−k, ∀ z ∈ Bρ(z0)(z0), k ≥ 1.

In particolare

ak =
f (k)(z0)

k!
, ∀ k ≥ 0

e dunque f(z) risulta sviluppabile in serie di Taylor:

f(z) =
∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)n, ∀z ∈ Bρ(z0)(z0).
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Proveremo nelle prossime sezioni che ogni funzione olomorfa risulta ana-
litica, dunque sviluppabile localmente in serie di potenze. Dal precedente
risultato avremo quindi che ogni funzione olomorfa risulta derivabile infinite
volte e sviluppabile in serie di Taylor.

4. Integrazione lungo curve

Data una funzione ϕ : [a, b] ⊂ R→ C diremo che ϕ(t) è integrabile secondo
Rieman in [a, b] se tali risultano essere la sua parte reale e immaginaria e
poniamo ∫ b

a
ϕ(t) dt :=

∫ b

a
Re(ϕ(t)) dt+ i

∫ b

a
Im(ϕ(t)) dt.

Dai risultati sull’integrale di Riemann per funzioni reali, abbiamo che l’inte-
grale soddisfa le proprietà di linearità e di additività. Si può inoltre provare
che se ϕ(t) è integrabile in [a, b] allora è tale anche |ϕ(t)| e vale

|
∫ b

a
ϕ(t) dt| ≤

∫ b

a
|ϕ(t)| dt.

Abbiamo inoltre che ogni funzione continua in [a, b] risulta integrabile in
[a, b] e vale la formula fondamentale del calcolo integrale: se ϕ(t) è funzione
derivabile con derivata continua in [a, b] allora∫ b

a
ϕ′(t) dt = ϕ(b)− ϕ(a).

Vale inoltre

Teorema 2.5. (di passaggio al limite sotto il segno di integrale)

Sia (ϕn(t))n∈N una successione di funzioni continue uniformemente conver-
gente in [a, b] alla funzione ϕ(t). Allora∫ b

a
ϕ(t) dt = lim

n→+∞

∫ b

a
ϕn(t) dt.

Dim. Dalle proprietà dell’integrale si ha

|
∫ b

a

ϕn(t) dt−
∫ b

a

ϕ(t) dt| ≤
∫ b

a

|ϕn(t)− ϕ(t)| dt ≤ (b− a) max
t∈[a,b]

|ϕn(t)− ϕ(t)|

ma poichè ϕn(t) → ϕ(t) uniformemente in [a, b] risulta maxt∈[a,b] |ϕn(t) − ϕ(t)| → 0 per

n→ +∞ e dunque la tesi. �

Osserviamo che la condizione di convergenza uniforme è condizione neces-
saria, ad esempio la successione

ϕn(t) =


2n2t se 0 ≤ t < 1

2n

−2n2t+ 2n se 1
2n ≤ t ≤

1
n

0 se 1
n < t ≤ 1

converge puntualmente (ma non uniformemente) alla funzione identicamente

nulla in [0, 1] mentre
∫ 1

0 ϕn(t) dx = 1
2 per ogni n ∈ N.



34 2. FUNZIONI DI VARIABILE COMPLESSA

Vediamo ora il concetto di integrale curvilineo per funzioni a variabile com-
plessa. Dato un aperto Ω ⊂ C, una curva γ : [a, b] ⊂ R→ C di classe C1 con
sostegno γ contenuto in Ω e una funzione f(z) continua in Ω, l’integrale di
f(z) lungo la curva γ è definito da∫

γ
f(z) dz :=

∫ b

a
f(γ(t))γ′(t) dt.

In particolare, se f(z) = f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y) e γ(t) = x(t) + iy(t),
allora γ′(t) = x′(t) + iy′(t) e∫

γ
f(z) dz =

∫ b

a
f(γ(t))γ′(t)dt =

∫ b

a
u(x(t), y(t))x′(t)− v(x(t), y(t))y′(t)dt+

+ i

∫ b

a
u(x(t), y(t))y′(t) + v(x(t), y(t))x′(t))dt

=

∫
γ
E · ds+ i

∫
γ
E⊥ · ds

dove abbiamo denotato con E e E⊥ i campi vettoriali

E(x, y) = (u(x, y),−v(x, y)) e E⊥(x, y) = (v(x, y), u(x, y))

e abbiamo pensato a γ come curva in R2. L’integrale lungo una curva di
una funzione a variabile complessa può quindi essere visto come integrale di
un campo vettoriale e dunque le proprietà di questi ultimi potranno essere
estesi agli integrali ora introdotti. Ricordiamo brevemente tali proprietà.

Osserviamo innanzitutto che se γ : [a, b] → C e ϕ : [α, β] → C sono curve
equivalenti tali che γ(a) = ϕ(α) e γ(b) = ϕ(β), ovvero se esiste un’appli-
cazione crescente h : [a, b] → [α, β] di classe C1 tale che γ(t) = ϕ(h(t)) per
ogni t ∈ [a, b], allora∫ b

a
f(γ(t))γ′(t)dt =

∫ β

α
f(ϕ(τ))ϕ′(τ)dτ

e dunque che
∫
γ f(z) dz non dipende dalla parametrizzazione scelta della

curva γ (a meno del verso di percorrenza). In particolare, denotata con −γ
la curva γ percorsa con verso opposto, risulta∫

−γ
f(z) dz = −

∫
γ
f(z) dz

Inoltre, vale

|
∫
γ
f(z)dz| ≤

∫
γ
|f(z)|ds ≤ L(γ) sup{|f(z)| | z ∈ γ}

dove
∫
γ |f(z)|ds è l’integrale curvilineo della funzione a valori reali |f(z)| e

L(γ) :=
∫ b
a |ϕ′(t)| dt è la lunghezza della curva γ (essendo ϕ : [a, b]→ C una

parametrizzazione della curva γ).
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Valgono inoltre le proprietà di linearità e di additività dell’integrale: se
f(z) e g(z) sono funzioni continue in Ω ⊂ C e γ è curva di classe C1 con
sostegno in Ω allora∫

γ
αf(z) + βg(z) dz = α

∫
γ
f(z)dz + β

∫
γ
g(z)dz

Se γ = γ1 ∪ γ2 è curva di classe C1 in Ω e f(z) è funzione continua in Ω
allora ∫

γ
f(z)dz =

∫
γ1

f(z)dz +

∫
γ2

f(z)dz

Utilizzando la proprietà di additività possiamo estendere la definizione di
integrale curvilineo lungo curve di classe C1 a tratti, ponendo∫

γ
f(z) dz :=

n∑
k=1

∫
γk

f(z) dz,

essendo γ = ∪nk=1γk e γk curve di classe C1.

Vediamo alcuni esempi.

• Calcoliamo
∫
γ z̄ dz essendo γ la curva avente per sostegno la frontiera di

B1(0) percorsa una sola volta in senso antiorario. Una parametrizzazione

della curva è data da γ(t) = eit = cos t + i sin t, t ∈ [0, 2π]. Essendo γ(t) =
cos t− i sin t = e−it e ϕ′(t) = ieit abbiamo∫

γ
z̄ dz =

∫ 2π

0
e−itieit dt =

∫ 2π

0
i dt = 2πi.

• Calcoliamo
∫
γ Im(z) dz essendo γ la curva avente per sostegno la frontiera

del triangolo chiuso ∆ di vertici z1 = 0, z2 = 1 e z3 = i percorsa una sola
volta in senso antiorario. Abbiamo che γ = s1 ∪ s2 ∪ s3 essendo s1 = {t, t ∈
[0, 1]}, s2 = {(1− t) + it, t ∈ [0, 1]} e s3 = {(1− t)i, t ∈ [0, 1]}. Allora∫

γ
Im(z) dz =

∫
s1

Im(z) dz +

∫
s2

Im(z) dz +

∫
s3

Im(z) dz =

=

∫ 1

0
t(−1 + i) dt+

∫ 1

0
(1− t)(−i) dt

=

ñ
i− 1

2
t2 + i(

t2

2
− t)
ô1

0

= −1
2

• Calcoliamo
∫
γ

1
z dz essendo γ la curva avente per sostegno la frontiera

di Br(0) percorsa k volte in senso antiorario. Una parametrizzazione della
curva è data da γ(t) = reit, t ∈ [0, 2kπ]. Allora∫

γ

1

z
dz =

∫ 2kπ

0

1

reit
rieit dt = 2kπi
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Dal Teorema di passaggio al limite sotto segno di integrale e dalla defini-
zione di integrale curvilineo segue inoltre

Teorema 2.6. (passaggio al limite sotto il segno di integrale curvi-

lineo)

Sia (fn(z))n∈N successione di funzione continue in Ω ⊂ C uniformemente
convergente a f(z) in Ω. Allora, per ogni curva γ di classe C1 a tratti con
sostegno contenuto in Ω risulta∫

γ
f(z) dz = lim

n→+∞

∫
γ
fn(z) dz.

Da cui in particolare si ottiene

Corollario 2.6. (Integrazione termine a termine)
Sia

∑∞
k=0 fn(z) serie di funzioni continue in Ω ⊂ C uniformemente conver-

gente alla somma S(z) in Ω . Allora, per ogni curva γ di classe C1 a tratti
con sostegno contenuto in Ω risulta∫

γ
S(z) dz =

∞∑
k=0

∫
γ
fn(z) dz.

Vale inoltre il seguente risultato che estende agli integrali curvilinei il Teo-
rema fondamentale del calcolo integrale.

Teorema 2.7. (Teorema fondamentale per l’integrale curvilineo)

Sia Ω ⊂ C insieme aperto, F ∈ H(Ω) con F ′ ∈ C(Ω) e sia ϕ : [a, b] → C
curva di classe C1 a tratti con sostegno γ in Ω. Allora,∫

γ
F ′(z) dz = F (ϕ(b))− F (ϕ(a))

Dim. La dimostrazione è immediata, osservato che per definizione∫
γ

F ′(z) dz =

∫ b

a

F ′(ϕ(t))ϕ′(t) dt

e che, per la Proposizione 2.3, F ′(ϕ(t))ϕ′(t) è la derivata della funzione composta F (ϕ(t)).
Dunque ∫ b

a

F ′(ϕ(t))ϕ′(t) dt = [F (ϕ(t))]ba = F (ϕ(b))− F (ϕ(a)).

�

Ad esempio, calcoliamo
∫
γ cos z dz essendo γ la curva di parametrizzazione

ϕ(t) = teit con t ∈ [0, 2π]. Poichè ϕ(2π) = 2π e ϕ(0) = 0 e che (sin z)′ = cos z
otteniamo ∫

γ
cos z dz = sin(2π)− sin 0 = 0

Come applicazione dei precedenti risultati proviamo che, denotata con
Cr(z0) la curva avente per sostegno la frontiera ∂Br(z0) percorsa una so-
la volta in senso antiorario (una parametrizzazione di tale curva sarà ad
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esempio data da γ(t) = z0 + reit, t ∈ [0, 2π]), per ogni z ∈ Br(z0) risulta∫
Cr(z0)

dw

w − z
dw = 2πi (6)

Infatti, si ha ∫
Cr(z0)

dw

w − z
=

∫
Cr(z0)

1

w − z0

1

1− z−z0
w−z0

dw

ed essendo
∣∣∣ z−z0w−z0

∣∣∣ < 1 per ogni z ∈ Br(z0) e w ∈ Cr(z0), dal Teorema di

integrazione termine a termine otteniamo∫
Cr(z0)

dw

w − z
=

∫
Cr(z0)

1

w − z0

∞∑
n=0

Å
z − z0

w − z0

ãn
dw =

∞∑
n=0

(z−z0)n
∫
Cr(z0)

dw

(w − z0)n+1
.

Osservato allora che∫
Cr(z0)

dw

(w − z0)n+1
=

{
2πi se n = 0

0 se n 6= 0

da quanto trovato sopra segue (6).

Dati z, w ∈ C denoteremo nel seguito con [z, w] la curva avente per sostegno
il segmento che congiunge z con w:

[z, w] := {(1− t)z + tw, t ∈ [0, 1]}.

Dai precedenti risultati otteniamo allora

Teorema 2.8. (sulla serie integrata)

Sia
∑∞
n=0 anz

n una serie di potenze di raggio di convergenza ρ > 0 e sia
A(z) la sua somma. Allora la serie integrata

∑∞
n=0

an
n+1z

n+1 ha raggio di
convergenza ρ e ∫

[0,z]
A(w) dw =

∞∑
n=0

an
n+ 1

zn+1, ∀ |z| < ρ.

Vediamo infine come i precedenti risultati ci permettono di determinare lo
sviluppo in serie di potenze del logaritmo principale. Abbiamo visto che
la funzione Log (1 + z) risulta olomorfa in B1(0) con (Log (1 + z))′ = 1

1+z .
Ricordando che

∞∑
n=0

(−1)nzn =
1

1 + z
, ∀ |z| < 1,

dal Teorema fondamentale del calcolo per l’integrale curvilineo e dal Teorema
sulla serie integrata di una serie di potenze, otteniamo

Log (1 + z) =

∫
[0,z]

1

1 + w
dw =

∞∑
n=0

(−1)n
zn+1

n+ 1
, ∀ |z| < 1.

Vediamo altri esempi.
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• Determinare la somma della serie
∑∞
n=1

z2n+1

n . Osserviamo che la serie di
potenze ha raggio di convergenza ρ = 1. Abbiamo

∞∑
n=1

z2n+1

n
= z

∞∑
n=1

z2n

n

e posto w = z2 si ha
∞∑
n=1

z2n

n
=
∞∑
n=1

wn

n
.

Essendo

Log (1 + z) =
∞∑
n=0

(−1)n
zn+1

n+ 1
= −

∞∑
k=1

(−1)k
zk

k
, ∀ |z| < 1

otteniamo
∞∑
n=1

wn

n
= −Log (1− w), ∀ |w| < 1

e dunque
∞∑
n=1

z2n+1

n
= z

∞∑
n=1

z2n

n
= −zLog (1− z2), ∀|z| < 1.

• Determinare la somma della serie
∑∞
n=1

1
(n+1)en/2

. Osserviamo che posto

A(z) =
∑∞
n=1

zn

n+1 risulta

∞∑
n=1

1

(n+ 1)en/2
= A(

1√
e

)

La serie
∑∞
n=1

zn

n+1 ha raggio di convergenza ρ = 1 e per z 6= 0 risulta

A(z) =
∞∑
n=1

zn

n+ 1
=

1

z

∞∑
n=1

zn+1

n+ 1
=

1

z
(
∞∑
n=0

zn+1

n+ 1
− z).

Poichè

Log (1− z) = −
∞∑
n=0

zn+1

n+ 1
, ∀ |z| < 1

otteniamo

A(z) = −1

z
(Log (1− z) + z)

da cui

A(
1√
e

) = −
√
e (log(1− 1√

e
) +

1√
e

)

• Determinare lo sviluppo in potenze di z−1 della funzione f(z) = z Log z.
Abbiamo

Log z = Log (1 + (z − 1)) =
+∞∑
n=0

(−1)n
(z − 1)n+1

n+ 1
, ∀|z − 1| < 1
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quindi per ogni |z − 1| < 1 otteniamo

z Log z = Log z + (z − 1)Log z =
+∞∑
n=0

(−1)n
(z − 1)n+1

n+ 1
+

+∞∑
n=0

(−1)n
(z − 1)n+2

n+ 1

=
+∞∑
k=1

(−1)k−1 (z − 1)k

k
+

+∞∑
k=2

(−1)k−2 (z − 1)k

k − 1

= −
+∞∑
k=1

(−1)k
(z − 1)k

k
+

+∞∑
k=2

(−1)k
(z − 1)k

k − 1

= (z − 1) +
∞∑
k=2

(−1)k(
1

k − 1
− 1

k
)(z − 1)k = (z − 1) +

∞∑
k=2

(−1)k

k(k − 1)
(z − 1)k.





CAPITOLO 3

Teoremi fondamentali sulle funzioni olomorfe

1. Esistenza di una primitiva

Data una funzione f(z) continua in un aperto Ω, diciamo che la funzione
F (z) è un primitiva di f(z) in Ω se F (z) risulta olomorfa in Ω e vale F ′(z) =
f(z) per ogni z ∈ Ω.

Vedremo in questo paragrafo alcuni risultati che ci garantiscono l’esistenza
di una primitiva di una data funzione continua. A tale scopo osserviamo
innanzitutto che dal Teorema fondamentale per l’integrale curvilineo segue
in particolare

Corollario 3.1.
Sia Ω ⊂ C aperto. Se f(z) ammette primitiva in Ω allora per ogni curva
chiusa di classe C1 a tratti con sostegno γ in Ω risulta∫

γ
f(z) dz = 0.

Come esempio, calcoliamo
∫
γ

1
z dz essendo γ la curva di parametrizzazio-

ne ϕ(t) = eit con t ∈ [0, 2π], avente per sostegno la circonferenza ∂B1(0)
percorsa una sola volta in senso antiorario. Allora∫

γ

1

z
dz =

∫ 2π

0

ieit

eit
dt = 2πi 6= 0

Osserviamo difatti che la funzione 1
z , pur essendo olomorfa in C \ {0} non

ammette primitiva in C \ {0}, ovvero non esiste F ∈ H(C \ {0}) tale che
F ′(z) = 1

z per ogni z ∈ C \ {0}.
Vale il viceversa del precedente risultato in insiemi convessi. Ricordiamo

che un sottoinsieme Ω ⊂ C è detto convesso se per ogni coppia di punti
z, w ∈ Ω il segmento [z, w] che li congiunge risulta contenuto in Ω. Nel
seguito, dato un triangolo chiuso ∆ denoteremo con ∂∆ la curva avente per
sostegno la frontiera del triangolo percorsa una sola volta in senso antiorario.
Abbiamo allora

Teorema 3.1. (esistenza di una primitiva in un convesso)

Sia Ω ⊂ C un aperto convesso e sia f(z) funzione continua in Ω. Se per
ogni triangolo ∆ ⊂ Ω risulta ∫

∂∆
f(z) dz = 0

41
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allora f(z) ammette una primitiva in Ω.

Dim. Fissato z0 ∈ Ω, per ogni z ∈ Ω, essendo Ω convesso, avremo che [z0, z] ⊂ Ω Posto
allora

F (z) :=

∫
[z0,z]

f(w) dw

proviamo che F ∈ H(Ω) e che F ′(z) = f(z) per ogni z ∈ Ω. Infatti, per z ∈ Ω sia h ∈ C
sufficientemente piccolo di modo che z + h ∈ Ω. Denotato con ∆h il triangolo di vertici
z0, z e z + h, poichè per ipotesi∫

∂∆h

f(w) dw =

∫
[z0,z+h]

f(w) dw +

∫
[z+h,z]

f(w) dw +

∫
[z,z0]

f(w) dw = 0

otteniamo

F (z + h)− F (z) =

∫
[z0,z+h]

f(w) dw −
∫

[z0,z]

f(w) dw =

∫
[z,z+h]

f(w) dw.

Dunque, essendo
∫

[z,z+h]
dw = h, otteniamo

F (z + h)− F (z)

h
− f(z) =

1

h

∫
[z,z+h]

f(w) dw − f(z) =
1

h

∫
[z,z+h]

(f(w)− f(z)) dw

da cui essendo f(z) continua in Ω e L([z, z + h]) = |h| concludiamo che

|F (z + h)− F (z)

h
− f(z)| ≤ sup{|f(w)− f(z)| |w ∈ [z, z + h]} → 0 per h→ 0

ovvero che F ′(z) = f(z). �

Eliminando la condizione di convessità dell’insieme Ω abbiamo

Teorema 3.2. (esistenza di una primitiva)

Sia Ω ⊂ C un aperto e sia f(z) funzione continua in Ω. Se per ogni curva
chiusa γ di classe C1 a tratti con sostegno in Ω risulta∫

γ
f(z) dz = 0

allora f(z) ammette una primitiva in Ω.

Dim. Possiamo assume Ω aperto connesso (altrimenti potremo costruire una primitiva
F su ogni componente connessa di Ω e considerarne l’unione). Fissato z0 ∈ Ω, poichè
abbiamo supposto Ω connesso, per ogni z ∈ Ω esiste una curva γz semplice, regolare a
tratti con sostegno contenuto in Ω congiungente z0 con z. Poniamo allora

F (z) :=

∫
γz

f(w) dw

ed osserviamo che essendo
∫
γ
f(z) dz = 0 per ogni curva chiusa γ, il precedente integrale

non dipende dalla scelta della curva γz ma solo dai punti iniziali e finali della curva.
Preso z ∈ Ω, sia δ > 0 tale che Bδ(z) ⊂ Ω. Preso |h| < δ avremo allora che il segmento
[z, z + h] ⊂ Ω e posto γh = γz ∪ [z, z + h], dalla proprietà di additività dell’integrale
otteniamo

F (z + h)− F (z) =

∫
γh

f(w) dw −
∫
γz

f(w) dw =

∫
[z,z+h]

f(w) dw

e procedendo come nella dimostrazione del precedente Teorema si ottiene che F ′(z) = f(z).

�
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2. Teorema di Cauchy

Vedremo in questa sezione il Teorema di Cauchy il quale afferma che per
ogni funzione f(z) olomorfa in un insieme aperto Ω, soddisfacente oppor-
tune ipotesi topologiche, risulta

∫
γ f(z) dz = 0 per ogni curva chiusa γ

con supporto in Ω. Vediamo innanzitutto una versione semplificata di tale
risultato.

Teorema 3.3. (di Cauchy per un triangolo)

Sia Ω ⊂ C aperto e p ∈ Ω. Se f(z) è funzione continua in Ω ed olomorfa in
Ω \ {p} allora ∫

∂∆
f(z) dz = 0

per ogni un triangolo chiuso ∆ ⊂ Ω.

Dim. Consideriamo innanzitutto il caso in cui p 6∈ ∆. Supponiamo per assurdo che

I(∆) :=

∫
∂∆

f(z) dz 6= 0

Congiungendo i tre punti medi di ciascun segmento, possiamo dividere il triangolo ∆ in
quattro triangoli ∆1,1,∆1,2,∆1,3 e ∆1,4. Orientando la frontiera di ciascun triangolo ∆1,i

nello stesso modo della frontiera di ∆ otteniamo

I(∆) =

∫
∂∆

f(z) dz =

4∑
k=1

∫
∆1,k

f(z) dz =

4∑
k=1

I(∆1,k) 6= 0

e dunque che per almeno uno di tali triangoli, che denotiamo con ∆1 := ∆1,k, risulta

|I(∆1)| ≥ 1

4
|I(∆)|

Osserviamo inoltre che si ha la seguente uguaglianza sulla lunghezza dei perimetri dei
triangoli: L(∂∆1) = 1

2
L(∂∆).

Ripetendo il precedente ragionamento con il triangolo ∆1 in luogo del triangolo ∆ e
procedendo per induzione costruiremo una successione di triangoli ∆n tale che ∆n+1 ⊂
∆n ⊂ ∆ per ogni n ∈ N, L(∂∆n) = 1

2n
L(∂∆) per ogni n ∈ N e

|I(∆n)| ≥ 1

4n
|I(∆)|, ∀n ∈ N. (7)

Osserviamo ora che esiste uno ed un solo punto comune a tutti i triangoli ∆, sia {z0} =
∩n∈N∆n, e che f(z) risulta olomorfa in tale punto. Per ogni ε > 0 esiste allora δ > 0 tale
che

|f(z)− f(z0)− f ′(z0)(z − z0)| ≤ ε|z − z0|, ∀ |z − z0| < δ.

In corrispondenza di δ > 0 esiste inoltre ν ∈ N tale ∆n ⊂ Bδ(z0) per ogni n ≥ ν. Essendo,
per il Corollario 3.1,

∫
∂∆n

f(z0) + f ′(z0)(z − z0) dz = 0, per ogni n ≥ ν otteniamo allora

|I(∆n)| = |
∫
∂∆n

f(z) dz| = |
∫
∂∆n

f(z)− f(z0)− f ′(z0)(z − z0) dz| ≤

≤ ε
∫
∂∆n

|z − z0| ds ≤ εL(∂∆n) sup{|z − z0|, z ∈ ∂∆n}

Osservato che sup{|z − z0|, z ∈ ∂∆n} ≤ L(∂∆n) e che L(∂∆n) = L(∂∆)
2n

, otteniamo che

|I(∆n)| ≤ εL(∂∆n)2 = ε
L(∂∆)2

4n
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e dunque da (7) che |I(∆)| ≤ εL(∂∆)2. Essendo ε > 0 arbitrario, otteniamo la contraddi-
zione I(∆) = 0. Dunque se p 6∈ ∆ si ha che I(∆) = 0.
Supponiamo ora che p sia un vertice del triangolo ∆. Detti q e r i restanti vertici del trian-
golo, preso ε > 0, scegliamo due punti Q e R rispettivamente nei segmenti [p, q] e [p, r]
sufficientemente vicini a p di modo che, essendo f(z) continua in ∆ e dunque ivi limitata,
risulti |

∫
∂∆p

f(z) dz| ≤ ε dove con ∆p abbiamo denotato il triangolo di vertici p,Q,R.

Poichè per quanto provato nel precedente caso, l’integrale di f(z) lungo la frontiera dei
triangoli di vertici R, r, q e R,Q, q risulta nullo, avremo

|
∫
∂∆

f(z) dz| = |
∫
∂∆p

f(z) dz| < ε

e dunque, data l’arbitrarietà di ε, otteniamo che
∫
∂∆

f(z) dz = 0.

Infine, se p è un punto qualsiasi di ∆, potremo decomporre il triangolo ∆ nell’unione di

due o tre di triangoli aventi il punto p per vertice ed applicare quanto provato sopra a tali

triangoli. �

Dal precedente risultato e dal Teorema 3.1 otteniamo allora

Corollario 3.2.
Se f(z) è funzione continua in Ω ed olomorfa in Ω \ {p}, dove Ω è aperto
convesso e p ∈ Ω, allora f ammette primitiva in Ω.

Inoltre, dal Corollario 3.1 otteniamo

Teorema 3.4. (di Cauchy in un convesso)

Sia Ω ⊂ C un aperto convesso e p ∈ Ω. Se f(z) è funzione continua in Ω e
olomorfa in Ω \ {p}, allora ∫

γ
f(z) dz = 0

per ogni curva chiusa di classe C1 a tratti con sostegno γ in Ω.

Dim. Dal Teorema di Cauchy per un triangolo, essendo f(z) continua in Ω e olomorfa in
Ω \ {p}, abbiamo che per ogni triangolo ∆ ⊂ Ω risulta

∫
∂∆

f(z) dz = 0. Dal Teorema 3.1

otteniamo allora che esiste F ∈ H(Ω) tale che F ′(z) = f(z) per ogni z ∈ Ω e dunque, dal
Corollario 3.1, otteniamo che ∫

γ

f(z) dz =

∫
γ

F ′(z) dz = 0

per ogni curva chiusa γ in Ω. �

Dal precedente Teorema e dal Teorema 3.2, abbiamo allora che se f(z) è
funzione olomorfa nell’aperto convesso Ω, allora f(z) ammette primitiva in
Ω. Possiamo dunque affermare che se f(z) è funzione olomorfa in un aperto
Ω allora f(z) ammette localmente primitiva in Ω.

Come applicazione del Teorema di Cauchy, vediamo di calcolare alcuni
integrali di Fresnel, ovvero gli integrali impropri∫ +∞

0
cos(x2) dx e

∫ +∞

0
sin(x2) dx.
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Osserviamo che eix
2

= cos(x2) + i sin(x2), consideriamo quindi la funzione

f(z) = ez
2
. Tale funzione risulta olomorfa in C e quindi, dal Teorema di

Cauchy in un convesso, per ogni curva chiusa γ di classe C1 a tratti in C
risulta ∫

γ
e−z

2
dz = 0.

Dato R > 0, sia ΓR la curva chiusa avente per sostegno la frontiera dell’a-
perto

DR = {z ∈ C | |z| ≤ R, 0 ≤ Arg z ≤ π

4
}.

Osserviamo che ΓR = γ1 ∪ γ2 ∪ γ3 essendo γi, i = 1, 2, 3, le curve di
parametrizzazione:

γ1(t) = t, t ∈ [0, R], γ2(t) = Reit, t ∈ [0,
π

4
], e −γ3(t) = tei

π
4 , t ∈ [0, R].

Dal Teorema di Cauchy. per ogni R > 0, risulta∫
ΓR

e−z
2
dz =

∫
γ1

e−z
2
dz +

∫
γ2

e−z
2
dz +

∫
γ3

e−z
2
dz

=

∫ R

0
e−t

2
dt+

∫ π
4

0
e−R

2e2itRieit dt

−
∫ R

0
e−t

2ei
π
2 ei

π
4 dt = 0 (8)

Osserviamo ora che risulta

lim
R→+∞

∫ R

0
e−t

2
dt =

∫ +∞

0
e−t

2
dt =

√
π

2
.1

D’altra parte, poichè |e−R2e2it | = |e−R2(cos(2t)+i sin(2t))| = e−R
2 cos(2t) ≤ eR2( 4

π
t−1)

per ogni t ∈ [0, π4 ]2 , otteniamo

|
∫ π

4

0
e−R

2e2itRieit dt| ≤
∫ π

4

0
ReR

2( 4
π
t−1) dt =

π

4R

[
eR

2( 4
π
t−1)

]π
4

0
=

π

4R
(1−e−R2

)

1Si tratta dell’integrale di Gauss e per calcolarlo si può procedere nel seguente modo.
Risulta

(

∫
R
e−x

2

dx)2 =

∫
R
e−x

2

dx

∫
R
e−y

2

dy =

∫∫
R2

e−x
2−y2dxdy = lim

R→+∞

∫∫
BR(0)

e−(x2+y2)dxdy

e dunque, passando alle coordinate polari, otteniamo∫∫
BR(0)

e−(x2+y2)dxdy =

∫ 2π

0

(

∫ R

0

ρe−ρ
2

dρ)dθ = π(1− e−R
2

)→ π, per R→ +∞.

Allora, essendo e−x
2

funzione pari otteniamo∫ +∞

0

e−x
2

dx =
1

2

∫
R
e−x

2

dx =

√
π

2
.

2Infatti si ha che cosx ≥ 1 − 2
π
x per ogni x ∈ [0, π

2
], essendo y = 1 − 2

π
la retta

passante per i punti (0, 1) e (π
2
, 0)
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e dunque che

lim
R→+∞

∫ π
4

0
e−R

2e2itRieit dt = 0.

Infine, essendo ei
π
2 = i e ei

π
4 =

√
2

2 (1 + i), abbiamo∫ R

0
e−t

2ei
π
2 ei

π
4 dt =

√
2

2
(1+i)

∫ R

0
e−it

2
dt =

√
2

2
(1+i)(

∫ R

0
cos(t2) dt−i

∫ R

0
sin(t2) dt)

e dunque

lim
R→+∞

∫ R

0
e−t

2ei
π
2 ei

π
4 dt =

√
2

2
(1 + i)(

∫ +∞

0
cos(t2) dt− i

∫ +∞

0
sin(t2) dt).

Passando al limite per R→ +∞ in (8) si ha

lim
R→+∞

∫ R

0
e−t

2ei
π
2 ei

π
4 dt = lim

R→+∞

∫ R

0
e−t

2
dt+ lim

R→+∞

∫ π
4

0
e−R

2e2itRieit dt

e dunque, per quanto ottenuto sopra concludiamo
√

2

2
(1 + i)(

∫ +∞

0
cos(t2) dt− i

∫ +∞

0
sin(t2) dt) =

√
π

2

da cui ∫ +∞

0
cos(t2) dt− i

∫ +∞

0
sin(t2) dt =

√
π√
2

1

1 + i
=

√
π√
2

1− i
2

e dunque ∫ +∞

0
cos(t2) dt =

√
π

2
√

2
e

∫ +∞

0
sin(t2) dt =

√
π

2
√

2
.

3. Formula di Cauchy e rappresentazione in serie di potenze

Importante conseguenza del Teorema di Cauchy in un convesso è il seguente
risultato che ci permetterà di provare che ogni funzione olomorfa risulta
analitica. Abbiamo

Teorema 3.5. (Formula di Cauchy)

Sia Ω ⊂ C un aperto, z0 ∈ Ω e ρ > 0 tale che Bρ(z0) ⊂ Ω. Se f(z) è
funzione olomorfa in Ω allora per ogni 0 < r < ρ risulta

f(z) =
1

2πi

∫
Cr(z0)

f(w)

w − z
dw, ∀ z ∈ Br(z0).

Dim. Fissato z ∈ Br(z0), sia

g(w) =

®
f(w)−f(z)

w−z se w ∈ Bρ(z0), w 6= z

f ′(z) se w = z
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Essendo f(w) olomorfa in Bρ(z0) ⊂ Ω, avremo che g(w) risulta continua in Bρ(z0) ed
olomorfa in Bρ(z0) \ {z}. Poichè Bρ(z0) è insieme convesso, dal Teorema di Cauchy in un
convesso otteniamo allora che per ogni r ∈ (0, ρ) risulta∫

Cr(z0)

g(w) dw = 0.

Osserviamo ora che se z ∈ Br(z0) allora z 6= w per ogni w ∈ Cr(z0), quindi∫
Cr(z0)

g(w) dw =

∫
Cr(z0)

f(w)− f(z)

w − z dw =

∫
Cr(z0)

f(w)

w − z dw− f(z)

∫
Cr(z0)

1

w − z dw = 0

e poichè, da (6), si ha ∫
Cr(z0)

1

w − z dw = 2πi,

ne concludiamo che

f(z) =
1

2πi

∫
Cr(z0)

f(w)

w − z dw.

�

Ad esempio, osservato che cos z è funzione olomorfa in C, per ogni r > π
dalla formula integrale di Cauchy otteniamo∫

Cr(0)

cos z

z + π
dz = 2πi cos(−π) = −2πi

essendo −π ∈ Br(0).

Utilizzando la formula di Cauchy possiamo ora provare che ogni funzione
olomorfa risulta analitica, ovvero sviluppabile localmente in serie di potenze.
Vale difatti

Teorema 3.6. (Sviluppabilità in serie di potenze)

Sia Ω ⊂ C insieme aperto. Se f ∈ H(Ω) allora f ∈ A(Ω) e precisamente,
per ogni z0 ∈ Ω risulta

f(z) =
+∞∑
k=0

an(z − z0)n ∀z ∈ Br(z0)

dove

an =
1

2πi

∫
Cr(z0)

f(w)

(w − z0)n+1
dw

essendo r > 0 tale che Br(z0) ⊂ Ω.

Dim. Sia z0 ∈ Ω e ρ = dist(z0, ∂Ω) (con la convenzione che ρ = +∞ se Ω = C). Allora
Bρ(z0) ⊂ Ω e dalla formula di Cauchy otteniamo che per ogni r ∈ (0, ρ) risulta

f(z) =
1

2πi

∫
Cr(z0)

f(w)

w − z dw, ∀ z ∈ Br(z0).

Osserviamo ora che per ogni w ∈ Cr(z0) e ogni z ∈ Br(z0), essendo | z−z0
w−z0

| = |z−z0|
r

< 1,

risulta

1

w − z =
1

w − z0

1
w−z
w−z0

=
1

w − z0

1

1− z−z0
w−z0

=
1

w − z0

∞∑
n=0

(
z − z0

w − z0

)n
=

∞∑
n=0

(z − z0)n

(w − z0)n+1
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e poichè la convergenza della serie è uniforme rispetto a w ∈ Cr(z0), dal Teorema di
integrazione termine a termine, otteniamo

f(z) =
1

2πi

∫
Cr(z0)

f(w)

w − z dw =
1

2πi

∫
Cr(z0)

∞∑
n=0

f(w)
(z − z0)n

(w − z0)n+1
dw

=
1

2πi

∞∑
n=0

∫
Cr(z0)

f(w)
(z − z0)n

(w − z0)n+1
dw.

Dunque posto

an =
1

2πi

∫
Cr(z0)

f(w)

(w − z0)n+1
dw

concludiamo

f(z) =

∞∑
n=0

an(z − z0)n

�

Dal precedente Teorema abbiamo quindi in particolare che ogni funzione
analitica risulta olomorfa e dunque che vale l’equivalenza

f ∈ H(Ω)⇐⇒ f ∈ A(Ω)

Inoltre dal Corollario 2.5 si ha

Corollario 3.3.
Se Ω ⊂ C è aperto e f ∈ H(Ω) allora f(z) risulta derivabile infinite volte in
Ω con derivata olomorfa in Ω. Inoltre f(z) risulta localmente sviluppabile
in serie di Taylor, ovvero per ogni z0 ∈ Ω esiste ρ(z0) > 0 tale che

f(z) =
∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)n, ∀ z ∈ Bρ(z0)(z0),

dove, per ogni r ∈ (0, ρ), risulta

f (n)(z0) =
n!

2πi

∫
Cr(z0)

f(w)

(w − z0)n+1
dw.

Osserviamo la differenza essenziale tra i concetti di funzione derivabile in
R ed in C. Da quanto provato abbiamo difatti che, a differenza di quanto
accade in campo reale, ogni funzione olomorfa (derivabile in C) risulta deri-
vabile infinite volte con derivata olomorfa e localmente sviluppabile in serie
di Taylor.

Osserviamo inoltre che essendo ogni funzione f(z) olomorfa in Ω derivabile
infinite volte in Ω con derivata olomorfa, derivando la formula di Cauchy
sotto segno di integrale (come si può facilmente verificare essere lecito fare),
otteniamo

f ′(z) =
1

2πi

∫
Cr(z0)

f(w)

(w − z)2
dw, ∀z ∈ Br(z0)
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ed iterando, osservato che dn

dzn ( 1
w−z ) = n!

(w−z)n , si deduce che per ogni n ∈ N
vale la seguente formula di Cauchy per la derivata n-esima:

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
Cr(z0)

f(w)

(w − z)n+1
dw, ∀z ∈ Br(z0). (9)

Tale formula potrà essere applicata per il calcolo di integrali lungo archi di
circonferenza. Ad esempio, calcoliamo∫

C2(0)

ez

(z − i)3
dz.

Posto f(z) = ez, osservato che i ∈ B2(0), da (9) otteniamo∫
C2(0)

f(z)

(z − 1)3
dz =

2πi

2!
f ′′(i) = eiπi.

Abbiamo inoltre visto che se f ∈ H(Ω) allora f ′ ∈ H(Ω). Ne segue quindi
che se f(z) ammette primitiva in Ω, allora f(z) risulta olomorfa in Ω. Si
ottiene quindi il seguente risultato che possiamo considerare come l’inverso
del Teorema di Cauchy

Teorema 3.7. (di Morera)

Sia Ω ⊂ C aperto. Se f(z) è funzione continua in Ω tale che∫
∂∆

f(z) dz = 0

per ogni triangolo chiuso ∆ ⊂ Ω, allora f(z) è olomorfa in Ω.

Dim. Sia A un sottoinsieme aperto convesso in Ω. Allora dal Teorema 3.1 di esistenza di

una primitiva in un aperto convesso, abbiamo che esiste F ∈ H(A) tale che F ′(z) = f(z)

per ogni z ∈ A. Poichè abbiamo visto che la derivata di una funzione olomorfa è ancora

olomorfa otteniamo che f ∈ H(A) per ogni insieme aperto convesso A ⊂ Ω. Quindi risulta

f ∈ H(Ω). �

4. Teorema di Cauchy generalizzato e Indice di una curva
chiusa

Riportiamo nel seguito alcune generalizzazioni dei risultati visti nelle pre-
cedenti sezioni.

Ricordiamo che per definizione, data una funzione f(z) continua in un
aperto Ω e una curva γ di classe C1 a tratti con sostegno contenuto in Ω, si
ha ∫

γ
f(z) dz =

∫
γ
E · ds+ i

∫
γ
E⊥ · ds

essendo E(x, y) = (u(x, y),−v(x, y)) e E⊥(x, y) = (v(x, y), u(x, y)) i campi
vettoriali associati alla funzione f(x+iy) = u(x, y)+iv(x, y). Abbiamo visto
nelle precedenti sezioni, che se la funzione f(z) risulta olomorfa in Ω allora
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f(z) risulta di classe C1 in Ω e che, dalle condizioni di Cauchy-Riemann,
risulta

∂u

∂x
(x, y) =

∂v

∂y
(x, y) e

∂u

∂y
(x, y) = −∂v

∂x
(x, y), ∀ (x, y) ∈ Ω.

Ne segue quindi che se f(z) risulta olomorfa in Ω allora i campi E e E⊥

risultano di classe C1 e irrotazionali in Ω 3.
La teoria dei campi vettoriali si applica dunque alle funzioni olomorfe. In
particolare, ricordiamo il Teorema di Gauss-Green, il quale afferma che per
ogni campo vettoriale F (x, y) = (F1(x, y), F2(x, y)) di classe C1 in un aperto
Ω ⊂ R2 risulta ∫

∂D+
F · ds =

∫∫
D

∂F2

∂x
− ∂F1

∂y
dxdy

per ogni dominio normale regolare D ⊂ D ⊂ Ω, essendo ∂D+ la curva
semplice, chiusa e regolare a tratti avente per sostegno la frontiera di D
positivamente orientata. Dal Teorema di Gauss-Green segue allora che se il
campo F risulta irrotazionale in Ω allora

∫
∂D+ F · ds = 0 per ogni sottoin-

sieme D ⊂ D ⊂ Ω dominio normale regolare. Da quanto osservato abbiamo
allora una prima generalizzazione del Teorema di Cauchy

Corollario 3.4.
Sia f(z) funzione olomorfa in un aperto Ω ⊂ C allora per ogni dominio
normale regolare D ⊂ D ⊂ Ω risulta∫

∂D+
f(z) dz = 0

essendo ∂D+ la curva semplice, chiusa e regolare a tratti avente per sostegno
la frontiera di D positivamente orientata.

Ricordiamo ora che due curve γ e σ, rispettivamente di parametrizzazio-
ne γ : [a, b] → Ω e σ : [a, b] → Ω, sono dette omotope in Ω se esiste
un’applicazione continua Φ : [a, b]× [0, 1]→ Ω tale che

- Φ(t, 0) = γ(t) per ogni t ∈ [a, b],
- Φ(t, 1) = σ(t), per ogni t ∈ [a, b],

In particolare, si dice che una curva γ è omotopa ad un punto z0 ∈ Ω se
risulta omotopa alla curva “costante” σ0 avente per sostegno il punto z0.
Vale allora il seguente risultato

Teorema 3.8. (di Cauchy generalizzato)

Sia Ω ⊂ C aperto e sia f ∈ H(Ω). Allora
∫
γ f(z) dz = 0 per ogni curva

chiusa γ di classe C1 a tratti omotopa ad un punto in Ω.

Dim. Ci limitiamo a considerare il caso in cui γ è semplice. In tal caso, essendo γ curva
semplice chiusa di classe C1 a tratti omotopa ad un punto in Ω allora si può provare che
γ = ∂D essendo D ⊂ D ⊂ Ω unione di domini normali regolari (l’esistenza di tale dominio,

3Ricordiamo che un campo vettoriale F (x, y) = (F1(x, y), F2(x, y)) di classe C1 in

Ω ⊂ R2 è detto irrotazionale in Ω se risulta ∂F2
∂x

(x, y) = ∂F1
∂y

(x, y) per ogni (x, y) ∈ Ω)
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nonostante risulti intuitivo, è provato dal Teorema di Jordan e dal Teorema della funzione
implicita). Quindi, dal Corollario 3.4 segue che∫

γ

f(z) dz = ±
∫
∂D+

f(z) dz = 0.

�

In particolare, ricordando che un insieme aperto Ω è detto semplicemente
connesso se risulta connesso e se ogni curva chiusa γ con sostegno in Ω
risulta omotopa ad un punto in Ω, dal precedente risultato e dal Teorema
3.2 otteniamo

Corollario 3.5.
Se Ω è aperto semplicemente connesso e f ∈ H(Ω) allora per ogni curva
chiusa γ di classe C1 a tratti con sostegno in Ω risulta

∫
γ f(z) dz = 0.

Dal precedente Teorema e dal Teorema di esistenza di una primitiva abbia-
mo allora che ogni funzione olomorfa in un aperto semplicemente connesso
Ω ammette primitiva in Ω. Osserviamo che tale risultato corrisponde al-
l’equivalente risultato nella Teoria dei campi vettoriali, che afferma che un
campo vettoriale irrotazionale in un aperto semplicemente connesso risulta
conservativo (ovvero ammette un potenziale).

In particolare, dal Teorema fondamentale del calcolo per l’integrale curvili-
neo, otteniamo che se f(z) è funzione olomorfa in un aperto semplicemente
connesso Ω e γ1 e γ2 sono curve di classe C1 a tratti con sostegno in Ω
aventi i medesimi punti iniziali e finale allora∫

γ1

f(z) dz =

∫
γ2

f(z) dz.

Dal Teorema di Cauchy generalizzato segue inoltre

Corollario 3.6. (Invarianza per omotopia)

Sia Ω ⊂ C aperto e sia f(z) funzione olomorfa in Ω. Allora∫
γ1

f(z) dz =

∫
γ2

f(z) dz.

per ogni coppia γ1 e γ2 di curve chiuse di classe C1 a tratti omotope in Ω.

Dim. Infatti, sia Φ(t, s) : [a, b] × [0, 1] → Ω l’omotopia tra γ1 e γ2 in Ω. Allora, detta γ
la curva di parametrizzazione γ(s) = Φ(a, s), essendo γ1 e γ2 curve chiuse, avremo che la
curva Γ = γ1 ∪ γ ∪ (−γ2)∪ (−γ) risulta curva chiusa omotopa ad un punto in Ω e dunque
per il Teorema di Cauchy generalizzato si ha

0 =

∫
Γ

f(w) dw =

∫
γ1

f(w) dw +

∫
γ

f(w) dw −
∫
γ2

f(w) dw −
∫
γ

f(w) dw

da cui la tesi. �

Ad esempio, possiamo applicare il precedente risultato per calcolare l’inte-
grale ∫

∂R

cos z

z
dz
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essendo ∂R la curva semplice positivamente orientata avente per sostegno
la frontiera del rettangolo R = {z ∈ C | |Re(z)| ≤ 2, |Im(z)| ≤ 1}. Poichè
cos z
z è funzione olomorfa in C\{0}, dal Teorema di invarianza per omotopia

avremo che per ogni r > 0 risulta∫
∂R

cos z

z
dz =

∫
Cr(0)

cos z

z
dz

e poichè, dalla formula di Cauchy,∫
Cr(0)

cos z

z
dz =

∫
Cr(0)

cos z

z − 0
dz = 2πi cos 0 = 2πi

ne segue che
∫
∂R

cos z
z dz = 2πi.

Data una curva chiusa γ di classe C1 a tratti, per ogni z 6∈ γ risulta ben
definito il valore

Indγ(z) :=
1

2πi

∫
γ

dw

w − z
.

Tale valore è detto indice di z rispetto alla curva chiusa γ.

Vediamo come esempio notevole l’indice di una curva γ avente per sostegno
la circonferenza Cr(z0) percorsa n volte in senso antiorario. Una parame-
trizzazione di tale curva è data de ϕ(θ) = z0 + eiθ, θ ∈ [0, 2nπ]. Allora dalla
definizione risulta

Indγ(z0) =
1

2πi

∫
γ

dw

w − z0
=

1

2π

∫ 2nπ

0

ieiθ

eiθ
dθ = n.

Si può provare il seguente risultato

Teorema 3.9. (sull’indice di una curva)

Sia γ curva chiusa di classe C1 a tratti e sia Ω = C \ γ. Allora

(i) Indγ(z) è funzione a valori interi, costante in ogni componente
connessa di Ω,

(ii) Indγ(z) è nulla nella componente illimitata di Ω,
(iii) se σ è curva chiusa omotopa a γ in C\{z} allora Indγ(z) = Indσ(z).

Dal Teorema 3.9 avremo che se γr è la curva avente per sostegno la circonfe-
renza Br(z0) percorsa n volte in senso antiorario per ogni z ∈ Br(z0) risulta
Indγr(z) = Indγr(z0) = n mentre per ogni z 6∈ Br(z0), Indγr(z) = 0. Inoltre
se σ è curva chiusa omotopa a γr in C \ {z} allora Indσ(z) = Indγr(z).

Dai precedenti risultati, otteniamo

Teorema 3.10. (Formula di Cauchy generalizzata)

Sia Ω ⊂ C aperto e sia f ∈ H(Ω). Allora per ogni curva chiusa γ di classe
C1 a tratti con sostegno contenuto in Ω e ogni z ∈ Ω \ γ risulta

Indγ(z)f(z) =
1

2πi

∫
γ

f(w)

w − z
dw.
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Dim. Sia z ∈ Ω \ γ e sia r > 0 tale che Br(z) ⊂ Ω. Sia k = Indγ(z) si può provare allora
che γ risulta omotopa in Ω \ {z} alla curva σ ottenuta percorrendo la circonferenza Cr(z)
k volte. Una parametrizzazione di tale curva sarà data da ϕ(θ) = z+reiθ con θ ∈ [0, 2kπ].
Dal Teorema di invarianza per omotopia e dalla formula integrale di Cauchy otteniamo
allora ∫

γ

f(w)

w − z dw =

∫
σ

f(w)

w − z dw =

∫ 2kπ

0

f(z + reiθ)

ireiθ
eiθ dθ

= k

∫ 2π

0

f(z + reiθ)ireiθ dθ = k

∫
Cr(z)

f(w)

w − z dw = 2kπif(z).

�

5. Alcune conseguenze della Formula di Cauchy

Vediamo in questa sezione alcune conseguenze notevoli della formula di
Cauchy.

• Teorema fondamentale dell’algebra

Abbiamo già visto, come prima fondamentale conseguenza della Formula
di Cauchy, che ogni funzione olomorfa in Ω ⊂ C aperto risulta derivabile
infinite volte in Ω con

f (n)(z0) =
n!

2πi

∫
Cr(z0)

f(w)

(w − z0)n+1
dw, ∀n ∈ N

essendo z0 ∈ Ω e 0 < r < dist(z0, ∂Ω). Ne segue allora che vale la seguente
diseguaglianza di Cauchy

|f (n)(z0)| ≤ n!

rn
max

z∈Cr(z0)
|f(z)|, ∀ z0 ∈ Ω, 0 < r < dist(z0, ∂Ω), n ∈ N, (10)

da cui otteniamo

Teorema 3.11. (di Liouville)

Se f(z) è funzione olomorfa limitata in C allora f(z) è costante in C.

Dim. Sia M > 0 tale che per ogni z ∈ C risulti |f(z)| ≤ M . Preso z0 ∈ C dalla
diseguaglianza di Cauchy (10) otteniamo che

|f ′(z0)| ≤ M

r
, ∀ r > 0.

Dunque, facendo tendere r → +∞ otteniamo che f ′(z0) = 0 e quindi la tesi. �

Utilizzando il precedente risultato possiamo dimostrare il Teorema fonda-
mentale dell’algebra

Teorema 3.12. (di D’Alembert)

Se P (z) = a0 + a1z + ... + anz
n è polinomio di grado n ≥ 1 allora esiste

z0 ∈ C tale che P (z0) = 0.
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Dim. Poichè per |z| → +∞ si ha

|P (z)| = |z|n|a0
zn

+
a1
zn−1

+ ...+ an| → +∞,

se P (z) 6= 0 per ogni z ∈ C avremo che la funzione Q(z) = 1
P (z) → 0 per |z| → +∞.

Ne segue che Q(z) risulta funzione olomorfa limitata in C e dal Teorema di Liouville

otteniamo che Q(z), e dunque P (z), risulta costante in C, in contraddizione con il

fatto che il grado del polinomio è n ≥ 1. �

Dato un polinomio P (z) di grado n ≥ 1, dal Teorema di D’alembert, sia z0 ∈
C tale che P (z0) = 0. Diremo che z0 è uno zero di ordine (o molteplicità) m ∈
N se m ≤ n è tale che P (z) = (z−z0)mQ(z), essendo Q(z) polinomio di grado
n −m ≥ 0 con Q(z0) 6= 0. Se Q(z) non risulta costante (n > m), potremo
applicare il Teorema di D’Alembert al polinomioQ(z). Procedendo in questo
modo, si prova che ogni polinomio di grado n ∈ N ammette esattamente n
zeri in C se contati con la loro molteplicità.

• Zeri di una funzione analitica e Principio di identità

In analogia con la definizione di ordine di uno zero per un polinomio, di-
ciamo che una funzione f(z) analitica in un aperto Ω ⊂ C ha uno zero di
ordine (o molteplicità) m ∈ N in z0 ∈ Ω se esiste una funzione analitica g(z)
in Ω tale che g(z0) 6= 0 e f(z) = (z − z0)mg(z) per ogni z ∈ Ω.

Osserviamo che se f(z) è analitica in Ω e z0 ∈ Ω dalla definizione esiste
r > 0 e una successione (an)n∈N ⊂ C tale che

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n, ∀z ∈ Br(z0).

Avremo allora che z0 è uno zero di ordine m ∈ N per f(z) se e solo se risulta
a0 = a1 = ... = am−1 = 0 mentre am 6= 0. Poichè risulta

an =
f (n)(z0)

n!
, ∀n ∈ N∗,

avremo allora che z0 è uno zero di ordine m ∈ N per f(z) se e solo se si ha

f(z0) = f ′(z0) = ... = f (m−1)(z0) = 0 mentre f (m)(z0) 6= 0.

Ad esempio, osservato che z0 = 0 è zero della funzione f(z) = 1− cos(z2),
determiniamo la molteplicità. Dallo sviluppo di cosw in serie di potenze di
centro z0 = 0 abbiamo

f(z) = 1− cos(z2) =
∞∑
n=1

(−1)n+1 z4n

(2n)!
=
z4

2
− z8

24
+ ...

e dunque che a0 = a1 = a2 = a3 = 0 mentre a4 = 1
2 . Abbiamo quindi che

z0 = 0 è zero di molteplicità 4. In alternativa, abbiamo

f ′(z) = 2z sin(z2), f ′′(z) = 2 sin(z2) + 4z2 cos(z2),

f ′′′(z) = 4z cos(z2) + 8z cos(z2)− 8z3 sin(z2) = 12z cos(z2)− 8z3 sin(z2)

f ′′′′(z) = 12 cos(z2)− 48z2 sin(z2)− 16z4 cos(z2)
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e dunque che risulta f(0) = f ′(0) = f ′′(0) = f ′′′(0) = 0 mentre f ′′′′(0) =
12. Dalla precedente caratterizzazione ne segue allora che la molteplicità di
z0 = 0 è 4.

Abbiamo inoltre il seguente risultato che prova che una funzione analitica
non identicamente nulla non può avere uno zero di “ordine infinito”4

Teorema 3.13. (zeri di funzioni analitiche)

Sia f(z) funzione analitica nell’aperto connesso Ω ⊂ C e sia z0 ∈ Ω tale che
f(z0) = 0. Sono allora equivalenti le seguenti affermazioni

(i) f (n)(z0) = 0 per ogni n ∈ N,
(ii) esiste r > 0 tale che f(z) = 0 per ogni z ∈ Br(z0),

(iii) f(z) è nulla in Ω.

Dim. (i)⇒ (ii) Essendo f(z) analitica, esiste (an)n≥0 e r > 0 tale che

f(z) =

∞∑
n=0

an(z − z0)n, ∀ z ∈ Br(z0).

Poichè risulta an = f(n)(z0)
n!

per ogni n ∈ N e per ipotesi f (n)(z0) = 0 per ogni n ∈ N∗, ne
segue che f(z) = 0 per ogni z ∈ Br(z0).

(ii)⇒ (i) Immediato.

(ii)⇒ (iii) Sia

Ω0 = {z ∈ Ω | f (n)(z) = 0 per ogni n ∈ N∗}.
Osserviamo che essendo (i) ⇔ (ii), abbiamo che z0 ∈ Ω0 e che se z ∈ Ω0 allora esiste
r > 0 tale che Br(z) ⊂ Ω0. Dunque Ω0 risulta aperto e non vuoto. D’altra parte, essendo
una funzione analitica continua insieme a tutte le sue derivate, il complementare Ω \ Ω0

risulta è anch’esso aperto. Poichè Ω è connesso e Ω0 6= ∅, avremo Ω ≡ Ω0.

(iii)⇒ (ii) Immediato. �

Abbiamo dunque che se z0 è uno zero della funzione f(z) analitica e non
identicamente nulla in un aperto connesso Ω allora esiste m ∈ N tale che
f(z0) = f ′(z0) = ... = f (m−1)(z0) = 0 mentre f (m)(z0) 6= 0, ovvero z0 è zero
di ordine m. Denotato con

Z(f) := {z ∈ Ω | f(z) = 0}
l’insieme degli zeri di f(z), abbiamo

Corollario 3.7.
Sia f(z) funzione analitica nell’aperto connesso Ω ⊂ C non identicamente
nulla in Ω. Allora Z(f) è costituito da punti isolati e non ammette punti di
accumulazione in Ω.

Dim. Sia z0 ∈ Z(f), per quanto provato nel precedente Teorema abbiamo che esiste m ∈ N
e una funzione g(z) analitica in Ω con g(z0) 6= 0 tale che f(z) = (z − z0)mg(z). Essendo

g(z) continua avremo che g(z) 6= 0 in un intorno di z0 e dunque che z0 è uno zero isolato

4 Osserviamo che la funzione reale di classe C∞ f(x) =

®
e
− 1
x2 se x 6= 0

0 se x = 0
ha invece

uno zero di ordine infinito in 0 essendo f (n)(0) = 0 per ogni n ∈ N.
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di f(z).

Proviamo ora che Z(f) non ammette punti di accumulazione. Per assurdo, sia z0 ∈ Ω

punto di accumulazione di Z(f). Avremo allora che esiste una successione (zn)n∈N ⊂ Z(f)

tale che zn → z0 per n → +∞. Essendo f(z) continua si ottiene che f(z0) = 0, dunque

z0 ∈ Z(f) e non risulta punto isolato, in contraddizione con il fatto che ogni zero di f(z)

è isolato. �

Dal teorema sugli zeri di una funzione analitica segue inoltre immediata-
mente

Corollario 3.8. (Principio di identità)

Siano f(z) e g(z) funzioni analitiche nell’aperto connesso Ω ⊂ C. Se f(z)
e g(z) coincidono in un intorno di z0 ∈ Ω allora coincidono in tutto Ω.

Dim. È sufficiente applicare il Teorema 3.13 (ii)⇔ (iii) alla funzione f(z)− g(z). �

• Proprietà della media e Principio del massimo modulo

Come ulteriore applicazione della Formula di Cauchy, abbiamo che per
ogni funzione olomorfa in un disco Bρ(z0) si ha che il valore f(z0) per ogni
0 < r < ρ risulta pari alla media dei valori assunti dalla funzione sul cerchio
Cr(z0). Precisamente si ha

Teorema 3.14. (Proprietà della media)

Se f(z) è funzione olomorfa nel disco aperto Bρ(z0), allora per ogni 0 < r <
ρ risulta

f(z0) =
1

2π

∫ 2π

0
f(z0 + reiθ) dθ. (11)

Dim. Dalla Formula di Cauchy abbiamo

f(z0) =
1

2πi

∫
Cr(z0)

f(w)

(w − z0)
dw

e considerando γ(θ) = z0 + reiθ, θ ∈ [0, 2π] come parametrizzazione della curva Cr(z0),
otteniamo

f(z0) =
1

2πi

∫ 2π

0

f(z0 + reiθ)

reiθ
ireiθ dθ =

1

2π

∫ 2π

0

f(z0 + reiθ) dθ.

�

Dalla Proprietà della media si ottiene inoltre il seguente risultato.

Teorema 3.15. (Principio del massimo modulo)

Sia f(z) funzione olomorfa nell’aperto connesso Ω. Se |f(z)| ammette mas-
simi relativi in Ω allora f(z) è costante in Ω.

Dim. Sia z0 ∈ Ω un punto di massimo relativo per |f(z)|. Per definizione abbiamo allora
che esiste ρ > 0 tale che Bρ(z0) ⊂ Ω e |f(z)| ≤ |f(z0)| per ogni z ∈ Bρ(z0). Osserviamo
che, dal Principio di identità per provare che f(z) risulta costante in Ω è sufficiente provare
che f(z) risulta costante in Bρ(z0). Se f(z0) = 0, otteniamo immediatamente che f(z) = 0
in Bρ(z0).

Se f(z0) 6= 0, consideriamo la funzione g(z) = f(z)
f(z0)

olomorfa in Ω con g(z0) = 1. Abbiamo

allora che |g(z)| ≤ |g(z0)| = 1 per ogni z ∈ Bρ(z0). Ne segue allora che, per ogni z ∈ Bρ(z0)
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risulta Re(g(z)) ≤ |g(z)| ≤ 1 ed inoltre, che se Re(g(z)) = 1 allora g(z) = 1.
Ora, dalla proprietà della media abbiamo che per ogni r < ρ risulta

1 = g(z0) =
1

2π

∫ 2π

0

g(z0 + reiθ) dθ

da cui ∫ 2π

0

1− g(z0 + reiθ) dθ = 0

Ne segue che ∫ 2π

0

1−Re(g(z0 + reiθ)) dθ = 0

e poichè Re(g(z0 +reiθ)) ≤ 1 per ogni θ ∈ [0, 2π], ne concludiamo che Re(g(z0 +reiθ)) = 1

per ogni θ ∈ [0, 2π] e ogni r < ρ. Otteniamo allora che per ogni z ∈ Bρ(z0) risulta

Re(g(z)) = 1 e dunque che g(z) = 1, ovvero f(z) = f(z0) per ogni z ∈ Bρ(z0). �

In particolare, dal precedente risultato abbiamo che se f(z) è funzione
olomorfa nell’aperto connesso limitato Ω ⊂ C e continua in Ω allora

max
z∈Ω
|f(z)| ≤ max

z∈∂Ω
|f(z)|.

e se f(z) non è costante allora

|f(z)| < max
w∈∂Ω

|f(w)|, ∀ z ∈ Ω.

6. Funzioni armoniche

Una funzione g : Ω ⊂ R2 → R è detta armonica nell’aperto Ω se g(z)
risulta derivabile due volte con derivate continue in Ω e soddisfa l’equazione
di Laplace:

∆g :=
∂2g

∂x2
+
∂2g

∂y2
= 0 in Ω

Data una funzione f(z) definita nell’aperto Ω, siano u(x, y) e v(x, y) la sua
parte reale e immaginaria: f(x+iy) = u(x, y)+iv(x, y), (x, y) ∈ Ω. Da quan-
to visto abbiamo che se f(z) risulta olomorfa in Ω allora anche f ′(z) risulta
olomorfa in Ω, quindi in particolare abbiamo che u(x, y) e v(x, y) risultano
derivabili due volte in Ω con derivate continue. Inoltre, dalle condizioni di
Cauchy-Riemann abbiamo che

∂u

∂x
=
∂v

∂y
e

∂u

∂y
= −∂v

∂x

e poichè le condizioni di Cauchy-Riemann risultano soddisfatte anche da f ′

e

f ′(x+ iy) =
∂u

∂x
− i∂u

∂y
=
∂v

∂y
+ i

∂v

∂x

otteniamo

∂

∂x
(
∂u

∂x
) =

∂

∂y
(−∂u
∂y

) e
∂

∂y
(
∂v

∂y
) = − ∂

∂x
(
∂v

∂x
)
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e dunque che u(x, y) e v(x, y) soddisfano l’equazione di Laplace in Ω:

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0 e

∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
= 0

Abbiamo quindi che la parte reale u(x, y) e la parte immaginaria v(x, y) di
una funzione olomorfa in Ω risultano funzioni armoniche in Ω.

Viceversa, abbiamo che ogni funzione armonica in un aperto semplicemente
connesso risulta parte reale di una funzione olomorfa. Vale difatti

Teorema 3.16. Sia u(x, y) funzione armonica nell’aperto semplicemente
connesso Ω. Allora esiste una funzione v(x, y) armonica in Ω (detta co-
niugata armonica di u(x, y)) tale che f(x + iy) = u(x, y) + iv(x, y) risulti
olomorfa in Ω.

Dim. Consideriamo il campo vettoriale F (x, y) = (− ∂u
∂y

(x, y), ∂u
∂x

(x, y)). Poichè u(x, y) è

armonica abbiamo che F (x, y) risulta campo di classe C1 in Ω e inoltre, dall’equazione di
Laplace, abbiamo che F (x, y) risulta irrotazionale in Ω:

∂

∂x
(
∂u

∂x
) =

∂

∂y
(−∂u

∂y
)

Dalla Teoria dei campi vettoriali, essendo Ω semplicemente connesso, abbiamo allora che
F (x, y) risulta campo conservativo e dunque esiste v(x, y) tale che ∇v = F in Ω, ovvero
tale che

∂v

∂x
= −∂u

∂y
e

∂v

∂y
=
∂u

∂x
Riconosciamo nelle precedenti equazioni le equazioni di Cauchy-Riemann associate alla

funzione f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y) che dunque risulta olomorfa in Ω. �

Dal precedente risultato e dalle proprietà viste sulle funzioni olomorfe segue
che ogni funzione armonica risulta di classe C∞. Seguono inoltre le seguenti
proprietà delle funzioni armoniche:

Teorema 3.17. (Principio di identità per funzioni armoniche)

Sia u(x, y) funzione armonica in un aperto connesso Ω ⊂ R2. Se u(x, y)
risulta nulla in un intorno di (x0, y0) ∈ Ω allora u(x, y) risulta identicamente
nulla in Ω.

Inoltre

Teorema 3.18. (Proprietà della media per funzioni armoniche)

Se u(x, y) è funzione olomorfa nel disco aperto Bρ(x0, y0), allora per ogni
0 < r < ρ risulta

u(x0, y0) =
1

2π

∫ 2π

0
u(x0 + r cos θ, y0 + r sin θ) dθ.

Infine

Teorema 3.19. (Principio del massimo per funzioni armoniche)

Sia Ω ⊂ R2 aperto connesso. Se u(x, y) ammette un punto di massimo
relativo in Ω allora u(x, y) è costante in Ω.



CAPITOLO 4

Singolarità di Funzioni Olomorfe

In questo capitolo studieremo il comportamento di una funzione olomorfa
nell’intorno di un punto singolare definito come segue. Diremo che una
funzione f(z) ha una singolarità isolata in z0 ∈ C se esiste r > 0 tale che f(z)
risulta definita e olomorfa in Br(z0) \ {z0}.

Ad esempio, le funzioni 1
z , sin z

z , 1−cos z
z2 hanno una singolarità isolata in

z0 = 0. La funzione 1
1+z2 ha singolarità isolate nei punti z0 = ±i.

Il principale strumento per lo studio di una funzione nell’intorno di una
singolarità è dato dallo sviluppo in serie di Laurent di tale funzione.

1. Serie di Laurent

Si dice serie di Laurent di centro z0 ∈ C una serie della forma

∑
n∈Z

an(z − z0)n :=
∞∑
n=1

a−n
1

(z − z0)n
+
∞∑
n=0

an(z − z0)n (12)

dove si intende che tale serie converge in z ∈ C se risultano tali le due serie a
secondo membro. Osserviamo che tali serie risultano serie di potenze, infatti,
ponendo w = 1

z−z0 possiamo riscrivere la prima serie come
∑∞
n=1 a−nw

n.

Detto allora 1
r il raggio di convergenza della serie

∑∞
n=1 a−nw

n e R il raggio
di convergenza della serie

∑∞
n=0 an(z−z0)n, se r < R, avremo che la serie di

Laurent (12) risulterà convergente in ogni z ∈ C tale che r < |z − z0| < R.
Denotata con Sr,R(z0) la corona circolare aperta di centro z0 e raggi 0 ≤ r <
R ≤ +∞:

Sr,R(z0) := {z ∈ C | r < |z − z0| < R},

dai risultati sulle serie di potenze, abbiamo allora che la serie di Laurent
(12), risulta assolutamente convergente nella corona Sr,R(z0) e uniforme-
mente convergente in ogni sottoinsieme chiuso e limitato di Sr,R(z0). Inoltre,
denotata con f(z) la somma di tale serie, abbiamo che f(z) risulta funzione
olomorfa in Sr,R(z0).

Proveremo nel seguito che, viceversa, ogni funzione olomorfa in una corona
circolare Sr,R(z0) risulta ivi sviluppabile in serie di Laurent. Innazitutto,
dalla formula di Cauchy generalizzata, abbiamo

59
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Teorema 4.1. (Lemma di Laurent)

Sia f(z) funzione olomorfa in un aperto Ω ⊂ C contenente la corona circo-
lare chiusa Sr,R(z0) con 0 < r < R < +∞. Allora

f(z) =
1

2πi

∫
CR(z0)

f(w)

w − z
dw − 1

2πi

∫
Cr(z0)

f(w)

w − z
dw, ∀ z ∈ Sr,R(z0).

Dim. Dato z ∈ Sr,R(z0), dalla formula di Cauchy abbiamo che per ρ > 0 tale che
Bρ(z) ⊂ Sr,R(z0) si ha

f(z) =
1

2πi

∫
Cρ(z)

f(w)

w − z dw.

Consideriamo il cammino chiuso Γ = γR ∪ s+ ∪ γr ∪ s−, essendo γR la curva ottenuta
percorrendo ∂BR(z0) una sola volta in senso antiorario , γr la curva ottenuta percorrendo
∂Br(z0) una sola volta in senso orario e s+ la curva ottenuta percorrendo un segmento
s (non passante per z) congiungente ∂BR(z0) con ∂Br(z0) e s− il medesimo segmento
in senso opposto. Allora Γ risulta omotopa a Cρ(z) in Sr,R(z0) \ {z} e dal Teorema di
invarianza per omotopia otteniamo

f(z) =
1

2πi

∫
Cρ(z)

f(w)

w − z dw =
1

2πi

∫
Γ

f(w)

w − z dw

Poichè ∫
s−

f(w)

w − z dw = −
∫
s+

f(w)

w − z dw

e γR = CR(z0) mentre γr = −Cr(z0), si ha allora

f(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(w)

w − z dw =
1

2πi

∫
γR

f(w)

w − z dw +
1

2πi

∫
γr

f(w)

w − z dw

=
1

2πi

∫
CR(z0)

f(w)

w − z dw −
1

2πi

∫
Cr(z0)

f(w)

w − z dw.

�

Ne segue allora

Teorema 4.2. (Sviluppabilità in serie di Laurent)

Sia f(z) funzione olomorfa nella corona circolare Sr,R(z0) con 0 ≤ r < R ≤
+∞. Allora

f(z) =
∑
n∈Z

an(z − z0)n ∀ z ∈ Sr,R(z0). (13)

dove per ρ ∈ (r,R) risulta

an =
1

2πi

∫
Cρ(z0)

f(w)

(w − z0)n+1
dw, ∀n ∈ Z.

Dim. Infatti, scelti r < ρ1 < ρ2 < R, dal Lemma di Laurent applicato alla corona circolare
Sρ1,ρ2(z0) abbiamo che

f(z) =
1

2πi

∫
Cρ2 (z0)

f(w)

w − z dw −
1

2πi

∫
Cρ1 (z0)

f(w)

w − z dw, ∀ z ∈ Sρ1,ρ2(z0) (14)

Procedendo come nella dimostrazione del Teorema sulla sviluppabilità in serie di potenze
delle funzioni olomorfe, per ogni |z − z0| < ρ2, essendo | z−z0

w−z0
| < 1 per ogni |w− z0| = ρ2,

risulta
1

w − z =
1

w − z0 − (z − z0)
=

1

w − z0

1

1− z−z0
w−z0

=
∑
n≥0

(z − z0)n

(w − z0)n+1
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da cui

1

2πi

∫
Cρ2 (z0)

f(w)

w − z dw =
1

2πi

∫
Cρ2 (z0)

∑
n≥0

f(w)
(z − z0)n

(w − z0)n+1
dw

=
∑
n≥0

(
1

2πi

∫
Cρ2 (z0)

f(w)

(w − z0)n+1
dw)(z − z0)n

Analogalmente, per ogni |z− z0| > ρ1, essendo |w−z0
z−z0

| < 1 per ogni |w− z0| = ρ1 abbiamo

1

w − z =
1

w − z0 − (z − z0)
= − 1

z − z0

1

1− w−z0
z−z0

= −
∑
k≥0

(w − z0)k

(z − z0)k+1
= −

∑
n≤−1

(z − z0)n

(w − z0)n+1

(dove abbiamo posto −n = k + 1) da cui

− 1

2πi

∫
Cρ1 (z0)

f(w)

w − z dw =
1

2πi

∫
Cρ2 (z0)

∑
n≤−1

f(w)

(w − z0)n+1
(z − z0)n dw

=
∑
n≤−1

(
1

2πi

∫
Cρ1 (z0)

f(w)

(w − z0)n+1
dw)(z − z0)n

Osservato ora che per il Teorema di invarianza per omotopia per ogni ρ1 < ρ < ρ2 risulta∫
Cρ(z0)

f(w)

(w − z0)k
dw =

∫
Cρ1 (z0)

f(w)

(w − z0)k
=

∫
Cρ2 (z0)

f(w)

(w − z0)k
dw, ∀k ∈ Z,

da (14) e da quanto provato otteniamo che per ogni z ∈ Sρ1,ρ2(z) risulta

f(z) =
∑
n≥0

(
1

2πi

∫
Cρ2 (z0)

f(w)

(w − z0)n+1
dw)(z − z0)n

+
∑
n≤−1

(
1

2πi

∫
Cρ1 (z0)

f(w)

(w − z0)n+1
dw)(z − z0)n

=
∑
n∈Z

(
1

2πi

∫
Cρ(z0)

f(w)

(w − z0)n+1
dw)(z − z0)n

Essendo ρ1 < ρ2 arbitrari in (r,R) segue la tesi. �

Si può inoltre provare che lo sviluppo in serie di Laurent ottenuto nel
precedente Teoema è unico, ovvero se

f(z) =
∑
n∈N

an(z − z0)n ∀ z ∈ Sr,R(z0),

allora, per ogni n ∈ Z e ρ ∈ (r,R) risulta

an =
1

2πi

∫
Cρ(z0)

f(w)

(w − z0)n+1
dw.

Ad esempio, consideriamo la funzione f(z) = 1
1+z2 che risulta definita e

olomorfa in C \ {±i}. I punti ±i risultano quindi delle singolarità isolate
per f(z). Ricordando che 1

1+w =
∑
n≥0(−1)nwn per ogni |w| < 1, per
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0 < |z − i| < 2 abbiamo

1

1 + z2
=

1

(z − i)(z + i)
=

1

z − i
1

z − i+ 2i
=

1

2i

1

z − i
1

z−i
2i + 1

=
1

2i

1

z − i
∑
n≥0

(−1)n(
z − i

2i
)n =

1

2i

∑
n≥0

(− 1

2i
)n(z − i)n−1

=
1

2i

1

z − i
+

1

4
− 1

8i
(z − i) + ...

Da quanto abbiamo provato ne segue in particolare che per ogni ρ ∈ (0, 2)
risulta

a−1 =
1

2i
=

1

2πi

∫
Cρ(i)

1

1 + z2
dz

e dunque che
∫
Cρ(i)

1
1+z2 dz = π.

2. Classificazione delle Singolarità

Se f(z) è funzione con una singolarità isolata in z0 ∈ C, dalla definizio-
ne abbiamo che esiste R > 0 tale che f(z) risulta olomorfa nella “corona
circolare” BR(z0) \ {z0}. Dal Teorema di sviluppabilità in serie di Laurent
abbiamo allora che esiste una successione (an)n∈Z tale che vale lo sviluppo
in serie di Laurent

f(z) =
∑
n∈Z

an(z−z0)n =
∞∑
n=1

a−n
(z − z0)n

+
∞∑
n=0

an(z−z0)n ∀ z ∈ BR(z0)\{z0}.

A seconda del numero di termini an con n < 0 non nulli possiamo dare la
seguente classificazione delle singolarità:

• Se an = 0 per ogni n < 0, ovvero se risulta

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n, ∀ z ∈ BR(z0) \ {z0},

diremo che z0 è una singolarità eliminabile.

• Se an = 0 per ogni n < −m e a−m 6= 0, ovvero se risulta

f(z) =
a−m

(z − z0)m
+...+

a−2

(z − z0)2
+

a−1

z − z0
+
∞∑
n=0

an(z−z0)n ∀ z ∈ BR(z0)\{z0},

diremo che z0 è un polo di ordine m ∈ N. In particolare, nel caso in cui
m = 1 si dice che z0 è un polo semplice,

• Altrimenti, se an 6= 0 per infiniti indici n < 0, diremo che z0 è una
singolarità essenziale.

Vediamo qualche esempio.
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• Consideriamo la funzione sin z
z che presenta una singolarità isolata in z0 =

0. Dallo sviluppo in serie di potenze di sin z abbiamo

sin z =
∑
n≥0

(−1)n
z2n+1

(2n+ 1)!
, ∀ z ∈ C.

Dunque risulta

sin z

z
=
∑
n≥0

(−1)n
z2n

(2n+ 1)!
= 1− z2

3!
+
z4

5!
+ ..., ∀ z ∈ C \ {0}

e dalla definizione data, z0 = 0 è una singolarità eliminabile.

• Consideriamo la funzione 1
1+z2 . Abbiamo visto che per ogni 0 < |z−i| < 2

risulta
1

1 + z2
=

1

2i

1

z − i
+

1

4
− 1

8i
(z − i) + ...

dunque, secondo la definizione data 1
1+z2 ha un polo semplice in z0 = i.

• La funzione sin 1
z presenta invece una singolarità essenziale in z0 = 0, in

quanto dallo sviluppo in serie di potenze di sin z per ogni z 6= 0 risulta

sin
1

z
=
∑
n≥0

(−1)n
1

(2n+ 1)!

1

z2n+1
=

1

z
− 1

3!

1

z3
+

1

5!

1

z5
+ ...

Vediamo una caratterizzazione delle singolarità isolate.

Teorema 4.3. (Caratterizzazione delle singolarità eliminabili)

Sia f(z) funzione con una singolarità isolata in z0 ∈ C. Sono equivalenti le
seguenti affermazioni:

(i) f(z) ha una singolarità eliminabile in z0;
(ii) lim

z→z0
f(z) = ` ∈ C;

(iii) esiste r > 0 e una funzione g(z) olomorfa in Br(z0) tale che f(z) =
g(z) per ogni z 6= z0.

Dim. Dalla definizione e dal Teorema di sviluppabilità in serie di Laurent sia R > 0 e
(an)n∈Z tale che

f(z) =
∑
n∈Z

an(z − z0)n ∀BR(z0) \ {z0}.

(i)⇒ (ii) Se z0 è una singolarità eliminabile, allora risulta

f(z) =

∞∑
n=0

an(z − z0)n → a0 ∈ C, per z → z0

e dunque lim
z→z0

f(z) = a0 = ` ∈ C.

(ii)⇒ (iii) Se f(z)→ ` ∈ C per z → z0, allora posto

g(z) =

®
f(z) se z 6= z0

` se z = z0,

otteniamo che g(z) risulta continua in BR(z0) ed olomorfa in BR(z0)\{z0}. Dal Corollario
3.2 abbiamo allora che g(z) ammette primitiva in BR(z0) e dunque risulta olomorfa in
BR(z0).
(iii) ⇒ (i) Sia r > 0 e g(z) olomorfa in Br(z0) tale che f(z) = g(z) per ogni z ∈
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Br(z0) \ {z0}. Essendo g(z) olomorfa in Br(z0), dal Teorema di sviluppabilità in serie di
potenze esiste allora una successione (bn)n∈N e 0 < ρ ≤ r tale che

g(z) =

∞∑
n=0

bn(z − z0)n, ∀z ∈ Bρ(z0)

dunque per ogni z ∈ Bρ(z0) \ {z0} risulta

f(z) =

∞∑
n=0

bn(z − z0)n

e dall’unicità dello sviluppo in serie di Laurent segue allora che an = bn per ogni n ≥ 0 e

an = 0 per ogni n < 0. Dunque z0 è singolarità eliminabile. �

Dal precedente risultato, se z0 è singolarità eliminabile della funzione f(z)
allora esiste una funzione olomorfa g(z) tale che f(z) = g(z) per ogni z 6= z0.
Tale funzione è detta prolungamento analitico di f(z) in z0.

Ad esempio, le funzioni 1−cos(z)
z2 , z−sinh z

z3 e ez
2−e−z2
z2 hanno una singolarità

eliminabile in z0 = 0.

Per quanto riguarda i poli abbiamo invece

Teorema 4.4. (Caratterizzazione dei poli)

Sia f(z) funzione con una singolarità isolata in z0 ∈ C. Sono equivalenti le
seguenti affermazioni:

(i) f(z) ha un polo di ordine m ∈ N in z0;
(ii) esiste m ∈ N tale che lim

z→z0
(z − z0)mf(z) = ` ∈ C \ {0};

(iii) lim
z→z0

|f(z)| = +∞;

(iv) esiste m ∈ N, r > 0 e una funzione g(z) olomorfa in Br(z0) con
g(z0) 6= 0 e tale che

f(z) =
g(z)

(z − z0)m
per ogni Br(z0) \ {z0}.

Dim. Dalla definizione e dal Teorema di sviluppabilità in serie di Laurent sia R > 0 e
(an)n∈Z tale che

f(z) =
∑
n∈Z

an(z − z0)n ∀BR(z0) \ {z0}.

(i)⇒ (ii) Se z0 è un polo di ordine m ∈ N, per definizione risulta

f(z) =
a−m

(z − z0)m
+ ...+

a−2

(z − z0)2
+

a−1

z − z0
+
∑
n≥0

an(z − z0)n ∀ z ∈ BR(z0) \ {z0}.

dove a−m 6= 0 e quindi per z → z0 otteniamo

(z−z0)mf(z) = a−m+a−m+1(z−z0)+...+a−1(z−z0)m−1+
∑
n≥0

an(z−z0)n+m → a−m ∈ C\{0}.

(ii)⇒ (iii) È immediata essendo

lim
z→z0

|f(z)| = lim
z→z0

|f(z)||z − z0|m

|z − z0|m
= +∞.

(iii) ⇒ (iv) Se |f(z)| → +∞ per z → z0, allora esiste 0 < r < R tale che f(z) 6= 0
per ogni z ∈ Br(z0) \ {z0}. Allora la funzione 1

f(z)
risulta olomorfa in Br(z0) \ {z0} e
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poichè 1
f(z)
→ 0 per z → z0, dalla caratterizzazione delle singolarità eliminabili, esiste una

funzione h(z) olomorfa in Br(z0) tale che h(z) = 1
f(z)

per ogni z 6= z0. Inoltre h(z0) = 0 e

dunque z0 risulta uno zero isolato per h(z). Dal Teorema sugli zeri di funzioni analitiche
abbiamo allora che esiste m ∈ N e una funzione H(z) olomorfa in Br(z0) con H(z0) 6= 0
tale che h(z) = (z − z0)mH(z). Posto g(z) = 1

H(z)
avremo che g(z) risulta olomorfa in

Br(z0) con g(z0) 6= 0 e

f(z) =
1

h(z)
=

1

(z − z0)mH(z)
=

g(z)

(z − z0)m
.

(iv) ⇒ (i) Essendo g(z) olomorfa in Br(z0), esiste una successione (bn)n∈N e 0 < ρ ≤ r
tale che

g(z) =
∑
n≥0

bn(z−z0)n = b0+b1(z−z0)+...+bm−1(z−z0)m−1+
∑
n≥m

bn(z−z0)n, ∀z ∈ Bρ(z0).

Ne segue per ogni z ∈ Bρ(z0) \ {z0} risulta

f(z) =
g(z)

(z − z0)m
=

b0
(z − z0)m

+
b1

(z − z0)m−1
+ ...+

bm−1

z − z0
+
∑
n≥m

bn(z − z0)n−m.

Essendo g(z0) = b0 6= 0, dalla definizione segue che z0 risulta un polo di ordine m ∈ N. �

Ad esempio, la funzione f(z) = z+1
(z−1)2 ha un polo di molteplicità 2 in z0 = 1,

essendo z0 = 1 uno zero di molteplicità 2 per h(z) = (z − 1)2. In generale,
considerata una funzione della forma

f(z) =
g(z)

h(z)

dove h(z) e g(z) sono funzioni olomorfe in un aperto Ω, avremo che gli
zeri della funzione h(z) saranno delle singolarità isolate per f(z). Inoltre se
z0 ∈ Ω è zero di molteplicità m ∈ N per h(z) avremo che

• z0 è singolarità eliminabile per f(z) se z0 è zero di molteplicità
n ≥ m per g(z),
• z0 è un polo di ordine m−n se z0 è zero di molteplicità 0 ≤ n < m

per g(z).

Ad esempio, la funzione

f(z) =
ez − e−z

1− cos(z2)

ha un polo di ordine 3 in z0 = 0.

Infine, dai precedenti Teoremi, e dunque per esclusione dei precedenti casi,
otteniamo

Teorema 4.5. (Caratterizzazione delle singolarità essenziali)

Sia f(z) funzione con una singolarità isolata in z0 ∈ C. Allora f(z) ha una
singolarità essenziale in z0 se e solo se non esiste il limite lim

z→z0
|f(z)|.
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3. Teorema dei residui

Vedremo in questa sezione una tecnica particolarmente utile per il calcolo
di integrali della forma

∫
γ f(z) dz dove γ è una curva chiusa in un aperto

Ω ⊂ C e f(z) è funzione olomorfa in Ω eccetto al più un numero finito di
singolarità isolate.

Osserviamo che data una funzione f(z) con una singolarità isolata in z0,
dal Teorema di sviluppabilità in serie di Laurent abbiamo che esiste R > 0
tale che

f(z) =
∑
n∈Z

an(z − z0)n ∀ z ∈ BR(z0) \ {z0}. (15)

dove per ρ ∈ (0, R) risulta

an =
1

2πi

∫
Cρ(z0)

f(w)

(w − z0)n+1
dw, ∀n ∈ Z.

In particolare abbiamo che

a−1 =
1

2πi

∫
Cρ(z0)

f(w) dw.

Tale termine viene detto residuo di f(z) in z0 e viene denotato con Res(f, z0).
Dunque, per definizione, si ha∫

Cρ(z0)
f(w) dw = 2πiRes(f, z0)

e dal Teorema di invarianza per omotopia, per ogni curva chiusa γ in BR(z0)\
{z0} omotopa in BR(z0) \ {z0} alla curva Cρ(z0), ρ ∈ (0, R), risulta∫

γ
f(w) dw = 2πiRes(f, z0)

Più in generale vale il seguente risultato

Teorema 4.6. (dei residui)
Sia f(z) funzione olomorfa in un aperto Ω eccetto al più un infinità nume-
rabile z1, z2, ..., zk, ... di singolarità isolate e sia γ una curva positivamente
orientata, di classe C1 a tratti, semplice e chiusa omotopa ad un punto in
Ω. Se zk 6∈ γ per ogni k ∈ N allora∫

γ
f(w) dw = 2πi

∑
zk∈D

Res(f, zk),

essendo D ⊂ Ω aperto tale che γ = ∂D+.

Dim. Poichè D ∩Ω risulta chiuso e limitato, esisteranno solo un numero finito di singola-
rità isolate zk in D, siano z̄1, z̄2,..., z̄n. Siano r1, r2, ..., rn numeri positivi sufficientemente
piccoli di modo che per ogni k = 1, ..., n risulti Brk (z̄k) ⊂ D e per ogni k 6= h si abbia

Brk (zk)∩Brh(zk) = ∅. Sia allora σ = ∪nk=1Crk (zk)∪γ±k , essendo γk un segmento congiun-

gente Crk (zk) con Crk+1
(zk+1). Allora si può provare che σ risulta curva chiusa omotopa
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a γ in Ω \ {z̄1, z̄2, ..., z̄n} e dunque dal Teorema di invarianza per omotopia risulta∫
γ

f(w) dw =

∫
σ

f(w) dw =

n∑
k=1

∫
Crk (zk)

f(w) dw = 2πi

n∑
k=1

Res(f, z̄k) = 2πi
∑
zk∈D

Res(f, zk).

�

Abbiamo visto che per definizione il residuo di una funzione f(z) con una
singolarità isolata in z0 è pari al coefficiente a−1 dello sviluppo in serie di
Laurent

f(z) =
∑
n∈Z

an(z − z0)n ∀ z ∈ Br(z0) \ {z0}.

Ad esempio, la funzione f(z) = e−
1
z ha una singolarità isolata in z0 = 0 e

dallo sviluppo di potenze di ew in w = 0, per ogni z 6= 0 abbiamo

e−
1
z =

∑
n≥0

(−1)n

n!

1

zn
= 1− 1

z
+

1

2

1

z2
− 1

3!

1

z3
+ ...

quindi Res(e−
1
z , 0) = −1. Dai precedenti risultati, per ogni curva γ semplice

e chiusa omotopa a C1(0) in C \ {0} risulta∫
γ
e−

1
z dz = −2πi.

Come ulteriore esempio, consideriamo la funzione f(z) = 1
z2+1

che presenta
due singolarità isolate nei punti ±i. Abbiamo allora che per ogni r > 1 si
ha ∫

Cr(0)

1

z2 + 1
dz = 2πi(Res(

1

z2 + 1
, i) + Res(

1

z2 + 1
,−i))

e poichè abbiamo Res( 1
z2+1

, i) = 1
2i mentre Res( 1

z2+1
,−i) = − 1

2i otteniamo
che ∫

Cr(0)

1

z2 + 1
dz = 0

Vediamo alcuni metodi per calcolare il residuo nel caso particolare di singo-
larità non essenziali.

Innanzitutto osserviamo che dalla definizione, se f(z) ha una singolarità
eliminabile in z0, allora Res(f, z0) = 0.
Se f(z) ha un polo semplice in z0, per definizione risulta

f(z) =
a−1

z − z0
+
∞∑
n=0

an(z − z0)n,

moltiplicando per (z − z0) si ha

f(z)(z − z0) = a−1 +
∞∑
n=0

an(z − z0)n+1

e passando al limite per z → z0 otteniamo

lim
z→z0

f(z)(z − z0) = a−1 = Res(f, z0). (16)
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Ad esempio, calcoliamo il residuo della funzione f(z) = cos z
sin z in z0 = 0.

Osserviamo che z0 = 0 è polo semplice per f(z) in quanto, per il Teorema
di caratterizzazione delle singolarità, per z → 0 risulta f(z)z = cos z z

sin z →
1 6= 0. Abbiamo allora che

Res(f, 0) = lim
z→0

f(z)z = 1

In generale, se f(z) ha un polo di ordine m in z0, dal Teorema di caratteriz-
zazione dei poli, abbiamo che esiste una funzione g(z) olomorfa in un intorno

di z0 con g(z0) 6= 0 e tale che f(z) = g(z)
(z−z0)m per z 6= z0. Dal Teorema di

sviluppabilità in serie di potenze abbiamo che

g(z) =
∞∑
n=0

bn(z − z0)n = b0 + ...+ bm−1(z − z0)m−1 + bm(z − z0)m + ...

da cui

f(z) =
∞∑
n=0

bn(z − z0)n−m =
b0

(z − z0)m
+ ...+

bm−1

z − z0
+ bm + ...

Ne segue allora che

Res(f, z0) = bm−1 =
g(m−1)(z0)

(m− 1)!

e poichè per ogni k ∈ N risulta g(k)(z0) = limz→z0 D
(k)((z − z0)mf(z)) si

ottiene che

Res(f, z0) = lim
z→z0

D(m−1)((z − z0)mf(z))

(m− 1)!
(17)

Ad esempio, calcoliamo il residuo della funzione f(z) = 1
z sin z . Tale funzione

ha un polo di ordine 2 in z0 = 0, in quanto

lim
z→0

z2f(z) = lim
z→0

z

sin z
= 1 6= 0

Per calcolarne il residuo utilizziamo la precedente formula;

Res(
1

z sin z
, 0) = lim

z→0

D(z2f(z))

1!
= lim

z→0
D(

z

sin z
) = lim

z→0

sin z − z cos z

sin2 z
= 0.

Infine, vediamo il caso di funzioni che sono rapporto di due funzioni olo-
morfe. Siano allora g(z) e h(z) funzione olomorfe in un aperto Ω e sia

f(z) =
g(z)

h(z)

Se z0 ∈ Ω è tale che h(z0) = 0 e h′(z0) 6= 0 (z0 è zero di molteplicità 1 per
h(z)) e g(z0) 6= 0, allora z0 risulta polo semplice per f(z) ed inoltre

(z − z0)f(z) = (z − z0)
g(z)

h(z)
= g(z)

z − z0

h(z)− h(z0)
.
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Ne segue allora che

Res(f, z0) = lim
z→z0

(z − z0)f(z) = lim
z→z0

g(z)
h(z)−h(z0)

z−z0

=
g(z0)

h′(z0)
(18)

Ad esempio, per calcolare il residuo di ez

sin z , osservato che z0 è zero semplice
di sin z dalla precedente formula otteniamo

Res(
ez

sin z
, 0) =

e0

cos 0
= 1.

4. Applicazione al calcolo di integrali

In questa sezione, attraverso degli esempi, vedremo come calcolare alcuni
integrali curvilinei ed integrali impropri utilizzando il metodo dei residui.

Come primo esempio, calcoliamo∫ 2π

0

1

2− sin θ
dθ.

Possiamo riscrivere tale integrale come integrale lungo la circonferenza C1(0).
Utilizzando come parametrizzazione della curva ϕ(θ) = eiθ, θ ∈ [0, 2π],
ricordando che ∫

C1(0)
f(z) dz =

∫ 2π

0
f(eiθ)ieiθ dθ

e che sin θ = eiθ−e−iθ
2i si ottiene∫ 2π

0

1

2− sin θ
dθ =

∫
C1(0)

2

1 + 4iz − z2
dz

La funzione h(z) = 1 + 4iz − z2 ammette due zeri semplici nei punti

z1 = (2 +
√

3)i e z2 = (2−
√

3)i.

Osservato che solo z2 ∈ B1(0), posto f(z) = 2
1+4iz−z2 , dal Teorema dei

residui otteniamo∫ 2π

0

1

2− sin θ
dθ =

∫
C1(0)

f(z) dz = 2πiRes(f(z), z2)

e da (18), essendo f(z) = 2
h(z) , si ha

Res(f(z), z2) =
2

h′(z2)
=

2

4i− 2z2
=

1√
3i
.

Dunque ∫ 2π

0

1

2− sin θ
dθ =

2π√
3

In modo analogo si può provare che per ogni a > |b| risulta∫ 2π

0

1

a+ b sin θ
dθ =

2π√
a2 − b2
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Vediamo ora alcuni lemmi tecnici che ci torneranno utili per il calcolo di
integrali impropri.

Teorema 4.7. (Lemma del grande cerchio)

Sia f(z) funzione definita e continua in un aperto connesso Ω eccetto al più
in z0 ∈ Ω e siano R0 > 0 e θ1 < θ2 tali che risulti

S := {z ∈ C | |z − z0| > R0, θ1 ≤ Arg (z − z0) ≤ θ2} ⊂ Ω

Se (z − z0)f(z)→ λ ∈ C per |z| → ∞, z ∈ S, allora

lim
R→+∞

∫
γR

f(z) dz = λi(θ2 − θ1)

essendo γR = CR(z0) ∩ S per ogni R > R0.

Dim. Per ogni R > R0 si ha∫
γR

f(z) dz =

∫
γR

f(z)− λ

z − z0
dz+

∫
γR

λ

z − z0
dz =

∫
γR

(z − z0)f(z)− λ
z − z0

dz+λi(θ2−θ1)

Da cui

|
∫
γR

f(z) dz − λi(θ2 − θ1)| = |
∫
γR

(z − z0)f(z)− λ
z − z0

dz|

≤ L(γR) max
z∈γR

| (z − z0)f(z)− λ
z − z0

| = R(θ2 − θ1) max
z∈γR

|(z − z0)f(z)− λ|
R

→ 0

per R→ +∞ essendo (z − z0)f(z)→ λ per |z| → ∞, z ∈ S. �

In modo analogo si prova

Teorema 4.8. (Lemma del piccolo cerchio)

Sia f(z) funzione definita e continua in un aperto connesso Ω eccetto al più
in z0 ∈ Ω e siano r0 > 0 e θ1 < θ2 tali che risulti

S := {z ∈ C | |z − z0| < r0, θ1 ≤ Arg (z − z0) ≤ θ2} ⊂ Ω

Se (z − z0)f(z)→ λ ∈ C per z → z0, z ∈ S, allora

lim
r→0

∫
γr

f(z) dz = λi(θ2 − θ1)

essendo γr = Cr(z0) ∩ S per ogni 0 < r < r0.

Infine si può provare

Teorema 4.9. (Lemma di Jordan)

Sia f(z) funzione definita e continua in un aperto connesso Ω e siano R0 > 0
e 0 ≤ θ1 < θ2 ≤ π tali che risulti

S := {z ∈ C | |z| > R0, θ1 ≤ Arg z ≤ θ2} ⊂ Ω

Se f(z)→ 0 per |z| → ∞, z ∈ S, allora per ogni α > 0 risulta

lim
R→+∞

∫
γR

f(z)eiαz dz = 0

essendo γR = CR(0) ∩ S per ogni R > R0.
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Vediamo qualche esempio.

• Calcoliamo l’integrale improprio∫ +∞

−∞

1

1 + x4
dx,

che risulta convergente per il criterio del confronto asintotico. La funzione
1

1+z4 ammette quattro poli semplici (corrispondenti agli zeri della funzione

1 + z4) nei punti zk = ei
2k+1

4
π, k = 0, 1, 2, 3 dove, da (18),

Res(
1

1 + z4
, zk) =

1

4z3
k

.

Consideriamo la curva ΓR = [−R,R] ∪ γR essendo γR la curva di parame-
trizzazione γR(t) = Reit, t ∈ [0, π]. Dal Teorema dei residui, per R > 1
abbiamo∫

ΓR

1

1 + z4
dz = 2πi(Res(

1

1 + z4
, z0)+Res(

1

1 + z4
, z1)) =

πi

2
(e−i

3π
4 +e−i

9π
4 ) =

π√
2

Poichè z
1+z4 → 0 per |z| → ∞, dal Lemma del grande cerchio, per R→ +∞

abbiamo ∫
γR

1

1 + z4
dz → 0.

Dunque ∫ +∞

−∞

1

1 + x4
dx = lim

R→+∞

∫
[−R,R]

1

1 + z4
dz =

π√
2

• Calcoliamo il valore dell’integrale improprio∫ +∞

0

sinx

x
dx.

Sappiamo che tale integrale risulta convergente, ma non assolutamente.

Consideriamo la funzione f(z) = eiz

z , z ∈ C \ {0}. Fissati 0 < r < R,
sia Γr,R la curva avente per supporto la frontiera dell’insieme Dr,R = {z ∈
C | r < |z| < R, Im(z) > 0} percorsa in senso antiorario. Poichè f(z) risulta
olomorfa in un C\{0} e Γr,R è curva chiusa omotopa ad un punto in C\{0},
dal Teorema di Cauchy generalizzato abbiamo che∫

Γr,R

f(z) dz = 0.

Determiniamo ora una parametrizzazione di Γr,R. Abbiamo che Γr,R =
[r,R] ∪ ΓR ∪ [−R,−r, ] ∪ Γr, essendo

Γr(t) = rei(π−t), t ∈ [0, π] e ΓR(t) = Reit, t ∈ [0, π].
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Allora∫
Γr,R

f(z) dz =

∫
[r,R]

f(z) dz +

∫
ΓR

f(z) dz +

∫
[−R−r]

f(z) dz +

∫
Γr

f(z) dz

=

∫ R

r

eit

t
dt+

∫ −r
−R

eit

t
dt+

∫
ΓR

eiz

z
dz +

∫
Γr

eiz

z
dz.

Poichè lim|z|→∞
1
z = 0, dal Lemma di Jordan abbiamo che∫

ΓR

eiz

z
dz → 0, per R→ +∞.

Inoltre, essendo limz→0 zf(z) = limz→0 e
iz = 1, dal Lemma del piccolo

cerchio otteniamo che∫
Γr

eiz

z
dz = −

∫
γr

f(z) dz → −iπ, per r → 0+.

Infine, osserviamo che ∫ −r
−R

eit

t
dt = −

∫ R

r

e−it

t
dt

Allora, per quanto appena provato risulta∫ R

r

eit − e−it

t
dt = −

∫
ΓR

eiz

z
−
∫

Γr

eiz

z
→ iπ, per R→ +∞, r → 0+

e dunque ∫ +∞

0

sin t

t
dt =

1

2i

∫ +∞

0

eit − e−it

t
dt =

π

2

• Calcoliamo l’integrale improprio

F (α) =

∫ +∞

−∞

cos(αx)

1 + x2
dx, α ∈ R,

Innanzitutto osserviamo che tale integrale risulta convergente per ogni α

reale, essendo | cos(αx)
1+x2 | ≤ 1

1+x2 per ogni x ∈ R, e che F (−α) = F (α). Os-

serviamo ora che cos(αx)
1+x2 risulta essere la parte reale della funzione eiαx

1+x2 ,
calcoliamo dunque ∫ +∞

−∞

eiαx

1 + x2
dx, α ∈ R.

A tale scopo consideriamo la curva ΓR frontiera positivamente orientata
del dominio DR = {z ∈ C | |z| < R, Im(z) > 0}. Abbiamo allora che
ΓR = [−R,R]∪ γR essendo γR = CR(0)∩D. Dal Lemma di Jordan, essendo

1
1+z2 → 0 per |z| → +∞, otteniamo che per ogni α > 0 risulta∫

γR

eiαz

1 + z2
dz → 0
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per R → +∞. Se α = 0, dal Lemma del grande cerchio, essendo z
1+z2 → 0

per |z| → +∞, otteniamo che∫
γR

1

1 + z2
dz → 0

per R → +∞. Inoltre, dal Teorema dei residui, poichè eiαz

1+z2 ha un unico
polo semplice in DR con R > 1 nel punto i con

Res(
eiαz

1 + z2
, i) =

e−α

2i
,

per R > 1 abbiamo che∫
ΓR

eiαz

1 + z2
dz = 2πiRes(

eiαz

1 + z2
, i) = πe−α.

Dunque, per α ≥ 0 otteniamo

lim
R→+∞

∫
[−R,R]

eiαz

1 + z2
dz = πe−α

da cui

F (α) =

∫ +∞

−∞

cos(αx)

1 + x2
dx = lim

R→+∞

∫
[−R,R]

Re(
eiαz

1 + z2
) dz = πe−α.

Avendo osservato che F (−α) = F (α), ne concludiamo che

F (α) =

∫ +∞

−∞

cos(αx)

1 + x2
dx = πe−|α|, ∀α ∈ R.

5. Appendice: Residuo all’infinito

Diciamo che una funzione f(z) ha una singolarità isolata a ∞ se risulta
olomorfa in SR := {z ∈ C | |z| > R} per qualche R > 0. Considerata la
funzione g(z) = f(1

z ), posto r = 1
R abbiamo allora che g(z) risulta olomorfa

in Br(0) \ {0} e dunque che z0 = 0 risulta una singolarità isolata di g(z).
Se z0 = 0 è singolarità eliminabile (rispettivamente, un polo di ordine m,
una singolarità essenziale) per g(z) diremo che f(z) presenta una singolarità
eliminabile (rispettivamente, un polo di ordine m, una singolarità essenziale)
a ∞.
In particolare, se

f(z) =
∑
n∈Z

anz
n =

∞∑
n=0

a−n
zn

+
∞∑
n=1

anz
n, ∀z ∈ SR

è lo sviluppo di Laurent di f(z), avremo

g(z) = f

Å
1

z

ã
=
∑
n∈Z

an
zn

=
∞∑
n=0

a−nz
n +

∞∑
n=1

an
zn
, ∀z ∈ SR
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Dunque ∞ risulta una singolarità eliminabile per f(z) se an = 0 per ogni
n > 0, ovvero se

f(z) =
∞∑
n=0

a−n
zn

, ∀z ∈ SR,

risulta un polo di ordine m se an = 0 per ogni n > m mentre am 6= 0, quindi
se

f(z) =
∞∑
n=0

a−n
zn

+ a1z + a2z
2 + ...+ amz

m, ∀z ∈ SR.

Infine avremo una singolarità essenziale se an 6= 0 per infiniti indici n > 0.

Dai Teoremi di caratterizzazione delle singolarità segue inoltre che

(i) ∞ è singolarità eliminabile per f(z) se e solo se

lim
|z|→∞

f(z) = ` ∈ C;

(ii) ∞ è un polo per f(z) se e solo se

lim
|z|→∞

|f(z)| = +∞.

In particolare, è un polo di ordine m ∈ N se e solo se

lim
|z|→∞

f(z)

zm
= ` ∈ C \ {0};

(iii) ∞ è una singolarità essenziale per f(z) se e solo se non esiste il
limite

lim
|z|→∞

|f(z)|.

Osserviamo inoltre che dal Teorema di sviluppabilità in serie di Laurent
per la funzione f(z), essendo an il coefficiente della potenza zn risulta

an =
1

2πi

∫
Cρ(0)

f(w)

wn+1
dw, ∀n ∈ Z

essendo ρ > R. Operando il cambiamento di variabile w = 1
z , osservato che

w = ρeiθ ∈ Cρ(0) se e solo se z = 1
ρe
−iθ ∈ −C 1

ρ
(0), otteniamo

an =
1

2πi

∫
−C 1

ρ
(0)

g(z)

zn−1

Å
− 1

z2

ã
dz =

1

2πi

∫
C 1
ρ

(0)

g(z)

z1−n dz, ∀n ∈ Z

Si chiama residuo di f(z) all’∞ il valore

Res(f,∞) := −a−1 = − 1

2πi

∫
Cρ(0)

f(z) dz =
1

2πi

∫
−Cρ(0)

f(z) dz

dove ρ > R. Da quanto osservato sopra abbiamo allora che

Res(f,∞) = −Res(
g(z)

z2
, 0)

Vale inoltre
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Teorema 4.10. (dei residui all’∞)

Sia f(z) funzione olomorfa in SR per qualche R > 0 eccetto al più un numero
finito z1, z2, ..., zn di singolarità isolate e sia D un dominio normale regolare
tale che BR(0) ⊂ D per cui zk 6∈ ∂D per ogni k = 1, 2, ...n allora∫

∂+D
f(w) dw = −2πi(Res(f,∞) +

∑
zk∈C\D

Res(f, zk)).





CAPITOLO 5

Misura e Integrale di Lebesgue

1. Costruzione della misura di Lebesgue in Rn

Denoteremo nel seguito con P la famiglia dei plurintervalli di Rn ovvero dei
sottoinsiemi di Rn della forma

P = I1 × I2 × ...× In ⊂ Rn

essendo Ik ⊂ R un intervallo limitato, eventualmente vuoto o costituito da
un unico punto, per ogni k = 1, .., n. Definiamo, in accordo con i concetti
di lunghezza, area e volume, la misura di un plurintervallo ponendo per ogni
P ∈ P

m(P ) :=
n∏
k=1

(bk − ak),

essendo P = I1× I2× ...× In e ak ≤ bk gli estremi dell’intervallo Ik per ogni
k = 1, .., n, con la convenzione che m(∅) = 0.

Possiamo estendere in modo naturale il concetto di misura alla famiglia
degli insiemi elementari E0 costituita da unioni finite di plurintervalli: E ∈ E0

se esistono un numero finito di plurintervalli Pk ∈ P, k = 1, 2, ..., n, tali che

E =
n⋃
k=1

Pk.

È immediato che unione, intersezione e differenza di insiemi elementari è
insieme elementare.

Si definisce allora la misura m di un insieme E ∈ E0 ponendo

m(E) :=
n∑
k=1

m(Pk)

essendo E =
⋃n
k=1 Pk con Pk ∈ P a due a due disgiunti (dove qui e nel

seguito intendiamo che due insiemi sono disgiunti se sono privi di punti
interni comuni).

Tale definizione non dipende dalla decomposizione dell’insieme in plurin-
tervalli disgiunti.
Infatti, se E = ∪kPk = ∪jQj , dove Pk ∈ P e Qj ∈ P sono a due a due disgiunti allora,
essendo Pk ∩Qj ∈ P e la misura m additiva in P (i.e. m(P ∪Q) = m(P ) +m(Q) per ogni
P,Q ∈ P disgiunti), otteniamo∑
k

m(Pk) =
∑
k

m(∪jPk ∩Qj) =
∑
k

∑
j

m(Pk ∩Qj) =
∑
j

m(∪kPk ∩Qj) =
∑
j

m(Qj).

77
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Osserviamo che m(E) ≥ 0 per ogni E ∈ E0 e che tale misura verifica le
seguenti proprietà in E0:

• invarianza per traslazione: se E ∈ E0 allora per ogni r ∈ Rn risulta
m(E) = m(E + r) (dove E + r = {x+ r |x ∈ E});
• monotonia: se E ⊂ F ∈ E0 allora m(E) ≤ m(F ),
• additività: per ogni E,F ∈ E0 disgiunti risulta m(E∪F ) = m(E)+
m(F ),

Proviamo che vale inoltre la seguente proprietà

Teorema 5.1. (σ-subadditività)
Se E ∈ E0 è tale che E ⊂ ⋃∞k=1Ek dove (Ek)k∈N ⊂ E0, allora

m(E) ≤
∞∑
k=1

m(Ek).

Dim. Dato E ∈ E0, per ogni ε > 0 si ha che esiste un chiuso F ∈ E0 tale che F ⊂ E e
m(F ) ≥ m(E)− ε

2
. Inoltre, per ogni Ek ∈ E0 esiste un aperto Ak ∈ E0 tale che Ek ⊂ Ak e

m(Ak) ≤ m(Ek) +
ε

2k+1
.

Allora F ⊂
⋃
k Ak e dunque, dal Teorema di Heine-Borel, esiste una sottofamiglia finita

Ak1 , ..., Akn tale che F ⊂
⋃n
j=1 Akj . Dalla proprietà di monotonia e di additività si ha

allora che

m(F ) ≤ m(

n⋃
j=1

Akj ) =

n∑
j=1

m(Akj ) ≤
∑
k

m(Ak)

e dunque che

m(E) ≤ m(F ) +
ε

2
≤
∑
k

m(Ak) +
ε

2
≤
∑
k

(m(Ek) +
ε

2k+1
) +

ε

2
=
∑
k

m(Ek) + ε.

Dall’arbitrarietà di ε segue la tesi. �

Dalle proprietà di additività e di σ-subadditività segue che la misura m su
E0 verifica anche la proprietà di σ-additività, ovvero se E ∈ E0 è tale che
E =

⋃∞
k=1Ek, dove (Ek)k∈N ⊂ E0 sono a due a due disgiunti, allora

m(E) =
∞∑
k=1

m(Ek).

Infatti, per ogni N ∈ N risulta
⋃N
k=1 Ek ⊂ E e dunque dalle proprietà di monotonia e di

additività si ottiene

m(E) ≥ m(

N⋃
k=1

Ek) =

N∑
k=1

m(Ek)

e quindi, passando al limite per N → +∞, otteniamo
∑∞

k=1 m
′(Ek) ≤ m(E). Dalla

proprietà di σ-subadditività segue allora che m(E) =
∑∞

k=1 m(Ek).

Sia ora A un qualunque sottoinsieme di Rn, definiamo la misura esterna di
A, µ∗(A), ponendo

µ∗(A) := inf{
∑
k

m(Pk) |Pk ∈ P, A ⊂
⋃
k

Pk} ∈ [0,+∞].
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Dalla proprietà di σ-subadditività si ha che µ∗ estende la misura m nel senso
che se A ∈ E0 allora, µ∗(A) = m(A). Valgono inoltre le seguenti proprietà

• invarianza per traslazione: per ogni A ⊂ Rn e ogni r ∈ Rn risulta
µ∗(A) = µ∗(A+ r);
• monotonia: se A ⊂ B allora µ∗(A) ≤ µ∗(B).

Osserviamo inoltre che se A =
⋃∞
k=1 Pk con Pk ∈ P a due a due disgiunti,

allora

µ∗(A) =
∞∑
k=1

m(Pk).

Infatti, dalla definizione di misura esterna si ha che µ∗(A) ≤
∑∞

k=1 m(Pk). Per provare

la diseguaglianza opposta osserviamo che per ogni K ∈ N risulta
⋃K
k=1 Pk ⊂ A e dunque

dall’additività di m e dalla monotonia di µ∗ otteniamo

K∑
k=1

m(Pk) = m(

K⋃
k=1

Pk) = µ∗(

K⋃
k=1

Pk) ≤ µ∗(A)

e passando al limite per K → +∞, concludiamo che
∑∞

k=1 m(Pk) ≤ µ∗(A).

Ne segue in particolare che ogni insieme numerabile A ⊂ Rn ha misura
esterna nulla. Infatti, se A = {xi, i ∈ N} allora µ∗(A) =

∑∞
i=1m({xi}) =

0. In particolare si ottiene che l’insieme dei numeri razionali Q ha misura
esterna nulla in R. Osserviamo inoltre che se A ⊂ Rn−1 allora la sua misura
esterna (in Rn) è nulla.

Vale inoltre

Teorema 5.2. (σ-subadditività)

Se A ⊂ Rn è unione di una famiglia numerabile di sottoinsiemi Ak di Rn,
allora

µ∗(A) ≤
∞∑
k=1

µ∗(Ak).

Dim. Dalla definizione di misura esterna, per ogni ε > 0 e per ogni k ∈ N, esiste Pj,k ∈ P
tale che Ak ⊂

⋃
j Pj,k e ∑

j

m(Pj,k) ≤ µ∗(Ak) +
ε

2k
.

Allora A ⊂
⋃
k

⋃
j Pj,k e dalla definizione di misura esterna otteniamo

µ∗(A) ≤
∑
k

∑
j

m(Pj,k) ≤
∑
k

(µ∗(Ak) +
ε

2k
) =

∑
k

µ∗(Ak) + ε.

Dall’arbitrarietà di ε > 0 segue la tesi. �

Si può provare che la misura esterna non soddisfa la proprietà di additività
(paradosso di Banach), tale proprietà risulta verificata (si veda il prossimo
Teorema 5.5) se consideriamo tale misura ristretta ad un’opportuna famiglia
di sottoinsiemi di Rn, gli insiemi misurabili.
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Denotata con E la famiglia delle unioni al più numerabili di plurirettangoli,
diciamo che un insieme A ⊂ Rn è misurabile (secondo Lebesgue) se per ogni
ε > 0 esiste un insieme E ∈ E tale che

µ∗(E4A) < ε,

essendo E4A = (E \A) ∪ (A \ E) la differenza simmetrica tra gli insiemi E
e A. Denoteremo con M la famiglia di insiemi misurabili di Rn.

Dalla definizione segue immediatamente che E ⊂M ed in particolare che gli
insiemi elementari sono misurabili. Risulta quindi misurabile Rn ed inoltre,
essendo ogni aperto unione numerabile di plurirettangoli, ogni sottoinsieme
aperto di Rn risulta misurabile. Si ha inoltre che ogni insieme di misura
esterna nulla è misurabile (basta considerare per ogni ε > 0, l’insieme E =
∅ ∈ E ed osservare che E4A = A).

Vale poi il seguente risultato

Teorema 5.3.
Se A e B sono insiemi misurabili allora A∪B, A∩B e A\B sono misurabili.

Dim. Proviamo innanzitutto che se A,B ∈M allora A∪B ∈M. A tale scopo osserviamo

che dalla definizione, per ogni ε > 0, esistono E,F ∈ E tali µ∗(E4A) < ε/2 e µ∗(F4B) <

ε/2. Inoltre, essendo (E ∪ F )4(A ∪ B) ⊂ (E4A) ∪ (F4B), dalla monotonia e dalla σ-

subadditività di µ∗ abbiamo µ∗((E ∪F )4(A∪B)) ≤ µ∗(E4A) + µ∗(F4B) ≤ ε e poichè

E ∪ F ∈ E , ne segue che A ∪B ∈M.

Proviamo ora che se A,B ∈M allora A∩B ∈M. Osserviamo innanzitutto che se A ∈M
allora Rn\A ∈M (difatti per ogni E ∈ E risulta Rn\E ∈ E e E4A = (Rn\E)4(Rn\A)).

Presi allora A,B ∈ M è sufficiente osservare che A ∩ B = Rn \ [(Rn \ A) ∪ (Rn \ B)] e

dunque, per quanto sopra, A ∩B ∈M.

Infine, per provare che se A,B ∈ M allora A \ B ∈ M, per quanto appena provato è

sufficiente osservare che A \B = A ∩ (Rn \B). �

Vale inoltre

Teorema 5.4.
M è una σ-algebra, ovvero se Ak ∈M per ogni k ∈ N allora

⋃∞
k=1Ak ∈M

e
⋂∞
k=1Ak ∈M.

Dim. Sia (Ak)k∈N una famiglia numerabile di insiemi misurabili e sia A =
⋃∞
k=1 Ak. Per

ogni ε > 0 e ogni k ∈ N, poichè ogni Ak ∈M, abbiamo che esiste Ek ∈ E tale che

µ∗(Ek4Ak) <
ε

2k
.

Posto E =
⋃∞
k=1 Ek, abbiamo che E ∈ E e E4A ⊂

⋃∞
k=1(Ek4Ak). Dalla σ-subadditività

della misura esterna segue allora che

µ∗(E4A) ≤
∞∑
k=1

µ∗(Ek4Ak) <

∞∑
k=1

ε

2k
= ε

e dunque che A =
⋃∞
k=1 Ak ∈M.

Infine, essendo, dal Teorema 2, misurabili i complementari di insiemi misurabili, otteniamo
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che
⋂∞
k=1 Ak ∈M essendo

∞⋂
k=1

Ak = Rn \
∞⋃
k=1

(Rn \Ak).

�

Vale il seguente risultato che prova che la misura esterna risulta additiva
in M

Teorema 5.5. (additività)

Se A e B sono insiemi misurabili disgiunti allora µ∗(A∪B) = µ∗(A)+µ∗(B).

Dim. Proviamo innanzitutto che µ∗ è additiva in E . A tale scopo osserviamo che dalla
proprietà di σ-subadditività è sufficiente provare che se A,B ∈ E sono insiemi disgiunti
allora

µ∗(A) + µ∗(B) ≤ µ∗(A ∪B). (19)

Siano (Pk)k ∈ P e (Qj)j ∈ P disgiunti tali che A =
⋃
k Pk e B =

⋃
j Qj . Allora, per

quanto già visto, risulta

µ∗(A) =
∑
k

m(Pk) e µ∗(B) =
∑
j

m(Qj).

Se una delle due serie risulta divergente allora (19) è immediata. Se entrambe le serie
risultano convergenti, preso comunque ε > 0, siano N,M ∈ N tali che∑

k>N

m(Pk) <
ε

2
e

∑
j>M

m(Qj) <
ε

2
.

Allora, posto AN =
⋃N
k=1 Pk e BM =

⋃M
j=1 Qj , essendo A e B disgiunti e la misura m

additiva su E0, otteniamo

µ∗(A) + µ∗(B) =
∑
k

m(Pk) +
∑
j

m(Qj) ≤
N∑
k=1

m(Pk) +

M∑
j=1

m(Qj) + ε

= m(AN ) +m(BM ) + ε = m(AN ∪BM ) + ε = µ∗(AN ∪BM ) + ε.

Poichè AN ∪BM ⊂ A ∪B e µ∗ è monotona ne deduciamo che

µ∗(A) + µ∗(B) ≤ µ∗(A ∪B) + ε

e dall’arbitrarietà di ε segue (19).

Proviamo ora che µ∗ risulta additiva in tutto M. Siano allora A,B ∈ M disgiunti.
Preso ε > 0, siano E,F ∈ E tali che µ∗(E4A) < ε e µ∗(F4B) < ε. Abbiamo allora che
E ∪ F ∈ E ed inoltre, dal Teorema 2, che A ∪ B ∈ M. Poichè A ∩ B = ∅ abbiamo che
E ∩ F ⊂ (E4A) ∪ (F4B) e dunque, dalla σ-subadditività di µ∗,

µ∗(E ∩ F ) ≤ µ∗(E4A) + µ∗(F4B) < 2ε

Poichè per quanto provato sopra µ∗ è additiva in E , abbiamo che

µ∗(E ∪ F ) = µ∗(E) + µ∗(F )− µ∗(E ∩ F ) > µ∗(E) + µ∗(F )− 2ε (20)

Inoltre, essendo A ⊂ E ∪ (E4A) abbiamo che µ∗(A) ≤ µ∗(E) + µ∗(E4A) < µ∗(E) + ε e,
analogalmente, si ha che µ∗(B) < µ∗(F ) + ε. Da (20) otteniamo allora che

µ∗(A) + µ∗(B) < µ∗(E) + µ∗(F ) + 2ε < µ∗(E ∪ F ) + 4ε (21)

Ora, essendo µ∗(E ∪ F ) < µ∗(A ∪ B) + µ∗((E ∪ F )4(A ∪ B)) e (E ∪ F )4(A ∪ B)) ⊂
(E4A) ∪ (F4B), otteniamo che

µ∗(E ∪ F ) < µ∗(A ∪B) + µ∗(E4A) + µ∗(F4B) < µ∗(A ∪B) + 2ε
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Da (21) segue allora che

µ∗(A) + µ∗(B) < µ∗(A ∪B) + 6ε

e dall’arbitrarietà di ε segue che µ∗(A) + µ∗(B) ≤ µ∗(A ∪ B). Poichè la disuguaglianza

opposta è sempre valida (per la σ-subsdditivita di µ∗), otteniamo la tesi. �

Denoteremo con µ la restrizione della misura esterna µ∗ a M:

µ(A) := µ∗(A), ∀A ∈M
Tale misura è detta misura di Lebesgue in Rn e per quanto provato tale misura
risulta additiva e σ-subadditiva. Segue allora che la misura di Lebesgue in
M è σ-additiva, ovvero se (Ak)k∈N è una famiglia numerabile di insiemi
misurabili a due a due disgiunti allora

µ(
∞⋃
k=1

Ak) =
∞∑
k=1

µ(Ak).

Utilizzando la σ-additività della misura si può inoltre provare il seguente
risultato di continuità della misura di Lebesgue lungo successioni “monoto-
ne”

Teorema 5.6. (continuità della misura)

(i) Se (Ak)k∈N è una famiglia numerabile di insiemi misurabili tali che
Ak ⊂ Ak+1 per ogni k ∈ N allora

lim
k→+∞

µ(Ak) = µ(
∞⋃
k=1

Ak)

(ii) se (Ak)k∈N è una famiglia numerabile di insiemi misurabili tali che
Ak+1 ⊂ Ak per ogni k ∈ N e se µ(A1) < +∞ allora

lim
k→+∞

µ(Ak) = µ(
∞⋂
k=1

Ak)

Concludiamo con un esempio di insieme non misurabile, dovuto a E. Vitali.
Nell’insieme (0, 1) ⊂ R definiamo la seguente relazione: diciamo che x, y ∈
(0, 1) sono equivalenti se x − y = r ∈ Q. Scegliamo in (0, 1) un ed un
solo elemento per ciascuna classe di equivalenza e denotiamo con V ⊂ (0, 1)
l’insieme costituito da tali punti: abbiamo quindi che se u, v ∈ V , con u 6= v,
allora u − v 6∈ Q e che per ogni x ∈ (0, 1) esiste v ∈ V tale che x − v ∈ Q.
Tale insieme non risulta misurabile secondo Lebesgue.
Per assurdo supponiamo che V risulti misurabile. Per ogni q ∈ (−1, 1)∩Q sia Vq = q+V .

Avremo allora che, per ogni q ∈ (−1, 1) ∩Q, Vq ⊂ (−1, 2) è misurabile con µ(Vq) = µ(V )
e che Vq ∩ Vp = ∅ per ogni p 6= q. Infatti se x ∈ Vq ∩ Vp allora, per definizione, esistono
u, v ∈ V tali che u+ q = x = v+ p e dunque u− v = p− q ∈ Q. Per la scelta di V avremo
allora u = v e dunque p = q. Sia ora

U =
⋃

q∈(−1,1)∩Q

Vq,
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avremo che U è misurabile e dalla proprietà di σ-additività risulta

µ(U) =
∑

q∈(−1,1)∩Q

µ(Vq) =
∑

q∈(−1,1)∩Q

µ(V )

Poichè U ⊂ (−1, 2) avremo µ(U) ≤ 3 e dunque la precedente uguaglianza sarà valida solo

se µ(V ) = 0 da cui µ(U) = 0. D’altra parte, osserviamo che per ogni x ∈ (0, 1) esiste

v ∈ V tale che x − v = q ∈ Q ∩ (−1, 1) ovvero risulta x ∈ Vq. Ne segue che (0, 1) ⊂ U e

dunque la contraddizione µ(U) ≥ 1.

2. Funzioni misurabili

Dato un insieme misurabile E di Rn, una funzione f : E ⊂ Rn → R è detta
misurabile su E se per ogni a ∈ R il sopralivello

fa := {x ∈ E | f(x) > a} = f−1((a,+∞))

risulta misurabile.

Osserviamo che, dalle proprietà di M segue che se f : E ⊂ Rn → R è
misurabile allora risultano misurabili i sottolivelli

f b := {x ∈ E | f(x) < b} = f−1((−∞, b)), ∀b ∈ R.

Un esempio elementare di funzione misurabile è dato dalla funzione carat-
teristica χE di un insieme misurabile E ⊂ Rn:

χE(x) :=

{
1 se x ∈ E
0 se x ∈ Rn \ E

Ad esempio, la funzione di Dirichlet è la funzione caratteristica dell’insieme
E = Q ∩ [0, 1], ed essendo E misurabile, tale funzione risulta misurabile.

Poichè la controimmagine di aperti mediante funzioni continue sono aperti
e dunque misurabili, le funzioni continue su un insieme misurabile E ⊂ Rn
sono misurabili. Si ha inoltre che somma, differenza, prodotto e quoziente di
funzioni misurabili sono misurabili e che limiti puntuali di funzioni misurabili
sono misurabili.

Una funzione misurabile s : E ⊂ Rn → R è detta funzione semplice se
assume un numero al più numerabile di valori distinti (un esempio è dato
dinuovo dalla funzione di Dirichlet, la funzione parte intera è altro esempio
di funzione semplice, cos̀ı come le funzioni costanti a tratti).
Osserviamo che se a1, a2, ..., ak, ... sono i valori distinti assunti dalla funzione
semplice s(x) in E potremo scrivere

s(x) =
∞∑
k=1

akχEk(x), x ∈ E,

essendo Ek = {x ∈ E | s(x) = ak}, k ∈ N, insiemi misurabili a due a due
disgiunti. Denoteremo nel seguito con S l’insieme delle funzioni semplici in
Rn. Vale il seguente risultato
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Teorema 5.7.
Una funzione misurabile è limite puntuale di una successione crescente di
funzioni semplici.

Dim. Per ogni n ∈ N e x ∈ E poniamo

sn(x) =
m− 1

2n
se m−1

2n
≤ f(x) < m

2n
per qualche m ∈ Z

ovvero

sn(x) =
∑
m∈Z

m− 1

2n
χEm,n(x)

dove Em,n = {x ∈ E | m−1
2n
≤ f(x) < m

2n
}. Allora, essendo f(x) misurabile avremo

Em,n ∈ M per ogni n ∈ N e m ∈ Z e dunque che ogni sn(x) risulta misurabile in E.
Inoltre si ha |f(x)− sn(x)| ≤ 1

2n
→ 0 per n→ +∞. Infine osservato che

{x ∈ E | m− 1

2n
≤ f(x) <

m

2n
}

= {x ∈ E | 2m− 2

2n+1
≤ f(x) <

2m− 1

2n+1
} ∪ {x ∈ E | 2m− 1

2n+1
≤ f(x) <

2m

2n+1
},

si ha che se sn(x) = m−1
2n

allora x ∈ {x ∈ E | m−1
2n
≤ f(x) < m

2n
} e dunque x ∈ {x ∈

E | 2m−2
2n+1 ≤ f(x) < 2m−1

2n+1 }, da cui sn+1(x) = 2m−2
2n+1 = sn(x), oppure x ∈ {x ∈ E | 2m−1

2n+1 ≤
f(x) < 2m

2n+1 }, da cui sn+1(x) = 2m−1
2n+1 > sn(x). Ne segue allora che sn(x) ≤ sn+1(x) per

ogni x ∈ E e dunque che la successione (sn)n∈N risulta crescente in E. �

3. Definizione dell’integrale di Lebesgue

Definiamo innanzitutto l’integrale di Lebesgue per una funzione semplice.
Data una funzione semplice non negativa s : E ⊂ Rn → [0,+∞) poniamo∫

E
s(x) dx :=

∞∑
k=1

akµ(Ek) (22)

essendo a1, a2, ..., ak, ... i valori distinti assunti dalla funzione semplice s(x)
e Ek = {x ∈ E | s(x) = ak} per ogni k ∈ N, con la convenzione che se ak = 0
e µ(Ek) = +∞ allora akµ(Ek) = 0. Osserviamo che la serie in (22) è serie a
termini non negativi, dunque regolare, e quindi che

∫
E s(x) dx risulta sempre

definito, eventualmente pari a +∞.

Dalla definizione e dalla proprietà della misura seguono inoltre le seguenti
proprietà

• linearità: Per ogni α, β ∈ R e ogni s1, s2 ∈ S non negative in
E ∈M risulta che αs1 + βs2 ∈ S e vale∫

E
αs1(x) + βs2(x) dx = α

∫
E
s1(x) dx+ β

∫
E
s2(x) dx;

• monotonia: Se s1, s2 ∈ S e 0 ≤ s1(x) ≤ s2(x) per ogni x ∈ E allora∫
E
s1(x) dx ≤

∫
E
s2(x) dx;
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• Se s ∈ S non negativa in E ∈ M e A è sottoinsieme misurabile di
E allora ∫

A
s(x) dx ≤

∫
E
s(x) dx

• additività: Se s ∈ S non negativa in E ∈ M e A,B sono sottoin-
siemi misurabili disgiunti di E allora∫

A∪B
s(x) dx =

∫
A
s(x) dx+

∫
B
s(x) dx

• σ-additività: Se s ∈ S non negativa in E ∈ M e Ak, k ∈ N, sono
sottoinsiemi misurabili disgiunti di E allora, posto A =

⋃∞
k=1Ak,

risulta ∫
A
s(x) dx =

∞∑
k=1

∫
Ak

s(x) dx

Dalla definizione si ha in particolare che per ogni insieme misurabile E ⊂ Rn
risulta ∫

Rn
χE(x) dx = µ(E)

Da cui ad esempio otteniamo che la funzione di Dirichlet ha integrale nullo∫
[0,1]

D(x) dx =

∫
[0,1]

χQ∩[0,1](x) dx = µ(Q ∩ [0, 1]) = 0.

Sia ora f : E ⊂ Rn → R una funzione non negativa e misurabile sull’insieme
misurabile E ⊂ Rn, e sia sn : E ⊂ Rn → R una successione crescente di
funzioni semplici non negative convergente puntualmente ad f(x) in E. Si
definisce integrale di Lebesgue di f(x) in E il limite∫

E
f(x) dx := lim

n→+∞

∫
E
sn(x) dx

Osserviamo che essendo la successione crescente il limite a secondo membro
esiste (eventualmente infinito). Si può inoltre provare che tale definizione
non dipende dalla successione approssimante scelta.

Una definizione alternativa può essere data utilizzando il seguente risultato

Teorema 5.8.
Sia f(x) funzione misurabile non negativa nell’insieme misurabile E ⊂ Rn.
Allora ∫

E
f(x) dx = sup{

∫
E
s(x) dx | s ∈ S, 0 ≤ s(x) ≤ f(x) ∀x ∈ E}.

Dim. Sia sn : E ⊂ Rn → R crescente di funzioni semplici non negative convergente
puntualmente ad f(x) in E. Per ogni n ∈ N risulta sn ∈ S e 0 ≤ sn(x) ≤ f(x) per ogni
x ∈ E. Allora posto

I = sup{
∫
E

s(x) dx | s ∈ S, 0 ≤ s(x) ≤ f(x) ∀x ∈ E},
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risulta I ≥
∫
E
sn(x) dx per ogni n ∈ N e quindi dalla definizione si ottiene

I ≥
∫
E

f(x) dx

Viceversa, dalla definizione di estremo superiore, preso comunque ε > 0, sia s1 ∈ S tale
che 0 ≤ s1(x) ≤ f(x) per ogni x ∈ E e∫

E

s1(x) dx ≥ I − ε

2

Poniamo

I1 = sup{
∫
E

s(x) dx | s ∈ S, s1(x) ≤ s(x) ≤ f(x) ∀x ∈ E},

e sia s2 ∈ S tale che 0 ≤ s1(x) ≤ s2(x) ≤ f(x) per ogni x ∈ E e∫
E

s2(x) dx ≥ I1 −
ε

4
≥
∫
E

s1(x) dx− ε

4
≥ I − ε

2
− ε

4
.

Procedendo per induzione, si ottiene una successione (sn)n∈N di funzioni semplici tali che
sn(x) ≤ sn+1(x) ≤ f(x) per ogni x ∈ E e∫

E

sn+1(x) dx ≥ I −
n∑
k=1

ε

2k

Poichè (sn(x))n∈N è successione crescente, sia g(x) = lim
n→+∞

sn(x) per ogni x ∈ E.

Otteniamo allora che g(x) è misurabile e che, per definizione,∫
E

g(x) dx = lim
n→+∞

∫
E

sn+1(x) dx ≥ I −
∞∑
k=1

ε

2k
= I − ε

Essendo g(x) ≤ f(x) per ogni x ∈ E ne segue che∫
E

f(x) dx ≥
∫
E

g(x) dx ≥ I − ε

e dall’arbitrarietà di ε > 0 otteniamo la tesi. �

Se f(x) è funzione misurabile sull’insieme misurabile E ⊂ Rn, potremo
decomporla come differenza della sua parte positiva e negativa: f(x) =
f+(x)− f−(x) essendo

f+(x) := max{f(x); 0} e f−(x) := max{−f(x); 0}, ∀x ∈ E,

funzioni misurabili e non negative in E. Se almeno uno dei due integrali∫
E f
±(x) dx è finito, si dice integrale di Lebesgue di f(x) su E la quantità∫

E
f(x) dx :=

∫
E
f+(x) dx−

∫
E
f−(x) dx

Se
∫
E f(x) dx è finito (ovvero se

∫
E f
±(x) dx sono entrambi finiti) , si dice

che f : E ⊂ Rn → R è integrabile (o sommabile) secondo Lebesgue su E.
La famiglia delle funzioni a valori reali sommabili in E verrà denotata con
L1(E;R).

Osserviamo che essendo |f(x)| = f+(x) + f−(x), si ha che una funzione
f(x) risulta sommabile in E se e solo se risulta tale |f(x)|. Possiamo quindi
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scrivere

L1(E;R) = {f : E ⊂ Rn → R misurabili |
∫
E
|f(x)| dx < +∞}.

Osserviamo inoltre che se s : Rn → R è funzione semplice allora s(x) risulta
sommabile in Rn se e solo se la serie in (22) è convergente.

Utilizzando la definizione si possono provare le seguenti proprietà dell’inte-
grale di Lebesgue

• linearità: Per ogni α, β ∈ R e ogni f, g ∈ L1(E;R) risulta che
αf + βg ∈ L1(E;R) e vale∫

E
αf(x) + βg(x) dx = α

∫
E
f(x) dx+ β

∫
E
g(x) dx;

• monotonia: Se f, g ∈ L1(E;R) e f(x) ≤ g(x) per ogni x ∈ E allora∫
E
f(x) dx ≤

∫
E
g(x) dx;

• Se f ∈ L1(E;R) e A è sottoinsieme misurabile di E allora f ∈
L1(A;R) e ∫

A
|f(x)| dx ≤

∫
E
|f(x)| dx

• additività: Se f ∈ L1(E;R) e A,B sono sottoinsiemi misurabili
disgiunti di E allora∫

A∪B
f(x) dx =

∫
A
f(x) dx+

∫
B
f(x) dx

• σ-additività: Se f ∈ L1(E;R) e Ak, k ∈ N, sono sottoinsiemi
misurabili disgiunti di E allora, posto A =

⋃∞
k=1Ak, risulta∫

A
f(x) dx =

∞∑
k=1

∫
Ak

f(x) dx;

• Se ϕ ∈ L1(E;R) e f è misurabile in E con |f(x)| ≤ ϕ(x) per ogni
x ∈ E, allora f ∈ L1(E;R).

Infine, se f : E ⊂ Rn → C, diremo che f(x) è misurabile sull’insieme
misurabile E se risultano tali la sua parte reale e la sua parte immaginaria.
Allo stesso modo, diremo che f(x) è sommabile in E se sono tali la sua parte
reale e la sua parte immaginaria. In tal caso, se f(x) = u(x) + iv(x), dove
u, v : E ⊂ Rn → R, si pone∫

E
f(x) dx :=

∫
E
u(x) dx+ i

∫
E
v(x) dx ∈ C

Denoteremo con L1(E;C) la famiglia delle funzioni a valori complessi som-
mabili in E. Come nel caso di funzioni a valori reali abbiamo che f ∈
L1(E;C) se e solo se |f | ∈ L1(E;R) e possiamo scrivere

L1(E;C) = {f : E ⊂ Rn → C misurabili |
∫
E
|f(x)| dx < +∞}.
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Le proprietà elencate per l’integrale di funzioni reali possono essere este-
si all’integrale di funzioni complesse eccetto le proprietà che coinvolgono
l’ordinamento di R.

Considerata una famiglia P (x) di proposizioni dipendenti da x ∈ E ⊂ Rn,
diremo che P (x) è vera quasi ovunque (per brevità q.o.) se l’insieme {x ∈
E |P (x) è falsa} è misurabile di misura nulla.
Ad esempio, affermare che f(x) = g(x) q.o. in E significa che µ({x ∈
E | f(x) 6= g(x)}) = 0: ad esempio abbiamo che la funzione di Dirichlet è
q.o. nulla in [0, 1] essendo µ([0, 1] ∩Q) = 0.
Osserviamo che, dalla definizione di integrale, se f(x) = g(x) q.o. in E e
g(x) risulta sommabile in E allora anche f(x) risulta sommabile in E e∫

E
f(x) dx =

∫
E
g(x) dx

Viceversa, abbiamo che se
∫
E |f(x)| dx = 0 allora µ(E) = 0 oppure f(x) = 0

per q.o. x ∈ E.
Nel seguito penseremo quindi identificate in L1(E;C) funzioni q.o. uguali
e scriveremo che f = g in L1(E;C) intendendo che f(x) = g(x) per q.o.
x ∈ E.

4. Confronto tra l’integrale di Lebesgue e di Riemann

Mostreremo nel prossimo risultato che ogni funzione limitata integrabile
secondo Riemann in un intervallo [a, b] ⊂ R risulta integrabile secondo Le-
besgue in tale intervallo e che i due integrali coincidono. Vedremo inoltre che
affinchè una funzione risulti integrabile secondo Riemann questa dovrà sod-
disfare a delle condizioni di continuità piuttosto restrittive. Abbiamo quindi
che la teoria dell’integrazione di Lebesgue estende la teoria di Riemann ad
una classe molto più ampia di funzioni. Altro vantaggio è che, utilizzan-
do l’integrale di Lebesgue, risultano semplificate le ipotesi per il passaggio
al limite sotto il segno integrale (si veda la prossima sezione), risultati che
torneranno utili nel seguito.

Data f : [a, b] → R, denoteremo nel seguito con
∫ b
a f(x) dx l’integrale di

Riemann e con
∫

[a,b] f(x) dx l’integrale di Lebesgue. Vale allora

Teorema 5.9.
Se f(x) è funzione integrabile secondo Riemann nell’intervallo [a, b] allora
f(x) è integrabile secondo Lebesgue in [a, b] e∫

[a,b]
f(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx

Dim. Dalla definizione di integrale di Riemann, sia (Pk)k∈N una successione di partizioni
di [a, b] tale che per ogni k ∈ N, Pk ⊂ Pk+1, |x− y| < 1

k
per ogni x, y ∈ Pk e

lim
k→+∞

S(Pk) = S(f) e lim
k→+∞

s(Pk) = s(f)
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dove ricordiamo che se P = {a = x0 < x1 < .... < xn = b} allora

S(P ) :=

n∑
i=0

(xi+1−xi) sup{f(x) |x ∈ [xi, xi+1]} e s(P ) :=

n∑
i=0

(xi+1−xi) inf{f(x) |x ∈ [xi, xi+1]}

mentre

S(f) := inf{S(P ) |P partizione di [a, b]} e s(f) := sup{s(P ) |P partizione di [a, b]}

Per ogni partizione Pk = {a = xk0 < xk1 < .... < xknk = b} poniamo

Uk(a) = f(a) e Uk(x) = sup{f(x) |x ∈ [xki , x
k
i+1]}, se xki < x ≤ xki+1

e

Lk(a) = f(a) e Lk(x) = inf{f(x) |x ∈ [xki , x
k
i+1]}, se xki < x ≤ xki+1.

Allora, dalla definizione si ha∫
[a,b]

Uk(x) dx =

n∑
i=0

sup{f(x) |x ∈ [xi, xi+1]}µ([xi, xi+1]) = S(Pk)

e analogalmente∫
[a,b]

Lk(x) dx =

n∑
i=0

inf{f(x) |x ∈ [xi, xi+1]}µ([xi, xi+1]) = s(Pk)

Inoltre poichè per ogni x ∈ [a, b] risulta Lk(x) ≤ Lk+1(x) ≤ f(x) ≤ Uk+1(x) ≤ Uk(x),
le successioni (Lk)k∈N e (Uk)k∈N ammettono dunque limite puntuale che denotiamo ri-
spettivamente con L(x) e U(x). Tali funzioni, in quanto limiti di funzioni semplici, sono
misurabili in [a, b] e, dalla definizione di integrale di Lebesgue, risulta∫

[a,b]

U(x) dx = lim
k→+∞

∫
[a,b]

Uk(x) dx = lim
k→+∞

S(Pk) = S(f)

e analogalmente,
∫

[a,b]
L(x) dx = s(f).

Per definizione, abbiamo che f(x) risulta integrabile secondo Riemann se e solo se s(f) =

S(f) =
∫ b
a
f(x) dx , ovvero se e solo se∫

[a,b]

U(x) =

∫
[a,b]

L(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx

e dunque
∫

[a,b]
U(x) − L(x) dx = 0. Poichè U(x) ≥ L(x) per ogni x ∈ [a, b], ciò sarà

verificato se e solo se U(x) = L(x) per q.o. x ∈ [a, b]. Essendo infine L(x) ≤ f(x) ≤ U(x)
per ogni x ∈ [a, b], otteniamo che

L(x) = f(x) = U(x) per q.o. x ∈ [a, b]

e dunque che f(x) è misurabile in [a, b] con∫
[a,b]

f(x) dx =

∫
[a,b]

U(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx

�

Ne segue inoltre

Teorema 5.10. (di Vitali-Lebesgue)

Sia f(x) funzione limitata nell’intervallo [a, b]. Allora f(x) è integrabile
secondo Riemann in [a, b] se e solo se f(x) è q.o. continua in [a, b].
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Dim. È sufficiente osservare nella precedente dimostrazione che f(x) risulta integrabile

secondo Riemann se e solo se U(x) = L(x) per q.o. x ∈ [a, b] e che tale condizione è

verificata se e solo se f(x) risulta q.o. continua in [a, b]. Infatti, se x 6∈ Pk per ogni k ∈ N
allora U(x) = L(x) se e solo se f(x) risulta continua in x. Essendo

⋃
k∈N Pk un insieme

numerabile, segue la tesi. �

Il classico esempio di funzione limitata non integrabile secondo Riemann ma
integrabile secondo Lebesgue è la funzione di Dirichlet in [0, 1], osserviamo
difatti che tale funzione non è continua in ogni x ∈ [0, 1].

Riguardo all’integrale improprio di Riemann, abbiamo la seguente relazione
con l’integrale di Lebesgue. Abbiamo che se |f(x)| risulta integrabile in senso
improprio in (a, b] allora f(x) risulta integrabile secondo Lebesgue in (a, b]
e vale ∫ b

a
f(x) dx =

∫
(a,b]

f(x) dx

Si ha invece che la funzione non risulta integrabile secondo Lebesgue in (a, b]

se l’integrale improprio
∫ b
a |f(x)| dx risulta divergente anche se

∫ b
a f(x) dx

converge. Infatti ricordiamo che f(x) risulta integrabile secondo Lebesgue se

e solo se risulta tale |f(x)|. Un esempio è dato dall’integrale
∫ 1

0
1
x sin 1

x dx che

risulta convergente ma non assolutamente convergente, la funzione 1
x sin 1

x
non risulta quindi integrabile secondo Lebesgue in (0, 1].

Analogalmente, nel caso di funzione integrabile in senso improprio in un
intervallo illimitato, abbiamo che f(x) risulta integrabile secondo Lebesgue
in [a,+∞) se l’integrale improprio risulta assolutamente convergente ed in
tal caso vale ∫ +∞

a
f(x) dx =

∫
[a,+∞)

f(x) dx

Ad esempio è l’integrale
∫+∞

1
sinx
x dx risulta convergente ma non assoluta-

mente convergente. Dunque la funzione sinx
x non risulta integrabile secondo

Lebesgue in [1,+∞) pur essendo integrabile in senso improprio.

Infine, vediamo come si estende il Teorema fondamentale del calcolo inte-
grale nella teoria dell’integrale di Lebesgue. Sia f(x) funzione integrabile
secondo Lebesgue in [a, b] ⊂ R e sia

F (x) =

∫
[a,x]

f(t) dt, x ∈ [a, b]

allora F (x) risulta q.o. derivabile in [a, b] e F ′(x) = f(x) per q.o. x ∈ (a, b).
Viceversa, se F (x) è derivabile in [a, b] (non solo q.o.) e F ′(x) è integrabile
secondo Lebesgue in [a, b] allora

F (x) = F (a) +

∫
[a,x]

F ′(t) dt.
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5. Principali Teoremi sull’integrale di Lebesgue

Iniziamo con il riportare i principali risultati riguardanti il passaggio al
limite sotto il segno di integrale. Ricordiamo che per quanto riguarda l’inte-
grale di Riemann abbiamo che se (fn(x))n∈N è una successione di funzioni
continue in [a, b] a valori complessi, uniformemente convergente ad f(x) in
[a, b], allora ∫ b

a
fn(x) dx→

∫ b

a
f(x) dx per n→ +∞.

L’integrale di Lebesgue permette di generalizzare il precedente risultato
considerando condizioni di convergenza più deboli. Abbiamo difatti

Teorema 5.11. (di B. Levi di convergenza monotona)

Sia (fn)n∈N una successione di funzioni reali misurabili sull’insieme misu-
rabile E ⊂ Rn tale che 0 ≤ fn(x) ≤ fn+1(x) per q.o. x ∈ E e ogni n ∈ N.
Se per n→ +∞, fn(x)→ f(x) per q.o. x ∈ E, allora∫

E
fn(x) dx→

∫
E
fn(x) dx per n→ +∞.

Ne segue in particolare

Corollario 5.1. (Integrazione termine a termine)

Sia (fn)n∈N una successione di funzioni reali misurabili e non negative sul-
l’insieme misurabile E ⊂ Rn. Se

f(x) =
∑
k∈N

fn(x) per q.o. x ∈ E,

allora ∫
E
f(x) dx =

∑
k∈N

∫
E
f(x) dx

Vale inoltre

Teorema 5.12. (di H. Lebesgue sulla convergenza dominata )

Sia (fn)n∈N una successione di funzioni misurabili sull’insieme misurabile
E ⊂ Rn e sia ϕ funzione sommabile in E tale che |fn(x)| ≤ ϕ(x) per q.o.
x ∈ E. Se per n → +∞, fn(x) → f(x) per q.o. x ∈ E, allora f risulta
sommabile in E e∫

E
fn(x) dx→

∫
E
f(x) dx, per n→ +∞.

Il prossimo risultato estende all’integrale di Lebesgue le note formule di
riduzione per l’integrale multiplo di Riemann. Dato un sottoinsieme misu-
rabile E ⊂ Rn × Rm, poniamo

Ex = {y ∈ Rm | (x, y) ∈ E}, x ∈ Rn, e Ey = {x ∈ Rn | (x, y) ∈ E}, y ∈ Rm,

ed osserviamo che tali insiemi risultano misurabili rispettivamente in Rm e
Rn. Nel seguito, una funzione f misurabile in E ⊂ Rn × Rm la penseremo
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definita in tutto Rn × Rm ponendo f(x, y) = 0 per ogni (x, y) 6∈ E. Vale
allora

Teorema 5.13. (di Fubini-Tonelli)

Sia f ∈ L1(E,C) essendo E ⊂ Rn × Rm insieme misurabile. Allora risulta
f(·, y) ∈ L1(Ey,C) e f(x, ·) ∈ L1(Ex,C) e vale∫

E
f(x, y) dxdy =

∫
Rm

(

∫
Ey

f(x, y) dx) dy =

∫
Rn

(

∫
Ex

f(x, y) dy) dx. (23)

Osserviamo che dall’esistenza degli integrali∫
Rm

(

∫
Ey

f(x, y) dx) dy e

∫
Rn

(

∫
Ex

f(x, y) dy) dx

non si può dedurre la sommabilità di f(x, y) in E ne’ l’identità (23). Ab-
biamo invece che, se esiste almeno uno degli integrali∫

Rm
(

∫
Ey

|f(x, y)| dx) dy e

∫
Rn

(

∫
Ex

|f(x, y)| dy) dx

allora f(x, y) risulta sommabile in E e vale (23).

Infine, consideriamo una funzione f(t, x) dipendente dal parametro t ∈ A ⊂
R (o C) e misurabile rispetto ad x ∈ E ⊂ Rn con E misurabile. Per ogni
t ∈ A risulta definita la funzione

F (t) :=

∫
E
f(t, x) dx.

e dal Teorema di convergenza dominata si ottengono le seguenti proprietà
di continuità e derivabilità

Teorema 5.14. (Proprietà dell’integrale dipendente da un parame-

tro)

Sia f(t, x) definita in un sottoinsieme A × E ⊂ R × Rn con E misurabile.
Se la funzione f(·, x) è continua in A per q.o. x ∈ E, la funzione f(t, ·) è
sommabile in E per ogni t ∈ A ed esiste g ∈ L1(E,R) tale che

|f(t, x)| ≤ g(x) per ogni t ∈ A e q.o. x ∈ E

allora F (t) =

∫
E
f(t, x) dx risulta continua in A.

Se inoltre la funzione f(·, x) è derivabile in A per q.o. x ∈ E ed esiste
h ∈ L1(E,R) tale che

|∂f
∂t

(t, x)| ≤ h(x) per ogni t ∈ A e q.o. x ∈ E

allora F (t) =

∫
E
f(t, x) dx risulta derivabile in A e F ′(t) =

∫
E

∂f

∂t
(t, x) dx.

Dim. Proviamo innanzitutto che la funzione risulta continua in A. Preso comunque
t0 ∈ A e una successione tn → t0 per n → +∞, è sufficiente provare che F (tn) → F (t0)
per n → +∞. A tale scopo, posto fn(x) := f(tn, x) per ogni x ∈ E, osserviamo che per
ipotesi fn ∈ L1(E,C) e |fn(x)| ≤ g(x) per q.o. x ∈ E e ogni n ∈ N. Inoltre, essendo
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f(·, x) continua in A per q.o. x ∈ E, abbiamo che fn(x) = f(tn, x) → f(t0, x) := f0(x)
per q.o. x ∈ E. Dal Teorema di convergenza dominata otteniamo allora che

F (tn) =

∫
E

fn(x) dx→
∫
E

f0(x) dx = F (t0), per n→ +∞.

Analogalmente, per provare che F (t) risulta derivabile in ogni t0 ∈ A con F ′(t0) =∫
E

∂f
∂t

(t0, x) dx, proviamo che per ogni successione tn → t0 per n→ +∞, risulta

F (tn)− F (t0)

tn − t0
→
∫
E

∂f

∂t
(t0, x) dx per n→ +∞.

Osserviamo allora che

F (tn)− F (t0)

tn − t0
=

∫
E

f(tn, x)− f(t0, x)

tn − t0
dx

e che la successione di funzioni hn(x) = f(tn,x)−f(t0,x)
tn−t0

verifica le ipotesi del Teorema di

convergenza dominata essendo

hn(x) =
f(tn, x)− f(t0, x)

tn − t0
→ ∂f

∂t
(t0, x) per n→ +∞ e q.o. x ∈ E

e, per il Teorema di Lagrange, |hn(x)| ≤ h(x) per q.o. x ∈ E e ogni n ∈ N. Ne segue
allora che per n→ +∞ risulta

F (tn)− F (t0)

tn − t0
=

∫
E

hn(x) dx→
∫
E

∂f

∂t
(t0, x) dx

�





CAPITOLO 6

Proiezioni Ortogonali e Serie di Fourier

1. Spazi vettoriali normati e Spazi di Banach

Ricordiamo che uno spazio vettoriale reale (o complesso) è un insieme non
vuoto V in cui siano definite le operazioni di somma u+v, per ogni u,v ∈ V ,
e di prodotto per uno scalare λu, per ogni u ∈ V e λ ∈ R (risp. C)
soddisfacenti alle proprietà

• commutativa: u + v = v + u per ogni u,v ∈ V ,
• associativa: (u + v) + w = u + (v + w) per ogni u,v,w ∈ V ,
• esistenza dell’elemento neutro: esiste 0 ∈ V tale che u+0 = u per

ogni u ∈ V ,
• esistenza dell’opposto: per ogni u ∈ V esiste v ∈ V tale che u+v =

0,
• λ(u + v) = λu + λv per ogni u,v ∈ V e λ ∈ R (risp. C),
• (λ+ ν)u = λu + νu per ogni u ∈ V e λ, ν ∈ R (risp. C),
• λ(νu) = (λν)u per ogni u ∈ V e λ, ν ∈ R (risp. C),
• 1u = u per ogni u ∈ V .

Sono esempi di spazi vettoriali reali gli insiemi Rn delle n-uple ordinate di
numeri reali con le operazioni

x + y = (x1 + y1, x2 + y2, ...., xn + yn) e λx = (λx1, λx2, ..., λxn)

essendo λ ∈ R, x = (x1, x2, ..., xn) e y = (y1, y2, ..., yn) ∈ Rn.

Altro esempio di spazio vettoriale complesso è l’insieme C([a, b],C), delle
funzioni continue su un intervallo [a, b] ⊂ R a valori complessi munito delle
operazioni di somma f + g e di prodotto per uno scalare λf , λ ∈ C, definite
come segue

(f + g)(x) = f(x) + g(x) e (λf)(x) = λf(x)

per ogni x ∈ [a, b].

Dato uno spazio vettoriale reale (o complesso) V , diciamo che un sottoin-
sieme W ⊂ V è un sottospazio vettoriale di V se 0 ∈W e per ogni u,v ∈W e
ogni λ ∈ R (o C) risulta λu ∈W e u+v ∈W . In particolare, dati k vettori
v1,v2, ...,vk ∈ V , si dice sottospazio generato dai vettori v1,v2, ...,vk ∈ V il
sottospazio

span[v1,v2, ...,vk] := {v = λ1v1+λ2v2+...+λkvk |λi ∈ R (risp. C), i = 1, 2, ..., k}
95
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Ricordiamo inoltre che k vettori v1,v2, ...,vk ∈ V sono detti linearmente
indipendenti se l’uguaglianza

λ1v1 + λ2v2 + ...+ λkvk = 0

è verificata solo per λ1 = λ2 = ... = λk = 0. In caso contrario i vettori sono
detti linearmenti dipendenti.

Dati k vettori v1,v2, ...,vk ∈ V linearmente indipendenti, diciamo che que-
sti costituiscono una base del sottospazio W = span[v1,v2, ...,vk]. Dalla
definizione segue allora che per ogni v ∈W esistono λ1, λ2, ..., λk ∈ R (o C)
tali che

v = λ1v1 + λ2v2 + ...+ λkvk
e che (essendo i vettori linearmente indipendenti) tale rappresentazione è
univocamente determinata.

Si può inoltre verificare che due diverse basi di un sottospazio vettoriale
sono necessariamente costituite dallo stesso numero di vettori. Tale numero
è detto dimensione del sottospazio W .

In particolare, se lo spazio vettoriale V risulta generato dalla base v1,v2, ...,vn ∈
V diremo che V è spazio vettoriale di dimensione n e scriveremo dim(V ) = n.

Ad esempio, Rn è spazio vettoriale di dimensione n essendo

e1 = (1, 0, ..., 0), e2 = (0, 1, ..., 0), ..., en = (0, 0, ..., 1)

una sua base (base canonica).

Nello spazio C([0, 1],R), risultano linearmente indipendenti le funzioni f0(x) =
1, f1(x) = x,..., fn(x) = xn, il sottospazio W da queste generato è l’insieme
dei polinomi di grado minore o uguale a n e risulta dim(W ) = n+ 1.

Dato uno spazio vettoriale reale o complesso V , si dice norma un’applica-
zione v 7→ ‖v‖ da V in R soddisfacente le seguenti proprietà

• ‖v‖ ≥ 0 per ogni v ∈ V ;
• se ‖v‖ = 0 allora v = 0;
• ‖λv‖ = |λ|‖v‖ per ogni v ∈ V e λ ∈ R (o C)
• Diseguaglianza triangolare: ‖u+v‖ ≤ ‖u‖+‖v‖ per ogni u,v ∈ V .

Uno spazio vettoriale dotato di una norma viene detto spazio vettoriale
normato.

Osserviamo che una norma in uno spazio vettoriale normato V determina
una distanza, e dunque una metrica, ponendo

d(u,v) := ‖u− v‖
A partire da tale metrica si deduce una topologia in V : si definisce intorno
sferico di raggio r > 0 del vettore v0 ∈ V l’insieme

Br(v0) := {v ∈ V | d(v,v0) = ‖v − v0‖ < r}.
Diremo quindi che un sottoinsieme A ⊂ V è aperto se per ogni v0 ∈ A esiste
r > 0 tale che Br(v0) ⊂ A.
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Inoltre, a partire da tale metrica possiamo definire il concetto di successione
convergente nello spazio vettoriale normato V : si dice che una successione
di vettori (vn)n∈N ⊂ V converge a v0 in V , e scriveremo

lim
n→+∞

vn = v0 in V ,

se per ogni ε > 0 esiste ν ∈ N tale che per ogni n ≥ ν risulta vn ∈ Bε(v0),
ovvero se risulta

d(vn,v0) = ‖vn − v0‖ → 0 per n→ +∞.

Ad esempio, lo spazio Rn è spazio vettoriale normato munito della norma
euclidea

‖x‖ :=
»
x2

1 + x2
2 + ...+ x2

n =

Ã
n∑
k=1

x2
i

essendo x = (x1, x2, ..., xn)inRn. La distanza indotta da tale norma è
l’usuale distanza euclidea:

d(x,y) =

Ã
n∑
k=1

(xi − yi)2

e un intorno sferico di raggio r > 0 di x̄ ∈ Rn corrisponde alla palla n-
dimensionale di raggio r > 0 e centro x̄:

Br(x̄) = {x ∈ Rn |
n∑
k=1

(xi − x̄i)2 < r2}

Osserviamo che in Rn risultano norme anche le applicazioni

‖x‖0 :=
n∑
k=1

|xi| e ‖x‖∞ := max
k=1,2,...,n

|xk|.

Si può verificare che tali norme risultano tra loro equivalenti, nel senso che
vale

‖x‖∞ ≤ ‖x‖ ≤ ‖x‖0 ≤ n‖x‖∞, ∀x ∈ Rn

Altro esempio di spazio vettoriale normato è lo spazio C([a, b],C) munito
della norma

‖f‖∞ := max
x∈[a,b]

|f(x)|

Osserviamo che una successione di funzioni (fn)n∈N ⊂ C([a, b],C) converge
ad f in C([a, b],C) rispetto alla norma ‖ · ‖∞, ‖fn − f‖∞ → 0 per n→ +∞,
se fn(x)→ f(x) uniformemente in [a, b].

Infine, dato uno spazio vettoriale normato V , una successione (vn)n∈N in
V si dice successione di Cauchy se per ogni ε > 0 esiste ν ∈ N tale che per
ogni n,m > ν risulta ‖vn − vm‖ < ε.

È immediato verificare che ogni successione convergente in V risulta suc-
cessione di Cauchy. Non è vero in generale il viceversa. Uno spazio vetto-
riale normato (o più in generale uno spazio metrico) in cui ogni successione
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di Cauchy risulta convergente viene detto completo. Uno spazio vettoriale
normato completo viene anche detto spazio di Banach.

Si può provare che ogni spazio vettoriale normato di dimensione finita è
uno spazio di Banach. In particolare, Rn per ogni n ∈ N è spazio di Banach.
Altro esempio di spazio di Banach è lo spazio C([a, b],C) con la norma ‖ ·‖∞
sopra definita. Non risulta invece spazio di Banach lo spazio C([a, b],C) con
la norma integrale

‖f‖1 =

∫ b

a
|f(x)| dx.

2. Spazi vettoriali con prodotto scalare e spazi di Hilbert

Sia V uno spazio vettoriale complesso, un’applicazione a : V × V → C si
dice prodotto scalare su V se verifica le seguenti proprietà:

(i) a(λu,v) = λa(u,v) per ogni λ ∈ C e u,v ∈ V ,
(ii) a(u + v,w) = a(u,v) + a(v,w) per ogni u,v,w ∈ V ,

(iii) a(u,v) = a(v,u) per ogni u,v ∈ V (dove z denota il coniugato di
z ∈ C),

(iv) se a(u,u) = 0 allora u = 0,
(v) a(u,u) ≥ 0 per ogni u ∈ V (osserviamo che essendo a(u,u) =

a(u,u) risulta a(u,u) ∈ R per ogni u ∈ V ).

Nel caso di spazio vettoriale reale, un prodotto scalare è un’applicazione
a : V×V → R soddisfacente alle proprietà sopra elencate dove considereremo
λ ∈ R e la condizione (iii) sostituita con la condizione di simmetria

(iii)’ a(u,v) = a(v,u) per ogni u,v ∈ V .

Nel seguito, per il prodotto scalare di due vettori u,v ∈ V , useremo la
seguente notazione

〈u,v〉 := a(u,v)

sono spesso utilizzati anche i simboli (u|v) o u·v.

Negli spazi Rn risulta prodotto scalare (prodotto scalare canonico) l’appli-
cazione

〈x,y〉 :=
n∑
k=1

xkyk

dove x = (x1, x2, ..., xn) e y = (y1, y2, ..., yn) ∈ Rn. Altro esempio è dato
dallo spazio C([a, b],C) dove risulta prodotto scalare l’applicazione

〈f, g〉 :=

∫ b

a
f(x)g(x) dx. (24)

In uno spazio vettoriale V con prodotto scalare è possibile definire una
norma (detta norma indotta dal prodotto scalare) ponendo

‖v‖ := 〈v,v〉
1
2 , v ∈ V
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Difatti, dalla definizione di prodotto scalare risulta immediatamente che
‖v‖ ≥ 0 per ogni v ∈ V e che ‖v‖ = 0 solo se v = 0. Inoltre ‖λv‖ = |λ|‖v‖.
Per provare la diseguaglianza triangolare, osserviamo innanzitutto che vale
la seguente diseguaglianza di Schwarz 1

per ogni u,v ∈ V risulta |〈u,v〉| ≤ ‖u‖‖v‖.

Si ottiene allora che

‖u + v‖2 = ‖u‖2 + 〈u,v〉+ 〈u,v〉+ ‖v‖2

≤ ‖u‖2 + 2|〈u,v〉|+ ‖v‖2 ≤ ‖u‖2 + 2‖u‖‖v‖+ ‖v‖2 = (‖u‖+ ‖v‖)2

da cui ‖u + v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖.

Abbiamo dunque che uno spazio vettoriale con prodotto scalare è uno spazio
normato, se tale spazio risulta completo rispetto alla norma indotta dal
prodotto scalare diremo che è uno spazio di Hilbert (spazio euclideo nel caso
in cui risulti di dimensione finita).

Ad esempio in Rn la norma indotta dal prodotto scalare canonico è la norma
euclidea

‖x‖ = 〈x,x〉
1
2 =

(
n∑
i=1

x2
i

) 1
2

e risulta spazio euclideo. In C([a, b],C) la norma indotta dal prodotto scalare
(24) risulta essere

‖f‖2 = (

∫ b

a
|f(x)|2dx)

1
2 ,

con tale norma C([a, b],C) non è completo e dunque non risulta spazio di
Hilbert.

3. Gli spazi Lp

Dato un insieme misurabile E ⊂ Rn, per ogni p ∈ [1,+∞) poniamo

Lp(E;C) = {f : E ⊂ Rn → C misurabile |
∫
E
|f(x)|p dx < +∞}

Si definisce inoltre

L∞(E;C) = {f : E ⊂ Rn → C misurabile | ∃M > 0, |f(x)| ≤M per q.o. x ∈ E}.

1Per provare tale diseguaglianza osserviamo che risulta banale se v = 0 altrimenti,
per ogni λ ∈ C risulta

0 ≤ ‖u− λv‖2 = ‖u‖2 − λ̄〈u,v〉 − λ〈v,u〉+ |λ|2‖v‖2

e scelto λ = 〈u,v〉
‖v‖2 se ne deduce che

0 ≤ ‖u‖2 − |〈u,v〉|2‖v‖2.
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In tali spazi penseremo identificate funzioni q.o. uguali in E.
Tali spazi risultano spazi vettoriali normati muniti rispettivamente della
norma

‖f‖p := (

∫
E
|f(x)|p dx)

1
p , se 1 ≤ p <∞,

e

‖f‖∞ := inf{M > 0 | |f(x)| ≤M per q.o. x ∈ E}
ovvero, per ogni p ∈ [1,+∞] valgono le seguenti proprietà

• ‖f‖p ≥ 0 per ogni f ∈ Lp(E,C);
• se ‖f‖p = 0 allora f = 0 in Lp(E,C) (ovvero f(x) = 0 per q.o.
x ∈ E);
• per ogni λ ∈ C e ogni f ∈ Lp(E,C) risulta ‖λf‖p = |λ|‖f‖p;
• Diseguaglianza triangolare o di Minkowski: ‖f + g‖p ≤ ‖f‖p+‖g‖p

per ogni f, g ∈ Lp(E,C).

Caso particolare è lo spazio L2(E,C), difatti la sua norma risulta indotta
dal prodotto scalare

〈f, g〉 :=

∫
E
f(x)g(x) dx

Tale prodotto risulta ben definito in quanto dalla diseguaglianza 2ab ≤ a2 +
b2, per ogni a, b ∈ R segue che

|f(x)g(x)| ≤ |f(x)|2 + |g(x)|2

2

da cui, se f, g ∈ L2(E,C), si ottiene che fg ∈ L1(E,C) e vale ‖fg‖1 ≤
1
2(‖f‖22 + ‖g‖22).

Si può inoltre dimostrare che ogni spazio Lp è completo , dunque spazio di
Banach ed in particolare L2 risulta spazio di Hilbert.

In L2(E,C) vale inoltre la diseguaglianza di Schwarz

|〈f, g〉| ≤ ‖f‖2‖g‖2, ∀f, g ∈ L2(E,C)

ovvero vale

|
∫
E
f(x)g(x) dx| ≤ (

∫
E
|f(x)|2 dx)

1
2 (

∫
E
|g(x)|2 dx)

1
2 , ∀f, g ∈ L2(E,C).

Il seguente risultato generalizza la precedente diseguaglianza agli spazi Lp(E,C).
A tale scopo, per ogni p ∈ [1,+∞] definiamo coniugato di p il valore p∗ ∈
[1,+∞] tale che 1

p + 1
p∗ = 1, con la convenzione che se p = 1 allora p∗ =∞

e viceversa. Vale allora

Teorema 6.1. (Diseguaglianza di Hölder)

Per ogni p ∈ [1,+∞], se f ∈ Lp(E,C) e g ∈ Lp∗(E,C) allora fg ∈ L1(E,C)
e vale

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p‖g‖p∗
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Osserviamo che dal precedente risultato segue che se µ(E) < +∞ allora
Lq(E;C) ⊂ Lp(E;C) per ogni 1 < p < q < +∞ infatti, osservato che
(pq )∗ = q

q−p si ha ∫
E
|f(x)|p dx ≤ (

∫
E
|f(x)|q)

p
q (

∫
E
dx)

q−p
q

da cui

‖f‖p ≤ ‖f‖qµ(E)
q−p
pq

mentre per ogni 1 ≤ p < +∞ risulta L∞(E;C) ⊂ Lp(E;C) essendo

‖f‖p = (

∫
E
|f(x)|p dx)

1
p ≤ ‖f‖∞µ(E)

1
p

Infine, vale il seguente risultato di densità

Teorema 6.2. (di densità)

Per ogni p ∈ [1,+∞), lo spazio C1(E;C) è denso in Lp(E;C), ovvero, per
ogni f ∈ Lp(E;C) ed ogni ε > 0 esiste g ∈ C1(E,C) tale che ‖f − g‖p < ε.

4. Vettori ortogonali e proiezioni ortogonali

In uno spazio vettoriale (reale o complesso) V munito di prodotto scalare
diciamo che due vettori non nulli u,v ∈ V sono ortogonali se risulta 〈u,v〉 =
0.

Osserviamo che se u e v sono vettori ortogonali allora vale l’identità di
Pitagora

‖u + v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2

Ne segue in particolare che se v1,v2, ...,vn sono ortogonali, ovvero 〈vi,vj〉 =
0 per ogni i 6= j, allora

‖
n∑
k=1

vk‖2 =
n∑
k=1

‖vk‖2

e v1,v2, ...,vn risultano linearmente indipendenti.

Diremo in tal caso che i vettori v1,v2, ...,vn costituiscono una base orto-
gonale del sottospazio W = span[v1,v2, ...,vn]. Se inoltre ‖vi‖ = 1 per
ogni i = 1, 2, ..., n, diremo che i vettori v1,v2, ...,vn sono ortonormali e costi-
tuiscono una base ortonormale di W . Osserviamo che se v1,v2, ...,vn sono
ortonormali allora

〈vi,vj〉 = δi,j :=

{
1 se i = j

0 se i 6= j

Ad esempio, i vettori e1, e2, ..., en della base canonica di Rn costituiscono
una base ortonormale di Rn.

Nello spazio L2([−π, π],C) munito del prodotto scalare integrale

〈f, g〉 =

∫
[−π,π]

f(x)g(x) dx,
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la famiglia di funzioni einx, n ∈ Z, risulta ortogonale. Infatti risulta

〈einx, eimx〉 =

∫
[−π,π]

einxe−imx dx =

{
0 se n 6= m

2π se n = m

Otterremo allora una famiglia ortonormale considerando le funzioni einx√
2π

,

n ∈ Z.

Osserviamo che se v1,v2, ...,vn sono vettori ortonormali eW = span[v1,v2, ...,vn]
allora ogni w ∈W verrà rappresentato come

w =
n∑
k=1

〈w,vk〉vk

Infatti, se w ∈ W , dalla definizione esistono λ1, λ2, ..., λn ∈ C tali che w =
∑n

k=1 λkvk.
Poichè v1,v2, ...,vn sono ortonormali otteniamo, dalle proprietà del prodotto scalare, che
per ogni j = 1, 2, ..., n risulta

〈w,vj〉 = 〈
n∑
k=1

λkvk,vj〉 =

n∑
k=1

λk〈vk,vj〉 = λj

Ne segue in particolare che per ogni w ∈W = span[v1,v2, ...vn] vale

‖w‖2 =
n∑
k=1

|〈w,vk〉|2 (25)

Vale inoltre il seguente risultato

Teorema 6.3. (metodo di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt)

Sia V spazio vettoriale con prodotto scalare e siano v1,v2, ...,vn, n vetto-
ri linearmente indipendenti di V . Allora esistono n vettori u1,u2, ...,un
ortonormali tali che

span[v1,v2, ...,vn] = span[u1,u2, ...,un].

Dim. Per induzione su n ∈ N, se n = 1 sarà sufficiente considerare u1 = v1
‖v1‖

. Supponiamo

ora vera l’affermazione per n − 1, abbiamo allora che esistono n − 1 vettori ortonormali,
u1,u2, ...,un−1 tali che

span[v1,v2, ...,vn−1] = span[u1,u2, ...,un−1].

Il vettore u = vn−
∑n−1

i=1 〈vn,ui〉ui risulta ortogonale a u1,u2, ...,un−1 e posto un = u
‖u‖ ,

avremo che u1,u2, ...un risultano ortonormali e

span[v1,v2, ...,vn] = span[u1,u2, ...,un].

�

Dato uno spazio vettoriale con prodotto scalare V siano v1,v2, ...,vn, n
vettori ortonormali in V . Denotato con W = span[v1,v2, ...,vn], per ogni
u ∈ V chiameremo proiezione ortogonale di u su W il vettore

PW (u) =
n∑
k=1

〈u,vk〉vk ∈W.

Vale difatti la seguente caratterizzazione
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Teorema 6.4. (sulle proiezioni ortogonali)

Sia V uno spazio vettoriale con prodotto scalare, v1,v2, ...,vn, n vettori
ortonormali in V e W = span[v1,v2, ...,vn]. Allora PW (u) risulta l’unico
elemento di W soddisfacente alle proprietà

(i) PW (u)− u risulta ortogonale ad ogni elemento di W :

〈PW (u)− u,v〉 = 0, ∀v ∈W,

(ii) ‖u− PW (u)‖ = min{‖u− v‖ |v ∈W}.
Vale inoltre la relazione

‖u− PW (u)‖2 = ‖u‖2 − ‖PW (u)‖2 (26)

da cui, in particolare

‖PW (u)‖2 =
n∑
k=1

|〈u,vi〉|2 ≤ ‖u‖2 (27)

Dim. Proviamo innanzitutto che PW (u) − u risulta ortogonale ad ogni elemento di W .
Infatti per ogni j = 1, 2, ..., n risulta

〈PW (u)− u,vj〉 = 〈
n∑
k=1

〈u,vk〉vk − u,vj〉 =

n∑
k=1

〈u,vk〉〈vk,vj〉 − 〈u,vj〉 = 0

Se v ∈W abbiamo che v =
∑n

j=1〈v,vj〉vj e dunque, per quanto sopra 〈PW (u)−u,v〉 = 0.

Viceversa, proviamo che se ū ∈ W è tale che 〈ū − u,v〉 = 0 per ogni v ∈ W allora
ū = PW (u). Infatti poichè ū ∈W = span[v1,v2, ...,vn] abbiamo che ū =

∑n
k=1〈ū,vk〉vk.

Inoltre per ipotesi, per ogni k = 1, 2, ..n abbiamo che 〈ū− u,vk〉 = 0 e dunque 〈ū,vk〉 =
〈u,vk〉 da cui ū =

∑n
k=1〈u,vk〉vk = PW (u).

Proviamo ora che PW (u) verifica (ii) e che risulta l’unico elemento di W avente distanza
minima da u. Infatti, per (i), abbiamo che, per ogni v ∈ W , i vettori u − PW (u) e
PW (u)− v risultano ortogonali. Dall’identità di Pitagora risulta allora

‖u− v‖2 = ‖u− PW (u)‖2 + ‖PW (u)− v‖2 ≥ ‖u− PW (u)‖2

e vale l’uguaglianza se e solo se v = PW (u).
Infine, osserviamo che da (i), essendo u − PW (u) ortogonale a PW (u), dall’identità di

Pitagora si ha che ‖u‖2 = ‖u−PW (u)‖2 + ‖PW (u)‖2 e dunque vale (26). Inoltre, essendo
i vettori v1,v2, ...,vn ortonormali, dalla definizione di PW (u) e da (25) otteniamo

‖PW (u)‖2 =

n∑
k=1

|〈u,vi〉|2

Da (26) segue allora (27). �

Ad esempio in C([−1, 1],R), con prodotto scalare integrale, consideriamo
la famiglia linearmente indipendente delle potenze pn(x) = xn, n ∈ N∗ =
N∪{0}. Le combinazioni lineari di tali potenze forniranno l’insieme di tutti
in polinomi in [−1, 1]. Ortonormalizzando tale famiglia otteniamo il sistema
ortonormale Pn(x) con n ∈ N∗ dove

P0(x) =
1√
2
, P1(x) =

 
3

2
x, P2(x) =

 
5

2
(
3

2
x2 − 1

2
), ...
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Tali polinomi sono detti polinomi di Legendre e si può provare che

Pn(x) =
1

n!2n

 
2n+ 1

2

dn

dxn
(x2 − 1)n, ∀n ∈ N∗.

Data una funzione f ∈ C([−1, 1],R) la sua proiezione ortogonale sul sotto-
spazio Wn generato dai polinomi Pi(x) con i = 0, 1, ..., n sarà allora

PWn(f)(x) =
n∑
i=0

λiPi(x) dove λi = 〈f(x), Pi(x)〉 =

∫ 1

−1
f(x)Pi(x) dx.

e per quanto provato nel Teorema sulle proiezioni ortogonali, abbiamo che
PWn(f) è la migliore approssimazione (nella norma indotta dal prodotto
scalare integrale) della funzione f mediante polinomi di grado minore o
uguale ad n:

‖f − PWn(f)‖2 = min{‖f − p‖2 | p ∈Wn}.

ed inoltre risulta
n∑
i=0

|〈f(x), Pi(x)〉|2 ≤ ‖f‖2

per ogni n ∈ N.

5. Serie di Fourier in L2([−π, π],C)

Come esempio notevole di applicazione del Teorema delle proiezioni, consi-
deriamo nello spazio L2([−π, π],C) il sottospazio Pn, n ∈ N, generato dalle

funzioni eikx√
2π

con k = −n, ..., n: avremo che il generico elemento di Pn sarà

rappresentato da

pn(x) =
n∑

k=−n
λke

ikx, λi ∈ C, i = −n, ..., n.

Gli elementi di tale spazio vengono detti polinomi trigonometrici di ordine n.
Data una generica funzione f ∈ L2([−π, π],C) la proiezione ortogonale di f
su Pn sarà allora

fn(x) =
n∑

k=−n
〈f(x),

eikx√
2π
〉 e

ikx

√
2π

=
n∑

k=−n
cke

ikx

dove

ck =
1

2π
〈f(x), eikx〉 =

1

2π

∫
[−π,π]

f(x)e−ikx dx

è detto k-esimo coefficiente di Fourier di f(x). Dal Teorema sulle proiezioni
ortogonali risulta che il polinomio fn è la migliore approssimazione, in norma
‖ · ‖2, della funzione f mediante polinomi trigonometrici di ordine n:

‖f − fn‖2 = min{‖f − pn‖2 | pn ∈ Pn}. (28)
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Osserviamo che per ogni n ∈ N il polinomio di Fourier fn(x) risulta essere
la ridotta n-esima della serie∑

k∈Z
cke

ikx, dove ck =
1

2π

∫
[−π,π]

f(x)e−ikx dx, (29)

detta serie di Fourier di f(x). Ci si pone quindi il problema di sapere se,
e in che senso, la successione dei polinomi di Fourier (fn)n∈N converge alla
funzione f , ovvero se ed in che senso risulta valida la rappresentazione

f(x) =
∑
k∈Z

cke
ikx. (30)

• Convergenza puntuale e uniforme

Vediamo innanzitutto alcuni risultati riguardanti la convergenza puntuale
ed uniforme della serie di Fourier. A tale scopo osserviamo che data f ∈
L1([−π, π],C), essendo per ogni k ∈ Z, x ∈ R, |eikx| = 1, risultano ben
definiti i coefficienti di Fourier

ck =
1

2π

∫
[−π,π]

f(x)e−ikx dx

e dunque i polinomi di Fourier

fn(x) =
n∑

k=−n
cke

ikx

Data allora f ∈ L1([−π, π],C), risulta

fn(x) =
n∑

k=−n
cke

ikx =
n∑

k=−n

1

2π
(

∫
[−π,π]

f(t)e−ikt dt) eikx

=
1

2π

∫
[−π,π]

f(t)
n∑

k=−n
eik(t−x) dt

Si può verificare inoltre che per ogni n ∈ N e z ∈ R vale

n∑
k=−n

eikz =
sin(2n+1

2 z)

sin z
2

Infatti,

n∑
k=−n

eikz = e−inz
n∑

k=−n

ei(k+n)z = e−int(1 + eiz + e2iz + ...+ ei2nz)

= e−inz
1− ei(2n+1)z

1− eiz =
e−inz − ei(n+1)z

1− eiz
e−i

z
2

e−i
z
2

=
e−i(n+ 1

2
)z − ei(n+ 1

2
)z

e−i
z
2 − ei z2

=
sin((n+ 1

2
)z)

sin z
2
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Quindi otteniamo

fn(x) =
1

2π

∫
[−π,π]

f(t)
sin(2n+1

2 (t− x))

sin t−x
2

dt.

Pensando f(x) estesa per periodicità su tutto R ed operando la sostituzione
z = t− x, essendo l’integrale invariante per traslazione, si ottiene

fn(x) =
1

2π

∫
[−π,π]

f(x+ z)
sin(2n+1

2 z)

sin z
2

dz

La funzione

Dn(z) :=
n∑

k=−n
eikz =

sin(2n+1
2 z)

sin z
2

è detta nucleo di Dirichlet ed è immediato verificare che∫
[−π,π]

Dn(z) dz = 2π

Si ottiene allora che

fn(x)− f(x) =
1

2π

∫
[−π,π]

(f(x+ z)− f(x))
sin(2n+1

2 z)

sin z
2

dz (31)

Abbiamo quindi che la convergenza della successione dei polinomi di Fou-
rier fn(x) ad f(x) seguirà dalla convergenza a zero dell’integrale (31). Al
riguardo vale il seguente risultato

Lemma 6.1. (di Riemann-Lebesgue)

Se g ∈ L1([a, b],C) allora

lim
λ→+∞

∫
[a,b]

g(x) sin(λx) dx = 0 e lim
λ→+∞

∫
[a,b]

g(x) cos(λx) dx = 0.

Dim. Supponiamo innanzitutto g ∈ C1([a, b],C), allora, integrando per parti otteniamo∫ b

a

g(x) sin(λx) dx = g(a)
cosλa

λ
− g(b)

cosλb

λ
+

∫ b

a

g′(x)
cosλx

λ
dx→ 0 per λ→ +∞

Ricordando che C1([a, b],C) è denso in L1([a, b],C), per ogni g ∈ L1([a, b],C) e ogni ε > 0
esiste gε ∈ C1([a, b],C) tale che ‖g − gε‖1 < ε. Da quanto sopra provato, abbiamo allora
che esiste M > 0 tale che |

∫
[a,b]

gε(x) sin(λx) dx| ≤ ε per ogni λ > M e dunque, per

λ > M concludiamo

|
∫

[a,b]

g(x) sin(λx) dx| ≤ |
∫

[a,b]

(g(x)− gε(x)) sin(λx) dx|+ |
∫

[a,b]

gε(x) sin(λx) dx|

≤ ‖g − gε‖1 + |
∫

[a,b]

gε(x) sin(λx) dx| ≤ 2ε.

Allo stesso modo si procede per
∫ b
a
g(x) cos(λx) dx. �

Siamo ora in grado di provare il seguente risultato
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Teorema 6.5. (convergenza puntuale)

Se f ∈ L1([−π, π],C) e per x ∈ (−π, π) esistono δ > 0 e M > 0 tali che

|f(x+ z)− f(x)| ≤M |z|, ∀z ∈ (−δ, δ) (32)

allora fn(x)→ f(x) per n→ +∞, ovvero la serie di Fourier (29) converge
ad f(x): ∑

k∈Z
cke

ikx = f(x).

Dim. Da (31) abbiamo che

fn(x)− f(x) =
1

2π

∫
[−π,π]

(f(x+ z)− f(x))
sin( 2n+1

2
z)

sin z
2

dz

=
1

2π

∫
[−π,π]

f(x+ z)− f(x)

sin z
2

sin(
2n+ 1

2
z) dz

Posto

g(z) =

®
f(x+z)−f(x)

sin z
2

se z 6= 0

0 se z = 0

dalla condizione (32), abbiamo che g(z) risulta limitata in (−δ, δ) ed essendo f ∈ L1([−π, π],C)
otteniamo che g ∈ L1([−π, π],C). Allora, poichè

fn(x)− f(x) =
1

2π

∫
[−π,π]

g(z) sin(
2n+ 1

2
z) dz,

dal Lemma di Riemann-Lebesgue, segue la tesi. �

Osserviamo che l’ipotesi (32) può essere indebolita richiedendo che esista
δ > 0 tale che

f(x+ z)− f(x)

z
∈ L1([−δ, δ],C)

tale condizione viene detta condizione di Dini.

In modo analogo a quanto provato nel precedente teorema si può provare
che se f ∈ L1([−π, π],C) e per x ∈ (−π, π) esistono δ > 0 e M > 0 tali che

|f(x± z)− f(x±)| ≤M |z|, ∀z ∈ (−δ, δ) (33)

dove f(x±) = limt→x± f(t), allora∑
k∈Z

cke
ikx =

f(x+) + f(x−)

2
.

Osserviamo inoltre che l’ipotesi di continuità non è sufficiente per provare la
convergenza puntuale della serie di Fourier 2 avremo invece che la condizione
(32) risulta verificata in x se la funzione risulta continua ed ammette derivate
destra e sinistra finite in x (punti angolosi).

Si può in effetti provare che se f ∈ C1([−π, π],C) (o anche solo continua e
C1 a tratti) la serie di Fourier converge uniformemente, essendo in tal caso

2 Si può provare che se f è funzione continua allora la successione dei polinomi di
Fejer, ottenuti come media aritmetica dei polinomi di Fourier di f , risulta uniformemente
convergente ad f .



108 6. PROIEZIONI ORTOGONALI E SERIE DI FOURIER

la condizione (32) verificata uniformemente in ogni x ∈ [−π, π]. Abbiamo
difatti il seguente risultato

Teorema 6.6. (convergenza uniforme)

Se f ∈ C1([−π, π],C), allora fn → f uniformemente in [−π, π], ovvero la
serie di Fourier (29) converge uniformemente ad f in [−π, π]:∑

k∈Z
cke

ikx = f(x), uniformemente in [−π, π].

• Convergenza in media quadratica

Proviamo ora, senza ipotesi supplementari, che data f ∈ L2([−π, π],C), la
corrispondente serie di Fourier converge a f in L2([−π, π],C):

f(x) =
∑
k∈Z

cke
ikx in L2([−π, π],C), (34)

ovvero, che la successione dei polinomi di Fourier (fn)n∈N converge alla
funzione f in L2([−π, π],C). Si dirà in questo caso che la serie di Fourier
converge in media quadratica.

Ricordiamo innanzitutto che dal Teorema sulle proiezioni ortogonali val-
gono le seguenti proprietà. Per ogni n ∈ N, dall’identità di Pitagora,
risulta

1

2π
‖fn‖22 =

n∑
k=−n

|ck|2 e ‖f‖22 = ‖f − fn‖22 + ‖fn‖22 (35)

da cui
n∑

k=−n
|ck|2 ≤

1

2π
‖f‖22.

e quindi, passando al limite per n → +∞ si ottiene la diseguaglianza di
Bessel ∑

k∈Z
|ck|2 ≤

1

2π
‖f‖22. (36)

Proviamo allora che la serie di Fourier converge in media quadratica

Teorema 6.7. (Convergenza in media quadratica)

Se f ∈ L2[−π, π],C) allora fn → f in L2([−π, π],C), ovvero la serie di
Fourier (29) converge in media quadratica ad f :

f(x) =
∑
k∈Z

cke
ikx in L2([−π, π],C).

Vale inoltre l’identità di Parseval∑
k∈Z
|ck|2 =

1

2π
‖f‖22.
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Dim. Proviamo innanzitutto che se fn → f in L2(E,C) allora vale l’identità di Parseval
(e viceversa). A tale scopo osserviamo che da (35), si ha

‖f − fn‖22 = ‖f‖22 − ‖fn‖22
e dunque avremo che

lim
n→+∞

‖f − fn‖2 = 0⇐⇒ lim
n→+∞

‖fn‖2 = ‖f‖2

Poichè inoltre risulta

‖fn‖22 =

n∑
k=−n

|〈f(x),
1√
2π
eikx〉|2 = 2π

n∑
k=−n

|ck|2

avremo che lim
n→+∞

‖f − fn‖2 = 0 se e solo se vale l’uguaglianza∑
k∈Z

|ck|2 =
1

2π
‖f‖22.

Dimostriamo ora che la serie di Fourier converge in L2([−π, π],C). Per ogni ε > 0, essendo
C1([−π, π],C) denso in L2([−π, π],C), sia g ∈ C1([−π, π],C) tale che ‖f − g‖2 < ε. Detto
gn il polinomio di Fourier di ordine n relativo a g, dal Teorema di convergenza uniforme
della serie di Fourier abbiamo che per n sufficientemente grande risulta ‖g − gn‖∞ < ε.
Per n sufficientemente grande, dalla proprietà del polinomio di Fourier abbiamo allora

‖f − fn‖2 ≤ ‖f − gn‖2 ≤ ‖f − g‖2 + ‖g − gn‖2 < ‖f − g‖2 +
√

2π‖g − gn‖∞ < ε+
√

2πε

e dunque che fn → f in L2([−π, π],C). �

Dal precedente risultato segue immediatamente che se f ∈ L2([−π, π],C) è
tale che 〈f(x), eikx〉 = 0 per ogni k ∈ Z allora f = 0 in L2([−π, π],C) ovvero
f(x) = 0 per q.o. x ∈ [−π, π]. Ne segue dunque che la famiglia ortonormale
einx√

2π
è massimale in L2([−π, π],C) nel senso che non esistono elementi non

nulli ortogonali ad ogni elemento di tale famiglia:

Corollario 6.1. Se f ∈ L2([−π, π],C) è tale che 〈f(x), eikx〉 = 0 per ogni
k ∈ Z allora f(x) = 0 per q.o. x ∈ [−π, π].

Il prossimo risultato prova come, viceversa, a partire da una successione
(ck)k∈Z ⊂ C sia possibile risalire ad una funzione f avente come coefficienti
di Fourier la successione data:

Teorema 6.8. (di Riesz-Fischer)

Per ogni successione (ck)k∈Z ⊂ C tale che∑
k∈Z
|ck|2 < +∞,

esiste f ∈ L2([−π, π],C) tale che ck = 1
2π

∫
[−π,π] f(x)e−ikx dx.

Dim. Per ogni n ∈ N poniamo

pn(x) :=

n∑
k=−n

cke
ikx
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Avremo allora che pn ∈ Pn ⊂ L2([−π, π], |C) e dall’identità di Pitagora per ogni m > n
in N risulta

‖pm − pn‖22 = ‖
∑

n<|k|≤m

cke
ikx‖22 =

1

2π

∑
n<|k|≤m

|ck|2

Poichè la serie
∑

k∈Z |ck|
2 converge, avremo che la successione delle sue ridotte è succes-

sione di Cauchy. Dunque per ogni ε > 0 esiste ν ∈ N tale che
∑

n<|k|≤m |ck|
2 < ε2π per

ogni m > n ≥ ν. Ne segue che per ogni m > n ≥ ν risulta

‖pm − pn‖22 < ε

e dunque che la successione (pn)n∈N è successione di Cauchy in L2([−π, π],C). Essendo
L2 spazio completo, avremo che esiste f ∈ L2([−π, π],C) tale che ‖pn − f‖2 → 0. Dalla
diseguaglianza di Schwarz si ottiene allora che per ogni k ∈ Z risulta

|〈pn(x)− f(x), eikx〉| ≤
√

2π‖pn − f‖2 → 0 n→ +∞

e dunque che

〈f(x), eikx〉 = lim
n→+∞

〈fn(x), eikx〉 = ck.

�

Consideriamo lo spazio

`2 := {(ck)k∈Z |
∑
k∈Z
|ck|2 < +∞}

con la norma

‖c‖ := (
∑
k∈Z
|ck|2)

1
2 , ∀c = (ck)k∈Z ∈ `2.

Dai precedenti risultati abbiamo che l’applicazione F : L2([−π, π],C) → `2
che associa ad ogni f ∈ L2([−π, π],C) la successione dei suoi coefficienti di
Fourier:

F(f) = (ck)k∈Z dove ck =
1

2π

∫
[−π,π]

f(x)e−ikx dx,

risulta una bijezione. Difatti, dal Corollario 6.1, abbiamo che F è iniettiva
in L2([−π, π],C) e, dal Teorema 6.8, F risulta suriettiva su `2. Osserviamo
inoltre che dall’identità di Parseval risulta

‖F(f)‖ =
1√
2π
‖f‖2

e dunque che F è un’isometria.

Abbiamo inoltre che data f ∈ L1([−π, π],C), denotati con ck(f) i suoi
coefficienti di Fourier valgono le seguenti proprietà:

• F è lineare in L1([−π, π],C):

F(αf + βg) = αF(f) + βF(g), ∀ f, g ∈ L1([−π, π]), α, β ∈ C

ovvero per ogni k ∈ Z risulta

ck(αf + βg) = αck(f) + βck(g) ∀ f, g ∈ L1([−π, π]), α, β ∈ C.
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• denotato con

(f ∗ g)(x) :=
1

2π

∫
[−π,π]

f(x− t)g(t) dt, ∀f, g ∈ L1([−π, π],C)

il prodotto di convoluzione di f, g ∈ L1([−π, π],C)3, risulta

F(f ∗ g) = F(f)F(g) ∀f, g ∈ L2([−π, π],C)

ovvero per ogni k ∈ Z risulta

ck(f ∗ g) = ck(f)ck(g) ∀ f, g ∈ L2([−π, π],C).

Infatti, pensando ad f(x) e g(x) prolungate per periodicità su tutto R, dal Teo-
rema di Fubini-Tonelli e dall’invarianza per traslazione dell’integrale, otteniamo

1

2π

∫
[−π,π]

(f ∗ g)(x)e−ikx dx

=
1

2π

∫
[−π,π]

(
1

2π

∫
[−π,π]

f(x− t)g(t) dt)e−ikxdx

=
1

(2π)2

∫
[−π,π]

g(t)(

∫
[−π,π]

f(x− t)e−ikx dx)dt

=
1

(2π)2

∫
[−π,π]

g(t)(

∫
[−π,π]

f(y)e−ikydy)e−iktdt

= (
1

2π

∫
[−π,π]

g(t)e−iktdt)(
1

2π

∫
[−π,π]

f(y)e−ikydy)

• se f ∈ L1([−π, π]) è derivabile con derivata f ′ ∈ L1([−π, π]) allora

ck(f
′) = ikck(f), ∀k ∈ Z

Infatti, osservato che dal teorema fondamentale sul calcolo integrale si ha che
vale la regola di integrazione per parti∫

[a,b]

f(x)g′(x) dx = f(b)g(b)− f(a)g(a)−
∫

[a,b]

f ′(x)g(x) dx

per ogni f, g ∈ L1([a, b]) derivabili con f ′, g′ ∈ L1([a, b]), supposto f(π) =
f(−π), otteniamo

1

2π

∫
[−π,π]

f ′(x)e−ikxdx = − 1

2π

∫
[−π,π]

f(x)(−ike−ikx) dx = ik
1

2π

∫
[−π,π]

f(x)e−ikx dx

Consideriamo ora il caso di funzioni a valori reali. Osserviamo, che essendo
eikx = cos(kx) + i sin(kx), risulta

cos(kx) =
eikx + e−ikx

2
e sin(kx) =

eikx − e−ikx

2i
,

3utilizzando il Teorema di Fubini-Tonelli si può provare che per ogni f, g ∈
L1([−π, π],C) la convoluzione f ∗ g risulta definita q.o. in [−π, π] e che f ∗ g ∈
L1([−π, π],C).
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e una base dello spazio Pn dei polinomi trigonometrici di ordine n a valori
reali sarà data dalle funzioni cos(kx) e sin(kx), k = 0, 1, ..., n. Se f ∈
L1([−π, π],R), posto per ogni k ∈ N

ak = c−k + ck e bk =
c−k − ck

i

e a0 = 2c0, dove

ck =
1

2π

∫
[−π,π]

f(x)e−ikx dx,

si ottiene

ak =
1

π

∫
[−π,π]

f(x) cos(kx) dx ∈ R e bk =
1

π

∫
[−π,π]

f(x) sin(kx) dx ∈ R

Si ottiene che il polinomio di Fourier di ordine n relativo ad f sarà

fn(x) =
n∑

k=−n
cke

ikx = c0 +
n∑
k=1

cke
ikx + c−ke

−ikx

= c0 +
n∑
k=1

(ck + c−k) cos(kx) + i(ck − c−k) sin(kx)

=
a0

2
+

n∑
k=1

(ak cos(kx) + bk sin(kx))

La serie di Fourier di una funzione f ∈ L1([−π, π],R) sarà allora

a0

2
+

+∞∑
k=1

(ak cos(kx) + bk sin(kx))

e i risultati sopra elencati saranno validi anche nel caso di una funzione
a valori reali considerando la serie di Fourier reale appena descritta. In
particolare, l’identità di Parseval diventa

|a0|2

2
+
∞∑
k=1

(|ak|2 + |bk|2) =
1

π
‖f‖22, ∀f ∈ L2([−π, π],R).

Infine, osserviamo che i precedenti risultati potranno essere estesi a funzioni
definite in intervalli della forma [−T, T ] con T > 0 arbitrario. Osserviamo
difatti che nello spazio L2([−T, T ],C), munito del prodotto scalare

〈f, g〉 =

∫
[−T,T ]

f(x)g(x) dx,

le funzioni eikωx dove ω = π
T , costituiscono un sistema ortogonale:∫

[−T,T ]
einωxe−imωx dx =

{
0 se n 6= m

2T se n = m.
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Data allora f ∈ L2([−T, T ],C) potremo considerarne la corrispondente serie
di Fourier ∑

n∈Z
cke

ikωx

dove

ck =
1

2T

∫
[−T,T ]

f(x)e−ikωx dx.

Nel caso invece di funzione a valori reali, potremo considerare la serie

a0

2
+
∑
k∈N

ak cos(kωt) + bk sin(kωt)

dove

ak =
1

T

∫ T

−T
f(x) cos(kωx) dx e bk =

1

T

∫ T

−T
f(x) sin(kωx) dx.

Esempi

• Serie di Fourier dell’onda triangolare. Consideriamo la funzione continua
in [−π, π]

f(x) =
π

2
− |x|

estesa per periodicità su tutto l’asse reale. Tale funzione risulta reale e pari
e quindi risulta

bk =
1

π

∫ π

−π
f(x) sin(kx) dx = 0 ∀k ∈ N

mentre

ak =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos(kx) dx =

2

π

∫ π

0
(
π

2
−x) cos(kx) dx =

{
0 se k è pari o nullo

4
πk2 se k è dispari

Si ottiene allora che la serie di Fourier di f(x) è

+∞∑
k=0

4

π(2k + 1)2
cos(2k + 1)x =

4

π

+∞∑
k=0

cos(2k + 1)x

(2k + 1)2

Essendo f(x) di classe C1 a tratti in R dai precedenti risultati abbiamo che
tale serie converge uniformemente ed in media quadratica a f(x) in ogni
intervallo di ampiezza 2π.
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• Calcoliamo la serie di Fourier della funzione f(x) = x2 in [−π, π], prolun-
gata per periodicità su tutto l’asse reale. Tale funzione risulta reale e pari e
quindi risulta

bk =
1

π

∫ π

−π
f(x) sin(kx) dx = 0 ∀k ∈ N

mentre

ak =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos(kx) dx =

2

π

∫ π

0
x2 cos(kx) dx =

{
2π2

3 se k = 0

(−1)k 4
k2 se k ≥ 1

Si ottiene allora che la serie di Fourier di f(x) è

π2

3
+ 4

+∞∑
k=1

(−1)k

k2
cos(kx)

Essendo f(x) di classe C1 a tratti in R dai precedenti risultati abbiamo che
tale serie converge uniformemente ed in media quadratica a f(x) in ogni
intervallo di ampiezza 2π.



5. SERIE DI FOURIER IN L2([−π, π],C) 115

Se ne deduce in particolare che per x = π risulta

f(π) = π2 =
π2

3
+ 4

+∞∑
k=1

1

k2

e dunque che
+∞∑
k=1

1

k2
=
π2

6
.

mentre per x = 0 si ottiene

f(0) = 0 =
π2

3
+ 4

+∞∑
k=1

(−1)k

k2

da cui
+∞∑
k=1

(−1)k

k2
= −π

2

12
.

• Serie di Fourier dell’onda quadra. Nell’intervallo [−π, π] consideriamo la
funzione

f(x) =

{
1 se x ∈ [0, π]

−1 se x ∈ [−π, 0)

estesa per periodicità su tutto R. Poichè la funzione risulta reale e dispari
avremo

ak =
1

π

∫ π

−π
f(x) cos(kx) dx = 0 ∀k ∈ N∗

mentre

bk =
1

π

∫ π

−π
f(x) sin(kx) dx =

2

π

∫ π

0
sin(kx) dx

=
2

kπ
(1− cos(kπ)) =

{
0 se k è pari
4
kπ se k è dispari
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Si ottiene allora che la serie di Fourier di f(x) è

+∞∑
k=1

4

π(2k − 1)
sin((2k − 1)x) =

4

π

+∞∑
k=1

sin((2k − 1)x)

2k − 1

Essendo f(x) di classe C1 in (−π, 0) e in (0, π), dai precedenti risultati
abbiamo che tale serie converge uniformemente a f(x) in tali intervalli,
dunque:

4

π

+∞∑
k=1

sin((2k − 1)x)

2k − 1
= 1 uniformemente in (0, π)

e

4

π

+∞∑
k=1

sin((2k − 1)x)

2k − 1
= −1 uniformemente in (−π, 0)

Osserviamo invece che in x = 0 e x = ±π la serie risulta identicamente
nulla. Abbiamo quindi che la serie converge (puntualmente) alla somma

f̃(x) =


1 se x ∈ (0, π)

−1 se x ∈ (−π, 0)

0 se x = 0 e x = ±π

coincidente con f(x) in (−π, 0) e (0, π). Notiamo che nei punti di disconti-
nuità di f(x) risulta

f̃(x0) =
f(x+

0 ) + f(x−0 )

2

essendo f(x±0 ) = lim
x→x±0

f(x). La funzione f̃(x) è detta regolarizzata della

funzione f(x).
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Si ha che la serie non converge uniformemente a f̃(x) in [−π, π]. Infatti,
osserviamo che i polinomi di Fourier di tale funzione risultano essere

f2n−1(x) =
4

π

n∑
k=1

sin(2k − 1)x

2k − 1
=

4

π

n∑
k=1

∫ x

0
cos(2k − 1)t dt

=
4

π

∫ x

0

n∑
k=1

cos(2k − 1)t dt =
2

π

∫ x

0

sin(2nt)

sin t
dt

Si ottiene allora che

f ′2n−1(x) =
2

π

sin(2nx)

sinx
e dunque che f2n−1(x) ammette punti di massimo relativo nei punti

(2k + 1)π

2n
, k ∈ Z

Si può provare che nel punto di massimo più prossimo alla discontinuità di
f(x), π

2n , il polinomio di Fourier assume, per valori di n grande, un valore
strettamente maggiore di 1:

lim
n→+∞

f2n−1(
π

2n
) =

2

π

∫ π

0

sinx

x
dx ' 1, 18

Si ha quindi che la serie di Fourier di f(x) non converge uniformemente alla

somma f̃(x): si presenta un fenomeno di “sovraoscillazione” (detto fenomeno
di Gibbs) nell’intorno della discontinuità di f(x).

6. Qualche applicazione

Vediamo qualche applicazione della serie di Fourier per determinare solu-
zioni di equazioni differenziali alle derivate parziali.

• Equazione del calore

L’equazione del calore4 è un’equazione differenziale alle derivate parziali,
che modellizza l’andamento della temperatura in un mezzo conduttore in
funzione delle coordinate spaziali e del tempo.

4 Fu proprio lo studio dell’equazione del calore a motivare il matematico francese
Joseph Fourier (1768-1830) nello formulazione della teoria dello sviluppo in serie di seni e
coseni che portano il suo nome.
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Supponiamo di avere una sbarra di lunghezza π il cui raggio è trascurabile
rispetto alla lunghezza, in modo da rendere il problema unidimensionale,
l’equazione prende la forma

∂tU(x, t) = a2∂xxU(x, t)

dove a è il coefficiente di diffusione (che nel seguito, per semplicità, suppor-
remo pari a 1) e U(x, t) indica la temperatura della sbarra nel punto x e
al tempo t. Cerchiamo soluzioni dell’equazione soddisfacenti alla condizione
iniziale U(x, 0) = f(x) e a delle condizioni al contorno in modo da tenere
le due estremità della sbarra a temperatura costante (per semplicità nulla).
Cerchiamo quindi soluzioni del problema:

∂tU(x, t) = ∂xxU(x, t), x ∈ [0, π], t ≥ 0,

U(x, 0) = f(x), x ∈ [0, π],

U(0, t) = U(π, t) = 0, t > 0.

Per risolvere tale problema, utilizziamo il metodo di separazione delle varia-
bili, ovvero cerchiamo soluzioni U(x, t) come prodotto di due funzioni, una
della sola variabile spaziale e una della sola variabile temporale:

U(x, t) = X(x)T (t).

Sostituendo nell’equazione differenziale avremo che tali funzioni dovranno
soddisfare l’identità

T ′(t)

T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
ed osservato che i due termini dell’uguaglianza sono funzioni di variabili
diverse, affinchè l’uguaglianza sussista per ogni t e per ogni x, dovremo
avere che entrambi i termini risultano uguali ad una costante, poniamo λ.
Abbiamo dunque che le due funzioniX(x) e T (t) dovranno risultare soluzioni
delle equazioni differenziali ordinarie

T ′(t) = λT (t) e X ′′(x) = λX(x).

Riguardo alla prima equazione, abbiamo che ammette come soluzione gene-
rale

T (t) = c eλt, dove c ∈ R è costante arbitraria.

Per la funzione spaziale abbiamo invece il problema ai limiti{
X ′′(x) = λX(x),

X(0) = X(π) = 0.

Si vede facilmente che, per evitare soluzioni banali 5, deve essere λ < 0 e
dunque, integrando l’equazione otteniamo

X(x) = c1 sin(
√
−λx) + c2 cos(

√
−λx), c1, c2 ∈ R

5Infatti se λ > 0 avremo che l’integrale di U ′′(x) = λU(x) è U(x) = c1e
√
λx+c2e

−
√
λx

e dalle condizioni iniziali U(0) = U(`) = 0 otteniamo che c1 = c2 = 0. Se λ = 0 la generica
soluzione di U ′′(x) = 0 sarà U(x) = c1 + c2x e nuovamente avremo U(0) = U(`) = 0 solo
per c1 = c2 = 0.
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e le condizioni al bordo implicanoX(0) = c2 = 0 eX(π) = c1 sin(
√
−λπ) = 0

da cui c1 ∈ R arbitrario e
√
−λ = k ∈ N, da cui λ = −k2. Abbiamo quindi

che ogni funzione della forma

Uk(x, t) = c e−k
2t sin(kx), k ∈ N,

è soluzione dell’equazione di partenza soddisfacente le condizioni Uk(0, t) =
Uk(π, t) = 0. Tuttavia, eccetto il caso in cui f(x) = c sin(kx), nessuna di
esse soddisfa il dato iniziale U(x, 0) = f(x). Sfruttiamo dunque la linea-
rità dell’equazione e costruiamo una nuova soluzione sovrapponendo tutte
le soluzioni Uk(x, t):

U(x, t) =
+∞∑
k=0

cke
−k2t sin(kx), (ck)k∈N ⊂ R

Tale soluzione soddisferà il dato iniziale se supponiamo f ∈ C1([0, π]). Esten-
dendo f(x) come funzione dispari in [−π, π], avremo, per quanto visto,
che

f(x) =
+∞∑
k=1

bk sin(kx), uniformemente in [−π, π],

dove

bk =
2

π

∫ π

0
f(x) sin(kx) dx.

Imponendo allora che

U(x, 0) =
+∞∑
k=1

ck sin(kx) ≡
+∞∑
k=1

bk sin(kx) = f(x)

dovremo avere che ck = bk per ogni k ∈ N e dunque soluzione del problema
sarà

U(x, t) =
+∞∑
k=0

bke
−k2t sin(kx)

dove bk sono i coefficienti dello sviluppo di Fourier di f(x).

• Equazione delle onde

Supponiamo di avere una corda il cui diametro risulta trascurabile rispetto
alla lunghezza ` > 0, in modo da rendere il problema unidimensionale, tesa
tra due estremi (0, 0) e (0, `). Denotata con u(x, t) l’ordinata all’istante t
del punto della corda di ascissa x, il movimento della corda risulta descritto
dall’equazione l’equazione prende la forma

∂xxu(x, t) =
1

a2
∂ttU(x, t)

dove a è una costante pari alla tensione della corda fratto la densità del-
la corda. Cerchiamo soluzioni dell’equazione soddisfacenti alle condizione
iniziali u(x, 0) = f(x) e ∂tu(x, 0) = h(x) (configurazione e velocità iniziale
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della corda) e alle condizioni al contorno u(0, t) = u(`, t) = 0. Cerchiamo
quindi soluzioni del problema:

∂tU(x, t) = ∂xxU(x, t), x ∈ [0, `], t ≥ 0,

u(x, 0) = f(x), x ∈ [0, `],

∂tu(x, 0) = h(x), x ∈ [0, `],

u(0, t) = u(`, t) = 0 t ≥ 0.

Per risolvere tale problema utilizziamo nuovamente il metodo di separazio-
ne delle variabili, ovvero cerchiamo soluzioni u(x, t) come prodotto di due
funzioni, una della sola variabile spaziale e una della sola variabile temporale:

u(x, t) = U(x)V (t),

chiamate anche soluzioni stazionarie. Sostituendo nell’equazione differen-
ziale avremo che tali funzioni (supposte non nulle) dovranno soddisfare
l’identità

U ′′(x)V (t) =
1

a2
U(x)V ′′(t) ⇐⇒ U ′′(x)

U(x)
=

1

a2

V ′′(t)

V (t)
.

Poichè i due termini dell’uguaglianza sono funzioni di variabili diverse, do-
vremo avere che entrambi i termini risultano uguali ad una costante, ponia-
mo λ. Abbiamo dunque che le due funzioni X(x) e T (t) dovranno risultare
soluzioni delle equazioni differenziali ordinarie

U ′′(x) = λU(x) e V ′′(t) = λa2V (t).

Osservato che dalle condizioni al contorno dovrà risultare U(0) = U(`) =
0, riguardo alla funzione spaziale abbiamo che questa dovrà verificare il
problema ai limiti {

U ′′(x) = λU(x),

U(0) = X(`) = 0.

Si vede facilmente che, per evitare soluzioni banali, deve essere λ = λn =

−n2π2

`2
, n ∈ N6, e dunque, integrando otteniamo

U(x) = cn sin(
√
−λnx) = cn sin(

nπ

`
x), cn ∈ R.

Posto allora ωn = anπ` > 0 con n ∈ N nella seconda equazione otteniamo

che la funzione temporale dovrà verificare l’equazione V ′′(t) = −ω2
nV (t) che

ammette come soluzioni

V (t) = an cos(ωnt) + bn sin(ωnt).

6Infatti se λ ≥ 0, come nel caso dell’equazione del calore, avremo che l’unica
dell’equazione U ′′(x) = λU(x) soddisfacente alle condizioni U(0) = U(`) = 0 è la
funzione identicamente nulla. Mentre se λ < 0, l’integrale di U ′′(x) = λU(x) sarà

U(x) = c1 sin(
√
−λx) + c2 cos(

√
−λx) e dalle condizioni iniziali si ottiene U(0) = c2 = 0

e U(`) = c1 sin(
√
−λ`) = 0. Dunque

√
−λ` = nπ per qualche n ∈ N, ovvero

λ = λn = −n
2π2

`2
.
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Abbiamo quindi che ogni funzione della forma

un(x, t) = sin(
nπ

`
x)(an cos(ωnt) + bn sin(ωnt)), n ∈ N,

dove an, bn ∈ R e ωn = anπ` , è soluzione dell’equazione di partenza soddisfa-
cente le condizioni al contorno

un(0, t) = un(`, t) = 0.

Osserviamo che essendo l’equazione lineare, ogni combinazione lineare finita
delle soluzioni un(x, t) sarà ancora soluzione, tuttavia, affinchè risultino sod-
disfatte le condioni iniziali dovremo considerare somme infinite. Cerchiamo
dunque una soluzione sovrapponendo tutte le soluzioni un(x, t):

u(x, t) =
+∞∑
n=1

sin(
nπ

`
x)(an cos(ωnt) + bn sin(ωnt)), ak, bn ∈ R (37)

Tale soluzione soddisferà il dato iniziale se supponiamo f, h ∈ C1([0, `]).
Estendendo f(x) e h(x) come funzione dispari in [−`, `], avremo, per quanto
visto, che

f(x) =
+∞∑
n=1

cn sin(
nπ

`
x), uniformemente in [−`, `],

e

h(x) =
+∞∑
n=1

Cn sin(
nπ

`
x), uniformemente in [−`, `],

dove

cn =
2

`

∫ `

0
f(x) sin(

nπ

`
x) dx e Cn =

2

`

∫ `

0
h(x) sin(

nπ

`
x) dx

Avremo allora che

u(x, 0) =
+∞∑
n=1

an sin(
nπ

`
x) ≡

+∞∑
n=1

cn sin(
nπ

`
x) = f(x)

e dunque an ≡ cn per ogni n ∈ N. Inoltre, derivando rispetto a t la serie
(37) (supposto che ciò sia lecito) si ottiene

∂tu(x, 0) =
+∞∑
n=1

ωnbn sin(
nπ

`
x) ≡

+∞∑
n=1

Cn sin(
nπ

`
x) = h(x)

da cui bn ≡ Cn
ωn

per ogni n ∈ N. Dunque si è ottenuta la soluzione

u(x, t) =
+∞∑
n=1

sin(
nπ

`
x)(cn cos(ωnt) +

Cn
ωn

sin(ωnt)).





CAPITOLO 7

Trasformata di Fourier

1. Definizione e prime proprietà

Data una funzione f ∈ L1(R,C) si dice trasformata di Fourier di f la funzione

Φ(f)(ν) :=

∫
R
f(t)e−2πiνt dt, ν ∈ R,

denotata anche con f̂(ν). Osserviamo che tale funzione risulta definita in
ogni ν ∈ R essendo

|Φ(f)(ν)| = |
∫
R
f(t)e−2πiνt dt| ≤

∫
R
|f(t)| dt < +∞

per ogni f ∈ L1(R,C). In particolare si ottiene che Φ(f) ∈ L∞(R,C) e che

‖Φ(f)‖∞ ≤ ‖f‖1, ∀f ∈ L1(R,C)

da cui segue che se (fk) ⊂ L1(R,C) è tale che ‖fk − f‖1 → 0 per k → +∞,
allora ‖Φ(fk)−Φ(f)‖∞ → 0 per k → +∞. Si ha quindi che Φ : L1(R,C)→
L∞(R,C) è funzione continua. Si ha inoltre

Teorema 7.1. (sulla continuità della trasformata di Fourier)

Se f ∈ L1(R,C) allora Φ(f) ∈ C(R,C) ed inoltre

lim
|ν|→+∞

Φ(f)(ν) = 0.

Dim. La continuità segue dal Teorema 5.14 sulla continuità dell’integrale dipendente da
un parametro: essendo g(ν, t) = f(t)e−2πiνt funzione continua nella variabile ν ∈ R per
ogni t ∈ R tale che

|g(ν, t)| ≤ |f(t)| ∈ L1(R,R).

Per quanto riguarda il comportamento per |ν| → +∞, osserviamo che poichè e−2πiνt =

cos(2πνt) − i sin(2πνt) e f ∈ L1(R,C), dal Lemma di Riemann-Lebesgue si ottiene che

Φ(f)(ν)→ 0 per |ν| → +∞. �

Denotato con C0(R,C) lo spazio delle funzioni continue infinitesime al-
l’infinito, abbiamo dunque che se f ∈ L1(R,C) allora Φ(f) ∈ C0(R,C).

Vediamo come primo esempio di calcolare la trasformata di Fourier della
funzione caratteristica χ[a,b](t), risulta

Φ(χ[a,b])(ν) =

∫ b

a
e−2πiνt dt =

{
1 se ν = 0
e−2πiaν−e−2πibν

2πiν se ν 6= 0

123
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In particolare si ha che

Φ(χ[−a,a])(ν) =

{
1 se ν = 0
e2πiaν−e−2πiaν

2πiν = sin(2aπν)
πν se ν 6= 0

Denotata con sincx, seno cardinale, la funzione

sincx =

{
1 se x = 0
sin(πx)
πx se x 6= 0

otteniamo che Φ(χ[−a,a])(ν) = 2a sinc(2aν).

Vediamo ora alcune proprietà elementari della trasformata di Fourier. È
immediato verificare che Φ è lineare, ovvero vale

Φ(αf + βg) = αΦ(f) + βΦ(g), ∀f, g ∈ L1(R,C), α, β ∈ C.

Data una funzione f : R → C, si dice simmetrizzata di f(x) la funzione

f̃(x) = f(−x), x ∈ R. Osserviamo che se f(x) è funzione pari allora f(x) =

f̃(x) per ogni x ∈ R, mentre se f(x) è funzione dispari allora f(x) = −f̃(x)
per ogni x ∈ R. Si dice invece coniugata della simmetrizata la funzione
f ∗ (x) = f(−x). Valgono allora le seguenti proprietà

Proposizione 7.1. Per ogni f ∈ L1(R,C) risulta

(i) la trasformata della simmetrizzata è pari alla simmetrizzata della
trasformata:

Φ(f̃) = ˜Φ(f);

(ii) la trasformata della coniugata è la coniugata della simmetrizzata
della trasformata:

Φ(f) = (Φ(f))∗;
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(iii) la trasformata della coniugata della simmetrizzata è la coniugata
della trasformata:

Φ(f∗) = Φ(f).

Dim. (i) Operando la sostituzione s = −t si ha

Φ(f̃)(ν) =

∫
R
f̃(t)e−2πiνtdt =

∫
R
f(−t)e−2πiνtdt

=

∫
R
f(s)e−2πi(−ν)sds = Φ(f)(−ν) = ˜Φ(f)(ν).

(ii) Osservato che l’integrale del coniugato è uguale al coniugato dell’integrale si ottiene

Φ(f)(ν) =

∫
R
f(t)e−2πiνtdt =

∫
R
f(t)e−2πi(−ν)tdt

=

∫
R
f(t)e−2πi(−ν)tdt = Φ(f)(−ν) = (Φ(f))∗(ν).

(iii) Analogalmente, posto s = −t otteniamo

Φ(f∗)(ν) =

∫
R
f(−t)e−2πiνtdt =

∫
R
f(s)e2πiνsds

=

∫
R
f(s)e−2πiνsds = Φ(f)(ν).

�

In particolare, otteniamo

• se f(x) è sommabile in R e pari allora Φ(f)(ν) è pari.
Infatti, essendo f̃ = f , da (i) segue che Φ(f) = ˜Φ(f) e dunque che Φ(f) è pari.

• se f(x) è sommabile a valori reali e pari allora Φ(f)(ν) è a valori
reali.
Infatti, essendo f a valori reali e pari si ha che f∗(t) = f(−t) = f(−t) = f(t)

per ogni t ∈ R. Dunque, da (iii) segue che Φ(f) = Φ(f∗) = Φ(f) da cui che

Φ(f) risulta a valori reali.

Essendo e−2πiνt = cos(2πνt)− i sin(2πνt), otteniamo che se f(x) è
sommabile a valori reali e pari allora

Φ(f)(ν) = 2

∫
[0,+∞)

f(t) cos(2πνt) dt.

• se f(x) è sommabile e dispari allora Φ(f)(ν) è dispari.
Infatti, essendo f̃ = −f , da (i) e dalla linearità della trasformata si ottiene che

−Φ(f) = Φ(f̃) = ˜Φ(f).

• se f(x) è sommabile a valori reali e dispari allora Φ(f)(ν) è valori
immaginari puri.
Infatti essendo f a valori reali e dispari si ha che f∗(t) = f(−t) = f(−t) = −f(t)

per ogni t ∈ R. Dunque, da (iii) segue che −Φ(f) = Φ(f∗) = Φ(f) e dunque

che Φ(f) risulta a valori immaginari puri.
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Otteniamo quindi che se f(x) è sommabile a valori reali e dispari
allora

Φ(f)(ν) = −2i

∫
[0,+∞)

f(t) sin(2πνt) dt.

Utilizzando le precedenti proprietà, calcoliamo la trasformata di Fourier
della funzione f(t) = e−|t|. Osservato che f(t) è sommabile, reale e pari, da
quanto sopra si ha che Φ(f) risulta reale e pari. Si ha dunque

Φ(f)(ν) = 2

∫
[0,+∞)

e−t cos(2πνt) dt.

Osservato che l’integranda risulta assolutamente integrabile in senso impro-
prio, integrando per parti due volte otteniamo

I =

∫
[0,+∞)

e−t cos(2πνt) dt =

∫ +∞

0
e−t cos(2πνt) dt

=
î
−e−t cos(2πνt)

ó+∞
0
− 2πν

∫ +∞

0
e−t sin(2πνt) dt

= 1− 2πν(
î
−e−t sin(2πνt)

ó+∞
0

+ 2πν

∫ +∞

0
e−t cos(2πν) dt)

= 1− (2πν)2
∫ +∞

0
e−t cos(2πν) dt) = 1− (2πν)2I

da cui

I =
1

1 + (2πν)2

e quindi

Φ(f)(ν) =
2

1 + (2πν)2
∀ν ∈ R.

Vediamo ora il comportamento della trasformata rispetto ad omotetie e
traslazioni.

Proposizione 7.2. Data f ∈ L1(R,C) e a ∈ R \ {0}, posto

fa(t) := f(at) e τaf(t) := f(t− a),

risulta

Φ(fa)(ν) =
1

|a|
Φ(f)(

ν

a
) e Φ(τaf)(ν) = e−2πiaνΦ(f)(ν), ∀ν ∈ R.

Dim. Per provare la prima identità, operando la sostituzione s = at, se a > 0 otteniamo

Φ(fa)(ν) =

∫
R
f(at)e−2πiνtdt =

∫
R
f(s)e−2πiν s

a
1

a
ds =

1

a
Φ(f)(

ν

a
).

Se invece a < 0, allora (osservato che con la sostituzione s = at gli estremi di integrazione
vengono scambiati) otteniamo

Φ(fa)(ν) =

∫
R
f(at)e−2πiνtdt = −

∫
R
f(s)e−2πiν s

a
1

a
ds = −1

a
Φ(f)(

ν

a
).
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Per provare la seconda identità, posto s = t− a, si ottiene

Φ(τaf)(ν) =

∫
R
f(t− a)e−2πiνtdt = e−2πiνa

∫
R
f(s)e−2πiνs ds = e−2πiνaΦ(f)(ν).

�

Utilizziamo i precedenti risultati per calcolare la trasformata di Fourier
delle funzioni triangolari. Consideriamo la funzione

f(t) = max{1− |t|; 0}, t ∈ R.
Essendo la funzione pari e reale, otteniamo che Φ(f) risulta reale e dunque

Φ(f)(ν) = 2

∫ 1

0
(1− t) cos(2πνt) dt

= 2

ñ
(1− t)sin(2πνt)

2πν

ô1

0

+
1

πν

∫ 1

0
sin(2πνt) dt

=
1

2(πν)2
[−cos(2πνt)]10 =

1− cos(2πν)

2(πν)2
=

sin2(2πν)

(πν)2
= sinc2(ν)

Dalla precedente Proposizione otteniamo allora che, per a > 0, la funzione

g(t) = max{1− | t
a
|; 0} = f(

t

a
)

ha trasformata
Φ(g)(ν) = aΦ(f)(νa) = a sinc2(νa).

Calcoliamo ora la trasformata di Fourier di f(t) = 1
1+t2

. Osservato che la
funzione è pari e a valori reali, utilizzando il Teorema dei residui abbiamo
provato che

Φ(f)(ν) =

∫ +∞

−∞

cos(2πνt)

1 + t2
dt = πe−2π|ν|

Ne segue allora che la trasformata di Fourier delle funzioni Lorentziane
fa(t) = 1

a2+t2
= 1

a2 f( ta) è

Φ(fa)(ν) =
1

a2
|a|Φ(f)(aν) =

π

|a|
e−2π|aν|.

Si ha inoltre

Proposizione 7.3. Se f ∈ L1(R,C) e a ∈ R allora, posto ga(t) = e2πiatf(t),
risulta

Φ(e2πiatf(t))(ν) = Φ(f)(ν − a), ∀ν ∈ R.
Dim. Osservato che e2πiatf(t) ∈ L1(R,C) si ha

Φ(e2πiatf(t))(ν) =

∫
R
f(t)e2πiate−2πiνt dt =

∫
R
f(t)e−2πi(ν−a)t dt = Φ(f)(ν − a).

�

Ricordando che cos z = eiz+e−iz

2 e sin z = eiz−e−iz
2i , dalla precedente propo-

sizione si ottiene
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Proposizione 7.4. Se f ∈ L1(R,C) e a ∈ R allora

Φ(f(t) cos(2πat))(ν) =
1

2
(Φ(f)(ν − a) + Φ(f)(ν + a)), ∀ν ∈ R,

mentre

Φ(f(t) sin(2πat))(ν) =
1

2i
(Φ(f)(ν − a)− Φ(f)(ν + a)), ∀ν ∈ R.

Ad esempio, essendo

Φ(
1

1 + t2
)(ν) = πe−2π|ν|

otteniamo

Φ(
cos(2πt)

1 + t2
)(ν) =

1

2
(Φ(

1

1 + t2
)(ν−1)+Φ(

1

1 + t2
)(ν+1)) =

π

2
(e−2π|ν−1|+e−2π|ν+1|).

Vediamo ora il comportamento della trasformata rispetto all’operazione di
derivazione. Abbiamo

Proposizione 7.5. Se f ∈ L1(R,C) è tale che, posto g(t) = tf(t), risulta
g ∈ L1(R,C), allora Φ(f) ∈ C1(R,C) e vale

Φ(f)′(ν) = −2πiΦ(g)(ν), ∀ν ∈ R,

ovvero risulta

Φ(f)′(ν) = −2πi

∫
R
tf(t)e−2πiνtdt ∀ν ∈ R.

Dim. Il risultato segue dal Teorema 5.14 sulla derivabilità degli integrali dipendenti da un
parametro. Infatti g(ν, t) = f(t)e−2πiνt è funzione derivabile rispetto alla variabile ν ∈ R
per ogni t ∈ R e risulta

|∂g
∂ν

(ν, t)| = |2πitf(t)e−2πiνt| ≤ 2π|tf(t)| ∈ L1(R,R).

�

Più in generale abbiamo

Proposizione 7.6. Se f ∈ L1(R,C) è tale che, posto gm(t) = tmf(t) per
m ∈ N, risulta gm ∈ L1(R,C), allora Φ(f) ∈ Cm(R,C) e vale

Φ(f)(m)(ν) = (−2πi)mΦ(gm)(ν), ∀ν ∈ R,

ovvero risulta

Φ(f)(m)(ν) = (−2πi)m
∫
R
tmf(t)e−2πiνtdt ∀ν ∈ R.

Riguardo alla trasformata della derivata abbiamo

Proposizione 7.7. Se f ∈ L1(R,C) è continua e C1 a tratti con f ′ ∈
L1(R,C), allora

Φ(f ′)(ν) = 2πiν Φ(f)(ν), ∀ν ∈ R.
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Dim. Infatti, osservato che per ogni x ∈ R risulta f(x) = f(0) +
∫

[0,x]
f ′(s) ds, si ottiene

lim
x→+∞

f(x) = f(0) +

∫
[0,+∞)

f ′(s) ds e lim
x→−∞

f(x) = f(0)−
∫

(−∞,0]

f ′(s) ds.

Essendo f ′ ∈ L1(R,C), si ottiene che i precedenti due limiti esistono finiti. Poichè f ∈
L1(R,C), tali limiti non potranno che essere nulli. Ne segue che

lim
x→±∞

|f(x)e−2πxν | = lim
x→±∞

|f(x)| = 0, ∀ν ∈ R.

Quindi, integrando per parti, si ottiene

Φ(f ′)(ν) =

∫ +∞

−∞
f ′(t)e−2πiνt dt =

[
e−2πiνtf(t)

]+∞
−∞

+2πiν

∫ +∞

−∞
f(t)e−2πiνtdt = 2πiν Φ(f)(ν).

�

Dal precedente risultato si ottiene inoltre

Proposizione 7.8. Se f ∈ L1(R,C) è di classe Cm−1 con f (m−1) di classe

C1 a tratti e se f (k) ∈ L1(R,C) per ogni k = 1, 2, ...m, allora

Φ(f (m))(ν) = (2πiν)mΦ(f)(ν), ∀ν ∈ R.

Ricordando che per ogni g ∈ L1(R,C) risulta Φ(g)(ν) → 0 per |ν| → +∞,
nelle ipotesi del precedente risultato si ha che

(2πν)mΦ(f)(ν)→ 0 per |ν| → +∞

e quindi che l’ordine di infinitesimo di Φ(f)(ν) per |ν| → +∞ è maggiore di
m.

Come applicazione proviamo che la trasformata delle funzioni Gaussiane

fa(t) = e−at
2

con a > 0 è pari a

Φ(fa)(ν) =

…
π

a
e−

π2ν2

a .

A tale scopo, consideriamo innanzitutto la funzione f(t) = e−t
2
. Abbiamo

che

Φ(f)(ν) =

∫ +∞

−∞
e−t

2
e−2πiνt dt

e per calcolare l’ultimo integrale potremo utilizzare il Teorema dei residui.
In alternativa, osserviamo che

Φ(f)(0) =

∫ +∞

−∞
e−t

2
dt =

√
π

Abbiamo inoltre che

f ′(t) = −2tf(t)

ed applicando la trasformata di Fourier ad ambo i membro, da quanto sopra,
otteniamo

Φ(f ′)(ν) =
1

πi
Φ(f)′(ν).
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Poichè Φ(f ′)(ν) = 2πiνΦ(f)(ν), ne segue che

2πiνΦ(f)(ν) =
1

πi
Φ(f)′(ν)

ovvero che Φ(f)(ν) deve risolvere l’equazione differenziale Φ(f)′(ν) = −2π2νΦ(f)(ν)
con la condizione iniziale Φ(f)(0) =

√
π. Ne segue allora che

Φ(f)(ν) =
√
πe−π

2ν2
.

Dai precedenti risultati segue allora che essendo fa(t) = e−at
2

= f(
√
at) si

ha

Φ(fa)(ν) =
1√
a

Φ(f)(
ν√
a

) =

…
π

a
e−

π2ν2

a .

Calcoliamo ora la trasformata della funzione ga(t) = te−at
2
. Posto fa(t) =

e−at
2
, dai precedenti risultati otteniamo

Φ(fa)
′(ν) = −2πiΦ(ga)(ν).

Poichè abbiamo visto che

Φ(fa)(ν) =

…
π

a
e−

π2ν2

a ,

ne segue

Φ(ga)(ν) = − 1

2πi
Φ(fa)

′(ν) = − 1

2πi

…
π

a
e−

π2ν2

a (−2
π2ν

a
) = −iν π

a

…
π

a
e−

π2ν2

a

In alternativa, osservato che ga(t) = − 1
2af
′
a(t), dai precedenti risultati

otteniamo

Φ(ga)(ν) = − 1

2a
Φ(f ′a)(ν) = −πiν

a
Φ(fa)(ν) = −iν π

a

…
π

a
e−

π2ν2

a

Tabella 1. Alcune Trasformate di Fourier

f(t) Φ(f)(ν)

Funzioni caratteristiche χ[−a,a](t) 2asinc(2aν)

Funzioni triangolari max{1− | ta |; 0} asinc2(aν)

Funzioni esponenziali e−|at| 2a
a2+(2πν)2

Funzioni Lorentziane 1
a2+t2

π
|a|e
−2π|aν|

Funzioni Gaussiane e−at
2
, a > 0

»
π
ae
−π

2ν2

a
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Vediamo infine il comportamento della trasformata rispetto al prodotto di
convoluzione:

(f ∗ g)(t) :=

∫
R
f(t− s)g(s) ds, ∀f, g ∈ L1(R,C).

Osserviamo che f ∗ g ∈ L1(R × R,R) in quanto, dal Teorema di Fubini e
dall’invarianza per traslazione dell’integrale, risulta∫

R
|f ∗ g(t)| dt ≤

∫
R

(

∫
R
|f(t− s)g(s)| ds) dt =

∫
R

(

∫
R
|f(t− s)| dt)|g(s)| ds

=

∫
R
‖f‖1|g(s)| ds = ‖f‖1‖g‖1

da cui in particolare segue che ‖f ∗ g‖1 ≤ ‖f‖1‖g‖1. Abbiamo

Proposizione 7.9. Se f, g ∈ L1(R,C) allora

Φ(f ∗ g)(ν) = Φ(f)(ν)Φ(g)(ν), ∀ν ∈ R.
Dim. Dal Teorema di Fubini-Tonelli, essendo h(t, s) = f(t− s)g(s)e−2πiνt in L1(R×R,R)
per ogni ν ∈ R, abbiamo

Φ(f ∗ g)(ν) =

∫
R
f ∗ g(t)e−2πiνt dt =

∫
R
(

∫
R
f(t− s)g(s) ds)e−2πiνt dt

=

∫
R
(

∫
R
f(t− s)e−2πiν(t−s) dt)g(s)e−2πiνs ds

=

∫
R
(

∫
R
f(θ)e−2πiνθ dθ)g(s)e−2πiνs ds =

∫
R
f(θ)e−2πiνθ dθ

∫
R
g(s)e−2πiνs ds

= Φ(f)(ν)Φ(g)(ν)

�

2. Antitrasformata e Teorema di dualità

Risulta utile determinare quando è possibile risalire ad una funzione una
volta nota la sua trasformata. Diamo allora la seguente definizione.

Data f ∈ L1(R,C), si dice antitrasformata di Fourier di f la funzione

Ψ(f)(t) :=

∫
R
f(ν)e2πiνt dν, ν ∈ R.

Osserviamo che Ψ(f)(x) = Φ(f)(−x) ovvero Ψ(f) è la simmetrizzata di
Φ(f) e dunque vale

Ψ(f) = ˜Φ(f) = Φ(f̃).

L’antitrasformata verifica ovviamente tutte le proprietà della trasformata.
Abbiamo inoltre

Teorema 7.2. (Formula di Inversione)

Sia f ∈ L1(R,C) tale che Φ(f) ∈ L1(R,C). Allora f ∈ C0(R,C) e per ogni
t ∈ R vale

f(t) = Ψ(Φ(f))(t) =

∫
R

Φ(f)(ν)e2πiνt dν =

∫
R

(

∫
R
f(s)e−2πiνs ds)e2πiνt dν.
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Tabella 2. Proprietà della Trasformata di Fourier

Φ(αf + βg) = αΦ(f) + βΦ(g) f, g ∈ L1, α, β ∈ C

Φ(f(at))(ν) = 1
|a|Φ(f)(νa ) f ∈ L1, a ∈ R \ {0}

Φ(f(t− a)) = e2πiνaΦ(f)(ν) f ∈ L1, a ∈ R

Φ(e2πiatf(t))(ν) = Φ(f)(ν − a) f ∈ L1, a ∈ R

Φ(cos(2πat)f(t))(ν) = 1
2 (Φ(f)(ν − a) + Φ(f)(ν + a)) f ∈ L1, a ∈ R

Φ(sin(2πat)f(t))(ν) = 1
2i (Φ(f)(ν − a)− Φ(f)(ν + a)) f ∈ L1, a ∈ R

Φ(f)(m)(ν) = (−2πi)mΦ(tmf(t))(ν) tmf(t) ∈ L1

Φ(f (m))(ν) = (2πiν)m(Φ(f)(ν) f ∈ Cm, f (k) ∈ L1, 1 ≤ k ≤ m

Φ(f ∗ g)(ν) = Φ(f)(ν)Φ(g)(ν) f, g ∈ L1

Si osservi che per provare la precedente formula non si può scambiare l’or-
dine di integrazione in quanto la funzione f(s)e2πiν(t−s) non appartiene a

L1(R × R), infatti |f(s)e2πiν(t−s)| = |f(s)| 6∈ L1(R × R). Per la dimostra-
zione viene usato un metodo di regolarizzazione mediante la convoluzione.

Ne segue in particolare

Corollario 7.1. Φ : L1(R,C)→ C0(R,C) è iniettiva.

Dim. Infatti, se f, g ∈ L1(R,C) sono tali che Φ(f) = Φ(g), allora Φ(f − g) = 0 ∈ L1(R,C)

e dalla formula di inversione otteniamo che f(t) − g(t) = 0 in R e dunque che f = g in

L1(R,C). �

Si ottiene allora che Φ : L1(R,C) ∩ C0(R,C) → L1(R,C) ∩ C0(R,C) risulta
una bijezione.

Come esempio di applicazione, determiniamo il prodotto di convoluzione

χ[−a
2
,a
2

] ∗ χ[−a
2
,a
2

](t) =

∫
R
χ[−a

2
,a
2

](t− s)χ[−a
2
,a
2

](s) ds =

∫ a
2

−a
2

χ[−a
2
,a
2

](t− s)ds.

Abbiamo visto che la trasformata di Fourier della funzione caratteristi-
ca χ[−a

2
,a
2

](t) è asinc(νa), mentre la trasformata di Fourier della funzione

triangolare fa(t) = max{1− | ta |; 0} è asinc2(νa). Dunque

Φ(χ[−a
2
,a
2

])Φ(χ[−a
2
,a
2

]) = aΦ(fa).
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Dal precedente risultato abbiamo allora che

χ[−a
2
,a
2

] ∗ χ[−a
2
,a
2

](t) = afa(t) = max{a− |t|; 0}

Determiniamo ora il prodotto di convoluzione fa ∗ fb essendo fa(t) = e−at
2
,

a ∈ R \ {0}. Abbiamo visto che Φ(fa)(ν) =
»

π
ae
−π

2ν2

a e dunque

Φ(fa ∗ fb)(ν) = Φ(fa)(ν)Φ(fb)(ν) =

…
π

a

…
π

b
e−π

2ν2( 1
a

+ 1
b
) ∈ L1(R)

Posto 1
c = 1

a + 1
b abbiamo allora che

Φ(fa ∗ fb)(ν) =

…
π

a

…
π

b
e−

π2ν2

c =
π√
ab

…
c

π

…
π

c
e−

π2ν2

c =

…
π

a+ b
Φ(fc)(ν).

Essendo la trasformata iniettiva ne segue allora che

fa ∗ fb(t) =

…
π

a+ b
e−ct

2
=

…
π

a+ b
e−

ab
a+b

t2 .

Abbiamo inoltre

Teorema 7.3. (Lemma di dualità)

Se f, g ∈ L1(R,C) allora∫
R

Φ(f)(t) g(t) dt =

∫
R
f(t) Φ(g(t)) dt.

Dim. Osservato che ∫
R
(

∫
R
|f(t)e−2πitθ|dt)|g(θ)|dθ = ‖f‖1‖g‖1 < +∞

dal Teorema di Fubini-Tonelli otteniamo∫
R

Φ(f)(t) g(t) dt =

∫
R
(

∫
R
f(θ)e−2πiθt dθ)g(t) dt =

∫
R
(

∫
R
g(t)e−2πiθt dt)f(θ) dθ =

∫
R

Φ(g)(θ)f(θ)dθ.

�

3. Trasformata di Fourier in L2

Come nel caso delle serie di Fourier, la teoria della trasformata in L2(R,C)
è più simmetrica rispetto a quella in L1(R,C). Faremo solo un breve cenno.

Osserviamo che L2(R,C) 6⊂ L1(R,C) mentre dalla diseguaglianza di Hölder
si ha che per ogni R > 0 risulta L2([−R,R],C) ⊂ L1([−R,R],C) 1. Da-
ta allora f ∈ L2(R,C), osservato che per ogni n ∈ N si ha χ[−n,n]f ∈
L2([−n, n],C) ⊂ L1([−n, n],C) e dunque risulta definita Φ(χ[−n,n]f)(ν) per

1infatti risulta ‖f‖1 ≤ µ(E)
1
2 ‖f‖2 per ogni E ∈M con µ(E) < +∞
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ogni n ∈ N, diciamo trasformata di Fourier di f (o anche trasformata di
Fourier-Plancherel) la funzione

φ(f)(ν) := lim
n→+∞

Φ(χ[−n,n]f)(ν) = lim
n→+∞

∫
[−n,n]

f(t)e−2πiνt dt, ν ∈ R,

dove il limite si intende in L2(R,C).

Si può provare (Teorema di Plancherel) che tale definizione è ben posta,
ovvero che la successione delle trasformate Φ(χ[−n,n]f)(ν) è convergente in

L2(R,C).

Si ha inoltre che se f ∈ L2(R,C) ∩ L1(R,C), allora φ(f) ≡ Φ(f). Infine si
può provare che vale la seguente identità, analoga dell’identità di Parseval
per le serie di Fourier:

‖φ(f)‖2 ≡ ‖f‖2.

Osserviamo che dalla definizione, se f ∈ L2(R,C) e risulta integrabile se-
condo Riemann in ogni intervallo della forma [−n, n] allora risulta

Φ(f)(ν) = lim
n→+∞

∫ n

−n
f(t)e−2πiνt dt = v.p.

∫ +∞

−∞
f(t)e−2πiνt dt.

dove abbiamo denotato con v.p. il valore principale secondo Cauchy.

Ad esempio, abbiamo visto che la funzione sinc è la trasformata della fun-
zione caratteristica χ[− 1

2
, 1
2

]. Osservato che sinc 6∈ L1(R,C) mentre sinc ∈
L2(R,C) e risulta integrabile secondo Riemann in ogni intervallo della forma
[−n, n], possiamo calcolarne la sua trasformata nel seguente modo

φ(sinc)(ν) = v.p.

∫ +∞

−∞
sinc(t) e−2πiνt dt = lim

n→+∞

∫ n

−n
sinc(t) e−2πiνt dt.

Essendo sinc(t) pari e a valori reali otteniamo che per ogni n ∈ N risulta∫ n

−n
sinc(t) e−2πiνt dt = 2

∫ n

0

sinπt

πt
cos(2πνt) dt

=

∫ n

0

sin(2πνt+ πt)− sin(2πνt− πt)
πt

dt

e dunque

φ(sinc)(ν) =
1

π

∫ +∞

0

sin(2πνt+ πt)

t
dt− 1

π

∫ +∞

0

sin(2πνt− πt)
t

dt.

Operando la sostituzione θ = π(2ν+1)t nel primo integrale e θ = π(2ν−1)t
nel secondo, ricordando che con il metodo dei residui abbiamo provato che∫ +∞

0

sin θ

θ
dθ =

π

2
,
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otteniamo

φ(sinc)(ν) = sgn(2ν + 1)
1

π

∫ +∞

0

sin θ

θ
dθ − sgn(2ν − 1)

1

π

∫ +∞

0

sin θ

θ
dθ

=
1

2
(sgn(2ν + 1)− sgn(2ν − 1)) =


1 se |ν| < 1

2

0 se |ν| > 1
2

1
2 se ν = ±1

2

e dunque che φ(sinc) coincide con la regolarizzata della caratteristica χ[− 1
2
, 1
2

],

denotata talvolta con rect(t).

4. Applicazione alle equazioni differenziali

L’utilizzo della trasformata di Fourier alla risoluzione di equazioni differen-
ziali si basa sul fatto che essa trasforma l’operazione di derivazione in quella
di prodotto per una variabile indipendente.

• Equazioni differenziali ordinarie lineari

Supponiamo di avere un’equazione differenziali lineare a coefficienti costan-
ti:

y(n) + a1y
(n−1) + ...+ an−1y

′ + any = f(t)

Applicando la trasformata di Fourier ad ambo i membri dell’equazione e
denotata con z(ν) = Φ(y)(ν) e g(ν) = Φ(f)(ν), otteniamo l’equazione
algebrica

((2πiν)n + a1(2πiν)n−1 + ...+ an−1(2πiν) + an)z(ν) = g(ν)

Tuttavia il metodo non viene spesso utilizzato in quanto l’operazione risulta
lecita solo se si suppone che la funzione incognita y(t) risulti sommabile in
tutto R, e ciò per le soluzioni di equazioni differenziali lineari non è sempre
valido.

Come ulteriore esempio, determiniamo le soluzioni dell’equazione differen-
ziale lineare del secondo ordine a coefficienti non costanti

y′′(t) + 2πty′(t) + 2πy(t) = 0.

Supposto y, y′, y′′ ∈ L1(R) e denotata con z(ν) = Φ(y)(ν), osservato che

Φ(2πty′(t))(ν) = −1

i
Φ(−2πity′(t))(ν) = −1

i
Φ(y′(t))′(ν)

= −1

i
(2πiνz(ν))′ = −2π(z(ν) + νz′(ν)),

applicando la trasformata di Fourier ad ambo i membri dell’equazione otte-
niamo allora

(2πiν)2z(ν)− 2π(z(ν) + νz′(ν)) + 2πz(ν) = 0 ⇔ z′(ν) = −2πνz(ν)
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che ammette come soluzione z(ν) = z(0)e−πν
2
. Essendo e−πν

2
la trasformata

di e−πt
2

(gaussiana con a = π), ne deduciamo che soluzioni dell’equazione

sono y(t) = ke−πt
2
.

L’applicazione della trasformata di Fourier risulta invece essenziale nella
risoluzione di equazioni differenziali alle derivate parziali dove permette,
sotto opportune ipotesi, di ridurre l’equazione ad un’equazione differenziale
ordinaria. Come esempio notevole consideriamo nuovamente l’equazione del
calore.

• Equazione del calore

Supponiamo di avere un mezzo conduttore di lunghezza infinita. Indicata
con U(x, t) la temperatura del mezzo nel punto x ∈ R al tempo t > 0
l’equazione prende la forma

∂tu(x, t) = ∂xxu(x, t).

Cerchiamo soluzioni dell’equazione soddisfacenti alla condizione iniziale U(x, 0) =
u0(x). Supposto che u0, u

′
0, u
′′
0 ∈ L1(R,R), cerchiamo soluzioni della nostra

equazione tali che:
- u(x, t), ∂xu(x, t) e ∂xxu(x, t) sommabili rispetto ad x in R;
- esiste φ ∈ L1(R,R) tale che per ogni T > 0 si abbia |∂tu(x, t)| ≤ φ(x) per
ogni x ∈ R e ogni t ∈ [0, T ].

Applicando la trasformata di Fourier (rispetto alla variabile x ∈ R) ad
ambo i membri dell’equazione differenziale. Essendo

Φ(∂xxu)(λ, t) = (2πiν)2Φ(u)(ν, t) = −4π2ν2Φ(u)(ν, t)

mentre, dal Teorema sulla derivabilità dell’integrale dipendente da un para-
metro otteniamo

Φ(∂tu)(ν, t) =

∫
R
∂tu(x, t)e−2πiνx dx = ∂t

∫
R
u(x, t)e−2πiνx dx = ∂tΦ(u)(ν, t).

Posto allora v(ν, t) = Φ(u)(ν, t), l’equazione differenziale si riduce all’equa-
zione ordinaria

∂tv(ν, t) = −4π2ν2v(ν, t) (38)

che dovrà verificare il dato iniziale

v(ν, 0) = Φ(u0)(ν) = v0(ν).

La soluzione di tale problema risulta evidentemente la funzione

v(ν, t) = v0(ν)e−4π2ν2t.

Per ottenere la soluzione del problema iniziale, dobbiamo risalire alla fun-
zione u(x, t) che ha per trasformata v(ν, t). Ricordando allora che

Φ(e−ax
2
)(ν) =

…
π

a
e−

π2ν2

a



4. APPLICAZIONE ALLE EQUAZIONI DIFFERENZIALI 137

riconosciamo

e−4π2ν2t =
1

2
√
πt

Φ(e−
x2

4t )(ν).

Dunque si ottiene

Φ(u(x, t))(ν) = v(ν, t) = Φ(u0)(ν)Φ(
1

2
√
πt
e−

x2

4t )(ν) = Φ(
1

2
√
πt
u0(x)∗e−

x2

4t )(ν).

Dall’iniettività della trasformata segue allora che

u(x, t) =
1

2
√
πt
u0(x) ∗ e−

x2

4t =
1

2
√
πt

∫
R
u0(x− ξ)e−

ξ2

4t dξ.





CAPITOLO 8

Trasformata di Laplace

1. Definizione e prime proprietà

Data una funzione f : I ⊂ R → C definita in un intervallo I contenente il
semiasse R+ := [0,+∞), si dice trasformata di Laplace di f la funzione

Λ(f)(s) :=

∫
R+
f(t)e−st dt,

definita nell’insieme

S(f) := {s ∈ C | f(t)e−st ∈ L1(R+)},
detto insieme di convergenza assoluta della trasformata Λ(f).

Osserviamo che la funzione f(t)e−st risulta sommabile in R+ se e solo se

risulta tale |f(t)e−st| = |f(t)|e−Re(s)t. Inoltre, se σ ∈ C è tale che Re(σ) >
Re(s), allora |e−σt| < |e−st| e dunque |f(t)e−σt| < |f(t)e−st|. Abbiamo
allora che S(f) risulta un semipiano e precisamente, posto

ρ(f) := inf{p ∈ R | e−ptf(t) ∈ L1(R+)},
risulta

S(f) = {s ∈ C |Re(s) > ρ(f)} oppure S(f) = {s ∈ C |Re(s) ≥ ρ(f)}.
Infatti, se Re(s) > ρ(f) allora esiste p ∈ R con e−ptf(t) ∈ L1(R+) tale che p < Re(s),

ne segue allora che |f(t)e−st| < |f(t)e−pt| ∈ L1(R+) e dunque che s ∈ S(f). Se invece

Re(s) < ρ(f), allora e−Re(s)tf(t) 6∈ L1(R+) e dunque e−stf(t) 6∈ L1(R+), ovvero s 6∈ S(f).

Rimane invece dubbio il caso in cui Re(s) = ρ(f).

Nel seguito chiameremo ρ(f) ascissa di convergenza della trasformata Λ(f).
Osserviamo che per quanto sopra provato abbiamo che eventualmente ρ(f) =
−∞, in tale caso avremo che S(f) ≡ C.

Diremo nel seguito che una funzione f : I → C (con R+ ⊂ I) è trasformabile
secondo Laplace o brevemente L-trasformabile se esiste s ∈ C tale la funzione
f(t)e−st risulti sommabile in R+, ovvero per la quale S(f) 6= ∅.
Osserviamo che data una funzione f(t) definita in I ⊃ R+ ed L-trasformabile,

posto

f0(t) =

{
f(t) se t ≥ 0

0 se t < 0,

risulta Λ(f0)(s) = Λ(f)(s) per ogni s ∈ S(f). Nel seguito penseremo quindi
ad una funzione L-trasformabile come ad una funzione nulla per t < 0.

139
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Come primo esempio, calcoliamo la trasformata di Laplace della funzione
di Heaviside:

H(t) := χR+(t) =

{
1 se t ≥ 0

0 se t < 0
.

Osserviamo innanzitutto che e−st risulta sommabile in R+ se e solo se
Re(s) > 0. Infatti, per s 6= 0 abbiamo che∫

R+
e−st dt =

∫ +∞

0
e−st dt =

ñ
−e
−st

s

ô+∞

0

=
1

s
− lim
t→+∞

e−st

s
.

Osserviamo allora che il limite

lim
t→+∞

e−st

esiste finito se e solo se Re(s) > 0 ed in tal caso risulta nullo. Infatti

lim
t→+∞

e−Re(s)t =


0 se Re(s) > 0

+∞ se Re(s) < 0

1 se Re(s) = 0

Abbiamo quindi che se Im(s) 6= 0, allora e−st = e−Re(s)t(cos(Im(s)t) −
sin(Im(s)t) ammette limite se e solo se Re(s) > 0. Otteniamo allora che
S(H) = {s ∈ C |Re(s) > 0} e ρ(H) = 0 e che per s ∈ S(H) da quanto sopra
risulta

Λ(H)(s) =

∫
R+
e−st dt =

1

s
.

Vediamo ora di calcolare la trasformata di Laplace della funzione esponen-
ziale eat, a ∈ C. Per quanto già osservato nel precedente esempio, la funzione
eate−st = e−(s−a)t risulta sommabile in R+ se e solo se Re(s− a) > 0 ovvero
se e solo se Re(s) > Re(α). Avremo dunque che S(eat) = {s ∈ C |Re(s) >
Re(a)} e che ρ(eat) = Re(a). Per s > Re(a) abbiamo che la trasformata di
Laplace di eat risulta

Λ(eat)(s) =

∫
[0,+∞)

eate−st dt =

∫ +∞

0
e−(s−a)t dt

=

ñ
−e
−(s−a)t

s− a

ô+∞

0

=
1

s− a
− lim
t→+∞

e−(s−a)t

s− a
=

1

s− a
.

Calcoliamo ora la trasformata di Laplace dell’impulso di durata h > 0:

fh(t) := χ[0,h)(t) =

{
1 se t ∈ [0, h),

0 altrimenti
.

abbiamo che fh(t)e−st risulta sommabile in R+ per ogni s ∈ C (dunque
S(fh) = C e ρ(fh) = −∞) e che per s 6= 0 si ha

Λ(fh)(s) =

∫ h

0
e−st dt =

ñ
−e
−st

s

ôh
0

=
1− e−hs

s
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mentre Λ(fh)(0) = h.

Vale il seguente risultato

Teorema 8.1. Sia f L-trasformabile con ascissa di convergenza ρ(f). Al-
lora per ogni p0 > ρ(f), Λ(f) risulta limitata nel semipiano S0 = {s ∈
C |Re(s) ≥ p0} ed inoltre

lim
Re(s)→+∞

Λ(f)(s) = 0.

Dim. Per s ∈ C con Re(s) ≥ p0 risulta

|Λ(f)(s)| ≤
∫
R+

|f(t)e−st| dt =

∫
R+

|f(t)|e−Re(s)t dt ≤
∫
R+

|f(t)|e−p0t dt

ed essendo p0 > ρ(f) si ha che
∫
R+ |f(t)|ep0t dt = C0 ∈ R. Ne segue allora che per ogni

s ∈ C con Re(s) ≥ p0 risulta |Λ(f)(s)| ≤ C0.
Per provare che Λ(f)(s) → 0 per Re(s) → +∞, consideriamo una successione (sn)n∈N
tale che Re(sn)→ +∞ per n→ +∞ e poniamo fn(t) = f(t)e−snt. Fissato p0 > ρ(f), sia
ν ∈ N tale che Re(sn) ≥ p0 per ogni n ≥ ν. Allora per ogni t ∈ R+ e ogni n ≥ ν si ha

|fn(t)| = |f(t)e−snt| = |f(t)|e−Re(sn)t ≤ |f(t)|e−p0t ∈ L1(R+).

Inoltre, essendo per ogni t > 0 e−Re(sn)t → 0 per n→ +∞, ne segue che per q.o. t ∈ R+

risulta fn(t) = f(t)e−snt → 0 per n → +∞. Dal Teorema di convergenza dominata
concludiamo che

Λ(f)(sn) =

∫
R+

fn(t) dt→ 0, per n→ +∞.

�

Non è in generale vero che Λ(f)(s) → 0 per |s| → +∞. Ad esempio per
l’impulso di durata 1 si ha che

Λ(χ[0,1))(s) =
1− e−s

s
→ +∞ per s ∈ R, s→ −∞.

Il prossimo risultato prova che la trasformata di Laplace risulta olomorfa
(e dunque continua) nel suo dominio. Vale infatti

Teorema 8.2. (olomorfia della Trasformata di Laplace)

Sia f L-trasformabile con ascissa di convergenza ρ(f). Allora Λ(f)(s) risulta
olomorfa nel semipiano Re(s) > ρ(f). Precisamente, la funzione g(t) =
tf(t) risulta L-trasformabile con ascissa di convergenza ρ(g) = ρ(f) e vale

Λ(f)′(s) = −Λ(g)(s), ∀s ∈ C, Re(s) > ρ(f),

ovvero

d

ds

∫
[0,+∞)

f(t)e−st dt = −
∫

[0,+∞)
tf(t)e−st dt, ∀s ∈ C, Re(s) > ρ(f).

Dim. Proviamo innanzitutto che la funzione g(t) = tf(t) è L-trasformabile con ρ(g) =
ρ(f). Infatti, se Re(s) > ρ(f), siano a, b ∈ R tali che Re(s) > a > b > ρ(f). Essendo a > b,
si ha che te−at = o(e−bt) per t→ +∞, e dunque che esiste C > 0 tale che te−at < Ce−tb

per ogni t > 0. Allora essendo Re(s) > a e b > ρ(f), risulta

|g(t)e−st| = |tf(t)e−st| ≤ |f(t)|te−at ≤ C|f(t)|e−bt ∈ L1(R+) ∀t > 0.
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Quindi g è L-trasformabile con ρ(f) ≥ ρ(g). La diseguaglianza opposta è immediata es-
sendo |f(t)e−st| < |tf(t)e−st| ∈ L1(R+) per ogni t > 1 e s ∈ C con Re(s) > ρ(g).
Per concludere la dimostrazione è sufficiente applicare il Teorema sulla derivabilità dell’in-
tegrale dipendente da un parametro. Infatti la funzione h(s, t) = f(t)e−st risulta derivabile
rispetto ad s con

∂

∂s
h(s, t) = −tf(t)e−st, ∀s ∈ C

Fissato b > ρ(f), procedendo come sopra, si ottiene che per ogni s ∈ C con Re(s) > b
esiste C > 0 (indipendente da s) tale che risulta

| ∂
∂s
h(s, t)| = |tf(t)e−st| ≤ C|f(t)|e−bt ∈ L1(R+) ∀t > 0.

Ne segue allora che

Λ(f)(s) =

∫
R+

f(t)e−st dt

risulta derivabile in ogni s ∈ C con Re(s) > b e

Λ(f)′(s) =
d

ds

∫
[0,+∞)

f(t)e−st dt = −
∫

[0,+∞)

tf(t)e−st dt.

Essendo b > ρ(f) arbitrario si ottiene la tesi. �

Dai risultati sulle funzioni olomorfe abbiamo allora che Λ(f)(s) risulta
di classe C∞ nel semipiano Re(s) > ρ(f) ed applicando iterativamente il

precedente risultato otteniamo che ρ(t(m)f(t)) = ρ(f) per ogni m ∈ N e

Λ(f)(m)(s) = (−1)mΛ(tmf(t))(s), s ∈ C, Re(s) > ρ(f).

Ad esempio, ricordando che Λ(eat) = 1
s−a per Re(s) > Re(a) otteniamo che

per tali valori risulta

Λ(teat) = −Λ(eat)′(s) =
1

(s− a)2

e più in generale che

Λ(tmeat) = (−1)mΛ(eat)(m)(s) =
m!

(s− a)m+1
.

Infine, ricordando che la trasformata della funzione di Heaviside H(t) è
Λ(H)(s) = 1

s , per ogni Re(s) > 0, e che

Λ(H)(n)(s) = (−1)n
n!

sn+1
,

posto

Pn(t) = tnH(t) =

{
tn se t ≥ 0,

0 se t < 0,

risulta

Λ(Pn)(s) = (−1)nΛ(H)(n)(s) =
n!

sn+1
, ∀n ∈ N.
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In particolare abbiamo che∫ +∞

0
tne−t dt = Λ(Hn)(1) = n!

Osservato che il precedente integrale risulta convergente anche se conside-
riamo potenze tx con x > −1, per ogni x > 0 risulta definita la funzione

Γ(x) :=

∫ +∞

0
tx−1e−t dt, ∀x > 0

detta funzione gamma di Eulero e da quanto sopra osservato risulta Γ(n+1) =
n! per ogni n ∈ N.

Abbiamo inoltre

Teorema 8.3. (Trasformata di Laplace di funzioni periodiche)

Sia f(t) funzione periodica per t ≥ 0 di periodo T > 0. Se f(t) risulta
sommabile in [0, T ] allora f risulta L-trasformabile e per Re(s) > 0 risulta

Λ(f)(s) =
1

1− e−st
∫

[0,T ]
f(t)e−st dt.

Dim. Dall’additività dell’integrale abbiamo

Λ(f)(s) =

∫
[0,+∞)

f(t)e−st dt =
∑
k≥0

∫
[kT,(k+1)T ]

f(t)e−st dt

ed operando la sostituzione τ = t− kT in ciascuno degli integrali, essendo f(t) periodica
di periodo T ne segue

Λ(f)(s) =
∑
k≥0

∫
[0,T ]

f(τ)e−sτ−ksT dτ =
∑
k≥0

e−ksT
∫

[0,T ]

f(τ)e−sτ dτ.

La serie
∑

k≥0 e
−ksT è serie geometrica di ragione e−sT e risulta convergente se e solo se

|e−sT | = e−Re(s)T < 1 ovvero se e solo se Re(s) > 0. Quindi, se Re(s) > 0 otteniamo

Λ(f)(s) =
1

1− e−sT

∫
[0,T ]

f(τ)e−sτ dτ.

�

Ad esempio, consideriamo l’onda quadra

q(t) =

{
1 se t ∈ [2n, 2n+ 1], n ∈ N,
0 altrimenti.

Abbiamo che f(t) risulta periodica di periodo 2 e dal precedente risultato
abbiamo

Λ(q)(s) =
1

1− e−2s

∫
[0,2]

q(t)e−st dt =
1

1− e−2s

∫
[0,1]

e−st dt

=
1

1− e−2s

ñ
e−st

−s

ô1

0

=
1

1− e−2s

1− e−s

s
=

1

s(1 + e−s)
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2. Proprietà elementari

Si ha immediatamente che se α ∈ C e f è L-trasformabile allora

Λ(αf)(s) = αΛ(f)(s), ∀s ∈ S(f).

Ad esempio, consideriamo l’impulso unitario di durata h:

δh(t) =
1

h
χ[0,h)(t) =

{
1
h se t ∈ [0, h),

0 altrimenti.

Ricordando che la trasformata di Laplace dell’impulso di durata h, χ[0,h), è

Λ(χ[0,h))(s) =

{
1−e−hs

s se s 6= 0,

h se s = 0,

da quanto sopra otteniamo

Λ(δh)(s) =
1

h
Λ(χ[0,h))(s) =

{
1−e−hs
hs se s 6= 0,

1 se s = 0.

Osserviamo ora che per ogni s ∈ C, risulta

lim
h→0

Λ(δh)(s) =

∫
R
δh(t)e−st dt = 1

mentre

lim
h→0

δh(t) =

{
0 se t 6= 0,

+∞ se t = 0

Si può provare che per ogni funzione ϕ(t) continua in R risulta

lim
h→0

∫
R
δh(t)ϕ(t) dt = ϕ(0)

L’operatore ϕ ∈ C(R) 7→ ϕ(0) viene detto delta di Dirac. Si può dimostrare che non esiste
alcuna funzione δ(t) tale che ∫

R
δ(t)ϕ(t) dt = ϕ(0)

Viene comunque impropriamente indicata con δ(t) la delta di Dirac e si pone∫
R
δ(t)ϕ(t) dt := lim

h→0

∫
R
δh(t)ϕ(t) dt = ϕ(0)

La delta di Dirac e i precedenti concetti possono essere formalizzati nell’ambito della teoria

delle distribuzioni.

Si ha inoltre che l’applicazione Λ è lineare e precisamente vale il seguente
risultato

Proposizione 8.1. Se f e g sono L-trasformabili, con ascissa di conver-
genza rispettivamente ρ(f) e ρ(g), allora f + g risulta L-trasformabile con
ρ(f + g) = max{ρ(f); ρ(g)} e vale

Λ(f + g)(s) = Λ(f)(s) + Λ(g)(s), ∀s > ρ(f + g).
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Dim. La dimostrazione segue dalla linearità dell’integrale una volta osservato che

S(f)∩S(g) = {s ∈ C |Re(s) ≥ ρ(f) e Re(s) ≥ ρ(g)} = {s ∈ C |Re(s) ≥ max{ρ(f), ρ(g)}}.

dove le precedenti diseguaglianze possono essere strette. �

Ad esempio, ricordando che Λ(eat)(s) = 1
s−a per s ∈ C con Re(s) > Re(a),

otteniamo che per ogni ω ∈ R e s ∈ C con Re(s) > 0 risulta

Λ(eiωt)(s) =
1

s− iω
e Λ(e−iωt)(s) =

1

s+ iω

da cui, essendo cos(ωt) = eiωt+e−iωt

2 e sin(ωt) = eiωt−e−iωt
2i otteniamo

Λ(cos(ωt))(s) =
1

2
(

1

s− iω
+

1

s+ iω
) =

s

s2 + ω2
, Re(s) > 0,

mentre

Λ(sin(ωt))(s) =
1

2i
(

1

s− iω
− 1

s+ iω
) =

ω

s2 + ω2
Re(s) > 0.

In particolare si ha

Λ(cos t)(s) =
s

s2 + 1
e Λ(sin t)(s) =

1

s2 + 1
, Re(s) > 0.

Dal Teorema sull’olomorfia della trasformata, per Re(s) > 0 otteniamo
allora che

Λ(t sin(ωt)) = −Λ(sin(ωt))′(s) =
2sω

(s2 + ω2)2

mentre

Λ(t cos(ωt)) = −Λ(cos(ωt))′(s) =
s2 − ω2

(s2 + ω2)2
.

Analogalmente, per ogni ω ∈ R e s ∈ C con Re(s) > ω risulta

Λ(eωt)(s) =
1

s− ω
e Λ(e−ωt)(s) =

1

s+ ω

da cui, ricordando che cosh(ωt) = eωt+e−ωt

2 e sinh(ωt) = eωt−e−ωt
2 , ω ∈ R

otteniamo che per s ∈ C con Re(s) > ω risulta

Λ(cosh(ωt))(s) =
s

s2 − ω2
e Λ(sinh(ωt))(s) =

ω

s2 − ω2
.

Riguardo al comportamento della trasformata rispetto a traslazioni e omo-
tetie, come nel caso della trasformata di Fourier abbiamo

Proposizione 8.2. Se f è funzione L-trasformabile con ascissa di conver-
genza ρ(f), allora

(i) Λ(f(at))(s) = 1
aΛ(f(t))( sa) per ogni a > 0 e s ∈ C con Re(s) >

aρ(f);
(ii) Λ(f(t−a))(s) = e−asΛ(f(t))(s) per ogni a > 0 e s ∈ C con Re(s) >

ρ(f);
(iii) Λ(eatf(t))(s) = Λ(f)(s − a) per ogni a ∈ C e s ∈ C con Re(s) >

ρ(f) +Re(a).
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Dim. Possiamo provare (i) operando la sostituzione τ = at, ottenendo

Λ(f(at))(s) =

∫
[0,+∞)

f(at)e−st dt =
1

a

∫
[0,+∞)

f(τ)e−
s
a
τ dτ =

1

a
Λ(f)(

s

a
),

per ogni s ∈ C con Re( s
a

) = Re(s)
a

> ρ(f).
Per provare (ii), osserviamo che essendo f(t) = 0 per t < 0, avremo che f(t− a) = 0 per
t < a. Posto allora τ = t− a otteniamo

Λ(f(t− a))(s) =

∫
[0,+∞)

f(t− a)e−st dt =

∫
[0,+∞)

f(τ)e−sτ−sa dτ = e−asΛ(f)(s),

per ogni s ∈ C con Re(s) > ρ(f).
Infine, per provare (iii) abbiamo

Λ(eatf(t))(s) =

∫
[0,+∞)

f(t)e−st+at dt =

∫
[0,+∞)

f(t)e−(s−a)t dt = Λ(f)(s− a),

per ogni s ∈ C con Re(s− a) > ρ(f).

Ad esempio, da (iii) con a = ±iω, essendo cos(ωt) = eiωt−e−iωt
2 e sin(ωt) =

eiωt−e−iωt
2i , otteniamo che per ogni funzione f L-trasformabile e ogni s ∈ C

con Re(s) > ρ(f) risulta

Λ(f(t) cos(ωt))(s) =
1

2
(Λ(f)(s− iω) + Λ(f)(s+ iω))

e

Λ(f(t) sin(ωt))(s) =
1

2i
(Λ(f)(s− iω)− Λ(f)(s+ iω)).

Da (iii) otteniamo inoltre che per Re(s) > Re(a)

Λ(eat sin(ωt))(s) = Λ(sin(ωt))(s− a) =
ω

(s− a)2 + ω2

e

Λ(eat cos(ωt))(s) = Λ(cos(ωt))(s− a) =
s− a

(s− a)2 + ω2
.

In particolare, dalla prima ne segue che se c− b2

4 > 0 e Re(s) > − b
2 allora

1

s2 + bs+ c
=

1

(s+ b
2)2 + ω2

=
1

ω
Λ(sin(ωt))(s+

b

2
) =

1

ω
Λ(e−

b
2
t sin(ωt))(s)

dove abbiamo posto ω2 = c− b2

4 .

Abbiamo inoltre

Teorema 8.4. (Trasformata di Laplace della convoluzione)

Siano f e g funzioni L-trasformabili nulle per t < 0, allora f ∗ g è L-
trasformabile con ρ(f ∗ g) ≤ max{ρ(f), ρ(g)} e per ogni s ∈ C con Re(s) >
max{ρ(f), ρ(g)} risulta

Λ(f ∗ g)(s) = Λ(f)(s)Λ(g)(s).
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Dim. Abbiamo∫
R+

f∗g(t)e−st dt =

∫
R+

(

∫
R
f(t−θ)g(θ) dt)e−st dt =

∫
R+

(

∫
R
f(t−θ)g(θ)e−sθ dθ)e−s(t−θ) dt.

Osserviamo allora che

I =

∫
R
(

∫
R+

|f(t−θ)e−s(t−θ)| dt)|g(θ)e−sθ| dθ =

∫
R+

(

∫
R+

e−Re(s)(t−θ)|f(t−θ)| dθ)|g(θ)|e−Re(s)θ dθ

Posto τ = t− θ, per s ∈ C con Re(s) > max{ρ(f); ρ(g)}, risulta allora

I =

∫
R+

(

∫
R+

|f(τ)|e−Re(s)τ dτ)|g(θ)|e−Re(s)θ dθ =

∫
R+

|f(τ)|e−Re(s)τ dτ
∫
R+

|g(θ)|e−Re(s)θ dθ < +∞

Dal Teorema di Tonelli segue allora che h(t, θ) = f(t − θ)g(θ)e−st risulta sommabile in
R×R. Ne segue allora f ∗ g(t)e−st ∈ L1(R+) per ogni Re(s) > max{ρ(f); ρ(g)} e per tali
valori si ha

Λ(f ∗ g)(s) =

∫
R+

(

∫
R
f(t− θ)g(θ)e−sθ dθ)e−s(t−θ) dt

=

∫
R+

(

∫
R+

f(t− θ)e−s(t−θ) dt)g(θ)e−sθ dθ

=

∫
R+

f(τ)e−sτ dτ

∫
R+

g(θ)e−sθ dθ = Λ(f)(s)Λ(g)(s).

�

Vediamo infine di determinare la trasformata della derivata, risultato che
sarà particolarmente utile per le applicazioni alla risoluzione di equazioni
differenziali:

Teorema 8.5. (Trasformata di Laplace della derivata)

Sia f(t) funzione continua e C1 a tratti in R+ con f ′(t) L-trasformabile.
Allora f(t) risulta L-trasformabile con ρ(f) ≤ max{ρ(f ′), 0} e per ogni s ∈ C
con Re(s) > max{ρ(f ′); 0} risulta

Λ(f ′)(s) = sΛ(f)(s)− f(0+).

dove f(0+) = lim
t→0+

f(t).

Dim. Osserviamo che dal Teorema fondamentale del calcolo per ogni t > 0 risulta

f(t) = f(0+) +

∫ t

0

f ′(θ) dθ.

Inoltre, essendo f(t) = 0 per t < 0 e ricordando che H(t) = χR+(t0, otteniamo

(H ∗ f ′)(t) =

∫
R
H(t− θ)f ′(θ) dθ =

∫ t

0

f ′(θ) dθ

Ne segue allora che per t ≥ 0 risulta

f(t) = f(0+)H(t) + (H ∗ f ′)(t)
Dal Teorema sulla trasformata del prodotto di convoluzione otteniamo allora che f risulta
L-trasformabile con ρ(f) ≥ max{ρ(H); ρ(f ′)} = max{0, ρ(f ′)} e che vale

Λ(f)(s) = f(0+)Λ(H)(s) + Λ(H)(s)Λ(f ′)(s).

Essendo Λ(H)(s) = 1
s

per ogni Re(s) > 0, ne segue che

sΛ(f)(s) = f(0+) + Λ(f ′)(s), ∀s ∈ C, Re(s) > max{0, ρ(f ′)}.
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�

Iterando il precedente risultato si ottiene che se f(t) risulta di classe Cm
in R+, nulla per t < 0 con f (m) L-trasformabile, allora f (k) risulta L-
trasformabile per ogni k = 0, ...,m− 1 e vale

Λ(f (m))(s) = smΛ(f)(s)− sm−1f(0+)− sm−2f ′(0+)− ...− f (m−1)(0+)

= smΛ(f)(s)−
m−1∑
k=0

skf (m−k−1)(0+)

per ogni s ∈ C con Re(s) > max{ρ(f (m)); 0}.

Osserviamo inoltre che dal precedente risultato, ricordando che Λ(g)(s)→ 0
per Re(s)→ +∞ per ogni g L-trasformabile, si ottiene che nelle precedenti
ipotesi risulta

lim
Re(s)→+∞

sΛ(f)(s) = f(0+).

Tale risultato prende il nome di Teorema del valore iniziale. Si può inoltre
provare che se esiste finito f(+∞) := lim

t→+∞
f(t), allora

lim
s→0, Re(s)>0

sΛ(f)(s) = f(+∞),

vale cioè il Teorema del valore finale.

Tabella 1. Proprietà della Trasformata di Laplace

Λ(f)(m)(s) = (−1)mΛ(tmf(t))(s) Re(s) > ρ(f)

Λ(αf + βg)(s) = Λ(f)(s) + βΛ(g)(s) Re(s) ≥ max{ρ(f), ρ(g)}, α, β ∈ C

Λ(f(at))(s) = 1
aΛ(f)( sa ) Re(s) > aρ(f), a > 0

Λ(f(t− a)) = e−saΛ(f)(s) Re(s) > ρ(f), a > 0

Λ(eatf(t))(s) = Λ(f)(s− a) Re(s) > ρ(f) +Re(a), a ∈ C

Λ(cos(ωt)f(t))(ν) = 1
2 (Λ(f)(s− iω) + Λ(f)(s+ iω)) Re(s) > ρ(f), a ∈ R

Λ(sin(ωt)f(t))(ν) = 1
2i (Λ(f)(ν − iω)− Λ(f)(ν + iω)) Re(s) > ρ(f), a ∈ R

Λ(f ∗ g)(s) = Λ(f)(s)Λ(g)(s) Re(s) > max{ρ(f); ρ(g)}

Λ(f (m))(ν) = smΛ(f)(s)−
∑m−1
k=0 s

kf (m−k−1)(0+) Re(s) > max{ρ(f (m)); 0}
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3. Confronto con la Trasformata di Fourier e Formula di
Inversione

Ricordiamo che data f ∈ L1(R,C) abbiamo denotato con

Φ(f)(ν) =

∫
R
f(t)e−2πiνt dt, ν ∈ R,

la sua trasformata di Fourier. Supposta f(t) L-trasformabile con ascissa di
convergenza ρ(f), per α > ρ(f) poniamo

gα(t) =

{
f(t)e−αt se t ≥ 0,

0 se t < 0.

Risulta allora che gα(t) è sommabile in R e per ogni α > ρ(f) e ν ∈ R si ha

Φ(gα)(ν) =

∫
R+
f(t)e−αte−2πiνt dt =

∫
R+
f(t)e−(α+2πiν)t dt = Λ(f)(α+2πiν).

Ricordiamo ora che per la formula di inversione della trasformata di Fourier,
se Φ(gα) ∈ L1(R,C) allora gα ∈ C0(R,C) e

gα(t) =

∫
R

Φ(gα)(ν)e2πiνt dν, ∀t ∈ R, ∀t ∈ R,

ovvero, per t > 0, risulta

f(t)e−αt =

∫
R

Λ(f)(α+ 2πiν)e2πiνt dν

da cui, moltiplicando entrambi i membri per eαt e ponendo ω = 2πν si
deduce

f(t) =

∫
R

Λ(f)(α+ 2πiν)e(α+2πiν)t dν =
1

2π

∫
R

Λ(f)(α+ iω)e(α+iω)t dω.

Si ha allora

Teorema 8.6. (Formula di inversione)

Sia f(t) funzione L-trasformabile (nulla per t < 0) con ascissa di convergen-
za ρ(f). Se per α > ρ(f) si ha che Λ(f)(α+ iω) risulta sommabile rispetto
a ω in R, allora f(t) è continua e

f(t) =
1

2π

∫
R

Λ(f)(α+ iω)e(α+iω)t dω, ∀t ≥ 0.

Ad esempio, consideriamo la funzione sin t. Abbiamo visto che per ogni
α > 0 risulta

Λ(sin t)(α+ iω) =
1

1 + (α+ iω)2
=

1

1 + α2 − ω2 + 2αω
∼ − 1

ω2
, ω → ±∞.

Dunque Λ(sin t)(α+ iω) risulta sommabile rispetto a ω in R e dalla formula
di inversione

sin t =
1

2π

∫
R

e(α+iω)t

1 + (α+ iω)2
dω, ∀t ≥ 0, ∀α > 0.
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Osserviamo però che la condizione Λ(f)(α+ iω) sommabile rispetto a ω in
R non è invece verificata dalla trasformata di Laplace di cos(t),

Λ(cos t)(s) =
s

1 + s2
.

Vale però il seguente risultato, che fornisce un analogo del Teorema di
convergenza puntuale della serie di Fourier.

Teorema 8.7.
Se f(t) è funzione C1 a tratti in R+, L-trasformabile allora per ogni α > ρ(f)
risulta

f(t+) + f(t−)

2
=

1

2π
v.p.

∫ +∞

−∞
Λ(f)(α+ iω)e(α+iω)t dω, ∀t ≥ 0.

Quindi ad esempio otteniamo che per ogni α > 0 e t ≥ 0 risulta

cos t =
1

2π
v.p.

∫ +∞

−∞

α+ iω

1 + (α+ iω)2
e(α+iω)t dω.

Vediamo ora come esempio di determinare, se esiste, la funzione f(t) per
la quale

Λ(f)(s) =
1

s2(s2 + 1)
.

Osservato che Λ(f)(s) risulta sommabile in R rispetto alla parte immaginaria
di s, dalla formula di inversione abbiamo che

f(t) =
1

2π

∫
R

e(α+iω)t

(α+ iω)2((α+ iω)2 + 1)
dω, t ≥ 0.

Scelto α = 1 (ma potremo scegliere un qualunque α > 0) e posto

g(z) =
ezt

z2(z2 + 1)

otteniamo

f(t) =
1

2π

∫
R

e(1+iω)t

(1 + iω)2((1 + iω)2 + 1)
dω =

1

2π

∫
R
g(1 + iω)dω, t ≥ 0.

Calcoliamo l’ultimo integrale utilizzando il metodo dei residui. La funzione
g(z) risulta olomorfa in C eccetto che nei poli z0 = 0 e z± = ±i. Preso R >
1, consideriamo la curva ΓR frontiera positivamente orientata del domino
DR = {z ∈ C | |z − 1| < R, Re(z) ≤ 1}. Dal Teorema dei residui abbiamo
allora che per ogni R > 1 risulta

1

2πi

∫
ΓR

g(z) dz = Res(g, 0) + Res(g, i) + Res(g,−i).

Essendo

Res(g, 0) = lim
z→0

D(z2g(z)) = lim
z→0

D(
ezt

z2 + 1
) = lim

z→0

tezt(1 + z2)− ezt2z
(z2 + 1)2

= t
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mentre

Res(g,±i) =
ezt

2z(z2 + 1) + 2z3

∣∣∣∣
z=±i

=
±ie±it

2

otteniamo

1

2πi

∫
ΓR

g(z) dz = t+
ieit

2
+
−ie−it

2
= t− sin t, ∀R > 1.

Osserviamo ora che ΓR = [1 − iR, 1 + iR] ∪ γR dove γR(θ) = 1 + Reiθ,
θ ∈ [π2 ,

3π
2 ]. Abbiamo che

lim
R→+∞

∫
γR

g(z) dz = 0.

Infatti osserviamo che essendo t ≥ 0 e Re(z) ≤ 1 per ogni s ∈ γR, otteniamo che |ezt| =

eRe (z)t ≤ et per ogni z ∈ γR. Allora, poichè |z| ≥ |z−1|−1 = R−1 e |z2 +1| ≥ |z|2−1 ≥
(R− 1)2 − 1 per ogni z ∈ γR, otteniamo

|g(z)| ≤ et

(R− 1)2((R− 1)2 − 1)
, z ∈ γR

e dunque

|
∫
γR

g(z) dz| ≤ et

(R− 1)2((R− 1)2 − 1)

∫
γR

dz ≤ 2πRet

(R− 1)2((R− 1)2 − 1)
→ 0, per R→ +∞.

Inoltre, essendo γ(ω) = 1 + iω con ω ∈ [−R,R] una parametrizzazione del
segmento [1− iR, 1 + iR], si ha che∫

[1−iR,1+iR]
g(z) dz = i

∫ R

−R
g(1 + iω) dω.

Ne concludiamo allora che per t ≥ 0 risulta

f(t) =
1

2π

∫
R
g(1 + iω)dω =

1

2π
lim

R→+∞

∫ R

−R
g(1 + iω)dω

=
1

2πi
lim

R→+∞

∫
[1−iR,1+iR]

g(z) dz = lim
R→+∞

1

2πi

∫
ΓR

g(z) dz = t− sin t.

Dalla formula di inversione segue in particolare che la trasformata di Laplace
risulta iniettiva. Infatti se f(t) e g(t) risultano L-trasformabili con Λ(f)(s) =
Λ(g)(s) per ogni s ∈ C con Re (s) > max{ρ(f); ρ(g)}, allora f − g risulta
L-trasformabile con Λ(f − g)(s) = 0 per ogni Re (s) > max{ρ(f); ρ(g)}. In
particolare Λ(f − g)(α + iω) risulta sommabile rispetto a ω in R per ogni
α > max{ρ(f); ρ(g)} e dalla formula di inversione si ottiene che f(t) = g(t)
per ogni t ≥ 0.

Utilizzando l’iniettività della trasformata e le proprietà elementari, dedu-
ciamo nuovamente la funzione f(t) per la quale risulta

Λ(f)(s) =
1

s2(s2 + 1)
.
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Osserviamo che
1

s2(s2 + 1)
=

1

s2
− 1

1 + s2

e che per Re(s) > 0 abbiamo

1

s2
= Λ(t)(s) e

1

1 + s2
= Λ(sin t)(s)

Ne segue allora che
Λ(f)(s) = Λ(t− sin t)(s)

e dunque, dall’iniettività della trasformata, che per t ≥ 0 risulta f(t) =
t− sin t.

Tabella 2. Alcune Trasformate di Laplace

f(t) per t ≥ 0 Λ(f)(s) ρ(f)

1 1
s 0

eat 1
s−a Re(a)

χ[0,h)(t)

{
1−e−hs

s s 6= 0

h s = 0
−∞

1
hχ[0,h)(t)

{
1−e−hs
hs s 6= 0

1 s = 0
−∞

sin(ωt) ω
s2+ω2 0

cos(ωt) s
s2+ω2 0

sinh(ωt) ω
s2−ω2 ω

cosh(ωt) s
s2−ω2 ω

eat sin(ωt) ω
(s−a)2+ω2 Re(a)

eat cos(ωt) s−a
(s−a)2+ω2 Re(a)

tn n!
sn+1 0

eattn n!
(s−a)n+1 Re(a)

t sin(ωt) 2sω
(s2+ω2)2 0

t cos(ωt) s2−ω2

(s2+ω2)2 0
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4. Risoluzione di equazioni differenziali lineari

Data un’equazione differenziale lineare a coefficienti costanti di ordine n ∈
N

a0y + a1y
′ + ...+ an−1y

(n−1) + any
(n) = f(t)

dove ai ∈ C, i = 0, 1, ...n, e f(t) risulta L-trasformabile, ne cerchiamo le
soluzioni che risultino di classe Cm con derivate L-trasformabili soddisfacenti
alle condizioni iniziali 

y(0+) = y0,

y′(0+) = y1,

....

y(n−1)(0+) = yn−1.

Applicando la trasformata di Laplace ad ambo i membri dell’equazione, dal
Teorema sulla trasformata della derivata, otteniamo

a0Λ(y)(s) + a1(sΛ(y)(s)− y0) + a2(s2Λ(y)(s)− sy0 − y1)

+...+ an(snΛ(y)(s)− sn−1y0 − sn−2y1 − ...− syn−2 − yn−1) = Λ(f)(s)

da cui

(
n∑
k=0

aks
k)Λ(y)(s) = Λ(f)(s) +

n∑
k=1

ak(
k∑
j=1

sk−jyj−1).

Detto allora P (s) =
∑n
k=0 aks

k il polinomio caratteristico dell’equazione e
posto

ϕ(s) =
n∑
k=1

ak(
k∑
j=1

sk−jyj−1),

osserviamo che ϕ(s) risulta polinomio in s (dunque L-trasformabile). Posto
allora F (s) = Λ(f)(s) otteniamo che

Λ(y)(s) =
ϕ(s) + F (s)

P (s)
.

Nota la trasformata Λ(y)(s) dovremo risalire alla soluzione y(t) utilizzando
le proprietà elementari della trasformata oppure applicando la formula di
inversione.

In alternativa, osserviamo che denotata con η(t) la funzione, detta risolvente
dell’equazione differenziale, per la quale

Λ(η)(s) =
1

P (s)
,

abbiamo

Λ(f)(s)

P (s)
= Λ(f)(s)Λ(η)(s) = Λ(f ∗ η)(s) =

∫
R+
f(t− θ)η(θ) dθ.
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Dunque se denotiamo con g(t) la funzione avente per trasformata la funzione

razionale ϕ(s)
P (s) , otteniamo

Λ(y)(s) = Λ(g)(s) + Λ(f ∗ η)(s)

e quindi

y(t) = g(t) + (f ∗ η)(t), t ≥ 0.

Come primo esempio consideriamo l’equazione differenziale omogenea

y′′ − 2y′ + y = 0

con il dato iniziale y(0) = 1 e y′(0) = 0. Applicando la trasformata di
Laplace ad ambo i membri dell’equazione otteniamo

s2Λ(y)(s)− sy(0)− y′(0)− 2(sΛ(y)(s)− y(0)) + Λ(y)(s) = 0

da cui, utilizzando il dato iniziale,

Λ(y)(s) =
s− 2

s2 − 2s+ 1
.

dove P (s) = s2 − 2s + 1 = (s − 1)2 è il polinomio caratteristico associato
all’equazione. Osserviamo ora che

s− 2

s2 − 2s+ 1
=

s− 2

(s− 1)2
=

1

s− 1
− 1

(s− 1)2

= Λ(et)(s) + Λ(et)′(s)

= Λ(et)(s)− Λ(tet)(s) = Λ(et − tet)(s).

Otteniamo dunque che per t ≥ 0 la soluzione del problema dato è

y(t) = et − tet.

Consideriamo ora l’equazione non omogenea

y′′ + 2y′ + 2y = et

con i dati iniziali y(0) = 1 e y′(0) = −1. Applicando la trasformata di
Laplace ai due membri dell’equazione otteniamo

s2Λ(y)(s)− sy(0)− y′(0) + 2(sΛ(y)(s)− y(0)) + 2Λ(y)(s) = Λ(et)(s)

da cui, utilizzando il dato iniziale e ricordando che Λ(et) = 1
s−1 si ricava

Λ(y)(s) =
s+ 1

s2 + 2s+ 2
+

1

(s− 1)(s2 + 2s+ 2)
=

s2

(s− 1)(s2 + 2s+ 2)
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dove P (s) = s2+2s+2 è il polinomio caratteristico dell’equazione. Abbiamo

s2

(s− 1)(s2 + 2s+ 2)
=

1

5

Å
1

s− 1
+ 2

2s+ 1

s2 + 2s+ 2

ã
=

1

5

Ç
1

s− 1
+ 4

s+ 1

(s+ 1)2 + 1
− 2

1

(s+ 1)2 + 1

å
=

1

5
(Λ(et)(s) + 4Λ(e−t cos t)(s)− 2Λ(e−t sin t)(s))

Dunque

y(t) =
1

5
(et + 4e−t cos t− 2e−t sin t) =

e−t

5
(e2t + 4 cos t− 2 sin t)

è la soluzione cercata in R+.

Consideriamo infine la seguente equazione del terzo ordine:

y′′′ − 8y = 24e2t

con i dati iniziali y′′(0) = −4, y′(0) = 0 e y(0) = 1. Applicando la
trasformata di Laplace otteniamo

s3Λ(y)(s)− s2y(0)− sy′(0)− y′′(0)− 8Λ(y)(s) = 24Λ(e2t)(s)

da cui, essendo Λ(e2t)(s) = 1
s−2 otteniamo

Λ(y)(s) =
s2 − 4

s3 − 8
+

24

(s− 2)(s3 − 8)
.

Abbiamo che P (s) = s3 − 8 = (s− 2)(s2 + 2s+ 4) e risulta

Λ(y)(s) =
s+ 2

s2 + 2s+ 4
+

24

(s− 2)2(s2 + 2s+ 4)
= − 1

s− 2
+

2

(s− 2)2
+2

s+ 2

s2 + 2s+ 4

Osserviamo ora che
1

(s− 2)2
= Λ(te2t)(s)

mentre
s+ 2

s2 + 2s+ 4
=

s+ 1

(s+ 1)2 + 3
+

1

(s+ 1)2 + 3

= Λ(e−t cos(
√

3t))(s) +
1√
3

Λ(e−t sin(
√

3t))(s)

Otteniamo allora che

Λ(y)(s) = −Λ(e2t)(s)+2Λ(te2t)(s)+2Λ(e−t cos(
√

3t))(s)+
2√
3

Λ(e−t sin(
√

3t))(s)

e dunque che la soluzione cercata, per t ≥ 0, è pari a

y(t) = (2t− 1)e2t + 2e−t(cos(
√

3t) +
1√
3

sin(
√

3t)).
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